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Pontos e Vetores (2D)

* Ponto: Denota posicao no

plano

* Vetor: Denota deslocamento, P= (X ps )V P)
isto é, inclui a nogao de R
direcao e magnitude V= (Xv | yv)

e Ambos sdao normalmente
expressos por pares de
coordenadas (em 2D) mas
ndo sdo a “mesma coisa P




Operacoes com Pontos e Vetores (2D)

Soma de vetores
t=v+tu
Multiplicacdo de vetor por
escalar
u=2v
Subtragado de pontos
v=Q-P
Soma de ponto com vetor
Q=P+v




Transformacoes

* Transformacdo é uma funcdo que mapeia pontos de
um espaco Euclidiano em outros (ou possivelmente
0s mesmos) pontos do mesmo espaco.

* Se uma transformacao é linear, entao

¢ Se um conjunto de pontos esta contido em uma reta,
depois de transformados eles também estarao
contidos sobre uma reta.

¢ Se um ponto P guarda uma relacdao de distancia com
dois outros pontos Q e R, entao essa relagao de
distdncia € mantida pela transformacao.

* Transformacao mapeia origem na origem?

¢ Sim: Transformacao Linear

¢ Nao: Transformacao Linear Afim: TranslagOes sao
permitidas




Transformacoes Lineares em 2D

e Uma transformacao linear

x'= ax + by
y'=cx+dy

 Uma transformacao linear afim

X'=ax+by+e
y'=cx+dy+ f



Forma Matricial

* Mais conveniente para uso em um
computador. Sejam
a b e
A= D=
< 2l

X
P=
!

* Entdo uma transformacao linear atfim pode
ser escrita T (P) =P  onde

P'=AxP+ D

!

P=|"

y




Transformando Vetores

* Um vetor ndo esta atrelado a um ponto no espago

* Uma transformacao linear afim aplicada a um vetor
nao inclui translacao

* Prova: Seja V um vetor e V' sua imagem sob a
transformacao linear afim, entao:

V=Q-P<V'=Q-P

V' =Q'_P'
=(AxQ0+D)-(Ax P+ D)
= Ax(Q - P)

=AxV



Coordenadas Homogéneas

* A transformacao de vetores é operacionalmente
diferente da de pontos.

* Coordenadas homogéneas permitem unificar o
tratamento.

* Problema é levado para uma dimensao superior:
* w = 0 para vetores e w = 1 para pontos.

¢ Termos independentes formam uma coluna extra na
matriz de transformacao.
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Coordenadas Homogéneas - Interpretacao
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Modelando Transformacoes

* Uma transformacao linear afim em 2D pode ser
definida a partir da imagem de 3 pontos:

Y A P/\ P’ r.X'Pv=a.xp +b.yp+e

Yp =CXp +d.yP +f
O Xo =axp+by,te

R ° )
\ Xpr=axp+byp+e
\2
OR \ Q \yR'=C.xR +dyR +f
>

O

X



Sistemas de coordenadas

* Um sistema de coordenadas para R” é definido por
um ponto (origem) e n vetores

* Ex. Seja um sistema de coordenadas para R? definido
pelo ponto O e os vetores X e Y. Entao,

¢ Um ponto P é dado por coordenadas x, e yp tais que
P=XP.X+)/P.Y+O

¢ Um vetor V é dado por coordenadas x e yy tais que

V=XV.X+)/V.Y



Mudanca de Sistema de Coordenadas

* Se estabelecemos um outro sistema (ex.: Q/T/U),
como computar as novas coordenadas dadas as
antigas?




Mudanca de Sistema de Coordenadas

* Como computar as coordenadas de um ponto P = (x),
yp) em O/X/Y dadas as coordenadas de P em Q/T/U, isto &,

(tp, tp) ?
P =tpT+uplU+0Q
=tp.(xp X+ yr.Y)+up.(xy. X +yy.X)+(xg X +yp.Y +O)

= (tP.xT +Up. Xy +XQ).X+ (tP.yT TUp. )y +yQ)Y+ 0,
Logo,

xP =tP.xT +UP.)CU +XQ

Yp=tlpyrtup.yy +yo



Mudanca de Sistema de Coordenadas

e Matricialmente:

xpl [xr Xy [p X0
= +

Ye| |Yr Yu Yo

* Usando coordenadas homogeneas

X

Up

xpl [*r Yu Xl [tp
Ye|=|yr Yu Yol|X|Upr
1|1 10 o 1| |1

* Para resolver o problema inverso:

LT -1
tp| |*r U Ho Xp

Up|=\Yr Yu Yol| Xx|VpP
_1_ 0 0 1 _1_




Transformacoes em 3D

* Vetores e pontos em 3D
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Transformacoes Rigidas

* Nao modificam a forma (dimensdes /angulos) do
objeto

* Sao compostas de uma rotacao e uma translacao

Submatriz de Vetor de
Rotacéao \ / Translacao
a b )| ]J]
d e k
o
g h i y \l
0O 0 0 1




Translacao

. 10 0 ¢
____________ S (U BN B A
T/// 0O 0 1 fZ 0 1
-7 X 00 0 1
_____________ x B )
1 0 0 t1 [P] [P+t
YA
010 ¢t]| |P| |P+¢
P=TxP-= 7 IV D D L -

001 ¢| |P]| |P+t,
0 0 0 1 1

* Observe que translagoes
sdo comutativas:

P+t+v=P+ov+t



Rotacao em torno do eixo Z

e Podemos ver que o vetor (1,0,0)! é mapeado em:
(cos a, sen a, 0)!

* e que o vetor (0,1,0)' é mapeado em:
(- sen a, cos a, 0)!
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Rotacao em torno do eixo Z

e QOutra maneira de ver:

P(

e Sabemos que
P =rcosa P, =rcos(a+0)
P =rsina P, =rsm(a+06)
e Entao

P! =rcosacosf —rsinasinf

Py' =rcosasin @+ rsin ¢ cos@

e (u, finalmente,
P =P cosf - P sinf
P =P sinf+ P, cost



Rotacao em torno dos eixos coordenados

* Rotagdo em torno de Z é dada pela matriz

'cosf —-siné

0 0

0
sinf cosf O
1

0 0 0

— o o S

e Similarmente, em torno dos eixos Xe Y

cosfd 0 smé 0 0
0 1 0

—sinfd 0 cosél
0 0O O

1

0 cosf# smél
0 —-smé cosé
0 0 0

—- o o g
- o o S




Rotacoes em geral

* Qualquer rotacao pode ser definida por um
eixo de rotagao dado pelo vetor unitario

u = (x, y, z)! e um angulo de rotacdo «

* Seja S a matriz

_Z y-
S=|z 0 -x
-y x 0

* Entdo a submatriz de Rotacdo M é dada por
M=uu' +(cosa)(I-uu')+ (sinax)S



Inclinacéo (“shear”)

e E uma transformacao de deformacao onde um eixo é “entortado”
em relacao aos demais
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e Se o vetor unitario do eixo z é
levado em [Sh, Sh, 1 0]', entdo a T
matriz de transformagao é dada inclinago

por
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Escala

Especificada por trés fatores (S,, S, S,) que multiplicam os vetores
unitarios x, y, z.

Escala ndo é uma transformacao rigida,

Escala uniforme (5, =S, = S,) entretanto, € uma operagdo ortogonal
ou homotética, isto é, preserva os angulos.

Para obter reflexao em torno do plano z = 0, usam-se fatores de
escala (1, 1, -1).
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Composicao de transformacdes em 3D

* Em nossa notacao, usamos pré-multiplicacao:
¢« P’=T xP
* Para compor 2 transformagdes temos:
*SeP ' =T;xP eP’ " =T,xP’ ,entdo, P’  =T,x T;x P




Geometria Afim

* Composta dos elementos basicos
¢ escalares
¢ pontos - denotam posicao
¢ vetores - denotam deslocamento (direcao e
magnitude)
* Operacgoes
¢ escalar - vetor = vetor
¢ vetor + vetor ou vetor - vetor = vetor
¢ ponto - ponto = vetor
¢ ponto + vetor ou ponto - vetor = ponto



Combinacoes Afim

* Maneira especial de combinar pontos

o B+, +...+a,P,
n

onde Eal. =1
i=1

* Para 2 pontos P e Q poderiamos ter uma combinagao
atfimR=(1-a)P +aQ =P +a(Q - P)

P

\Pm(}) ~0)

0




Combinacoes Convexas

* CombinacgOes afim onde se garante que todos
os coeficientes o, sdo positivos (ou zero)

* Usa-se esse nome porque qualquer ponto que
é uma combinacao convexa de n outros
pontos pertence a envoltdria convexa desses
pontos P,




Geometria Euclidiana

* Extensdao da geometria afim pela adicao de
um operador chamado produto interno

* Produto interno é um operador que mapeia
um par de vetores em um escalar. Tem as
seguintes propriedades:

¢ Positividade : (u,u) =0 e (u,u) = 0 sse u=0
¢ Simetria: (u,v) = (v,u)
¢ Bilinearidade: (u,v+w)= (u,0)+ (u,w) e

(u,00)= o(u,v)



Geometria Euclidiana

* Normalmente usamos o produto escalar como

operador de produto indterno:

ﬁ°\7=zuivi

i=1]
 Comprimento de um vetor é definido como:

=¥

* Vetor unitario (normalizado):

D=

=i =



Geometria Euclidiana

e Distancia entre dois pontos Pe Q =|P - Q |

* O angulo entre dois vetores pode ser determinado
por o
dngulo(ii,v) = cos™ | =2 | = cos™ (G- D)
(\MHV\ ]
* Projecdo ortogonal: dados dois vetores u e v, deseja-
se decompor u na soma de dois vetores u, e u, tais

que u, € paralelo a v e u, é perpendicular a v
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Produto Vetorial (3D)

* Permite achar um vetor perpendicular a outros dois dados
e Util na construcdo de sistemas de coordenadas

UV, —uy, i j k
UXV=|uy, —uy, |=u, u, u,
uyv, —uy. | (v, v, v,

* Propriedades (assume-se u, v linearmente independentes):
¢ Antisimetria: u X v=—v X u
¢ Bilinearidade: u x (aw)=a. (u xv) e ux (v+w)=(uxv)+ (uxw)
¢ u x v é perpendicular tanto a u quanto a v

¢ O comprimento de u x v € igual a area do paralelogramo definido
por u ev,istoé, |uxv|=|u||v|sin 0



Orientacao

* Orientacao de 2 pontos em 1D
* Orientacao de 3 pontos em 2D

¢ O percurso P;, P,, P; é feito no sentido dos ponteiros
do relogio, no sentido contrario ou sdao colineares

Or (P, Py, Py) = -1 Or (P, Py, Py) = +1 Or (Pr, £, P5) =0

B <. s P,

S~ -



Orientacao

* Orientacdo de 4 pontos em 3D

¢ O percurso P,, P,, P;, P, define um parafuso
segundo a regra da mao direita, mao esquerda
ou sdo coplanares

Or (Py, Py, Py, Py) = +1 * O conceito pode ser
estendido a
qualquer numero de
dimensoes ...




Computando orientacao

* A orientacdo de n+1 pontos no R" é dado pelo sinal
do determinante da matriz cujas colunas sao as
coordenadas homogéneas dos pontos com o 1 vindo

primeiro

Or, (A, b, F;) =sign

X

Vi

Xy

)

V3

Or3 (})1 ’

P,P,

29413,

P,) =sign




