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Geometria Euclideana

* Geometria
¢ Sintética: Axiomas e Teoremas
* Por coordenadas: Algebra Linear

* Geometria Euclideana
* Espacgo Vetorial + Produto Interno
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Transformacoes

* Geometria Euclideana
* Movimentos rigidos + transf. de semelhanca.
* Conceitos: congruéncia e semelhanca.
* Geometria Afim
¢ Transf. Lineares + translacoes.
* Conceitos: razdes e proporgoes.



Transformacoes Lineares

* Definicao
¢ Tx+y)=1() +1(y)
¢ TWx)=AT(x)
¢ Conjunto de todos os operadores lineares

em R” forma um espaco vetorial de
dimensao n?.

¢ Existe um isomorfismo entre a algebra dos
operadores lineares em R", determinado por
uma base, sobre a dlgebra das matrizes
quadradas n x n.



Basta Aplicar T aos Vetores da Base
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TransformacoOes Lineares
Bidimensionais

* A origem € o unico ponto fixo.

* Logo, a translacdo ndo é uma transformacao linear.

* Sao representadas por matrizes 2 x 2.
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Rotacao
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Reflexao em

Relacao ao Eixo X
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Reflexdo em
Relacao ao Eixo Y
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Reflexdo em Relacio
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Cisalhamento em X
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Cisalhamentoem Y
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Transformacodes Rigidas

* Rotacoes, Reflexdes e Translacoes.
* Preservam angulos e comprimentos.
* Matrizes Ortonormais.
* Inversa é a matriz transposta (T = T7).
* Jsometrias do Espaco Euclideano.
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Isometrias do Plano
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Composicao de Transformacoes

* Quando for necessario transformar um objeto
em relacdao a um ponto P arbitrario:

¢ Translada-se P para origem.

* Aplicam-se uma ou mais transformacgoes
lineares elementares.

* Aplica-se a transformacao desejada.

* Aplicam-se as transformacoes elementares
inversas.

* Aplica-se a translagdo inversa.



Plano Projetivo Real

* O plano projetivo RP?¢é o conjunto das retas do R®
que passam pela origem.

* Um ponto do plano projetivo é definido como:
P={A(x,y,2); A #0,(x,y,z) #(0,0,0)}

* Denotado por P = [x,y,z] em coordenadas homogéneas
(uma classe de equivaléncia).

¢ Um ponto do RP? é uma reta do R’ e uma reta do RP? é
um plano do R°.

¢ Coordenadas homogéneas nao fazem distin¢ao entre

pontos ideais (dire¢des no plano afim) e pontos
projetivos (pontos do plano afim).


http://en.wikipedia.org/wiki/Projective_plane
http://en.wikipedia.org/wiki/Projective_plane

Ponto Projetivo

* Considerando o plano z =1 como o plano afim
Euclideano mergulhado em RP*

P:[x,y,z]eRPz,z;tO:Pz[x/z y/z 1]

* Representa a intersecao da reta A(x,y,z) com o plano
z=1lou(A=1/z2).
* Particdo do plano projetivo em dois conjuntos:

RP*={x y 1U[x y 0]



Pontos Ideais

* Os pontos no plano
z = (0 sao chamados
de pontos ideais, e
correspondem a
intersecao de retas
paralelas no plano
afim.
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Infinito e O Plano Projetivo
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http://www.math.gatech.edu/~berglund/projectiveplane.htm

Onde Vao Os Pontos a 90°?
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Transformacgobes Projetivas

* Seja T é um operador linear invertivel do R®

¢ T transforma retas em retas e deixa a origem
fixa.

* Define naturalmente um transformacao no
plano projetivo.

* A transformacao induzida T é chamada
transformacdo projetiva.




Matriz Projetiva

* A matriz 3 x 3 de uma transformacao projetiva
representa uma transformacao afim bidimensional.

(a ¢ m
M=|b d n

\F 4 5




Matriz de Translacao
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Transformacoes Lineares
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Transformacao Perspectiva
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Efeito em Um Ponto Ideal
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Pontos de Fuga

* Um ponto ideal pode ser levado em um
ponto P,do plano afim.

* Familia de retas paralelas que se intersectam
no ponto ideal sao transformadas numa
familia de retas incidentes em P,

¢ P, é chamado de ponto de fuga.

* Ponto de fuga principal corresponde a uma
direcdo paralela aos eixos coordenados.

* Imagem de [x,0,0] ou [0,y,0].



Ponto de Fuga




Transformacao Perspectiva 2D
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Parabola- cutting plane
parallel to side of cone.

Circle and Ellipse Hyperbolas



http://en.wikipedia.org/wiki/Conic_section

Circulo - Hipérbola

* Uma transformacao projetiva mapeia uma conica
em uma outra conica qualquer.

* A transformacao abaixo, leva o circulo x* + > - w?
na hipérbole w> -4 x, y,

X =X1—V

Y =W

W:X1-|—y1



Espaco Projetivo

* O modelo analitico do espacgo projetivo pode ser
introduzido de forma analoga ao RP-.

* O espaco projetivo RP’ é o conjunto das retas do R*
que passam pela origem.

* Um ponto do espaco projetivo é definido como:

P={A(x,y,z,w); AL #0,(x,y,z,w)#(0,0,0,0)}

¢ Denotado por P = [x,y,z,w] em coordenadas
homogéneas.



Ponto Projetivo

* Considerando o hiperplano z =1 como o espaco afim
Euclideano mergulhado em RP:

P:[x,y,z,w]eRP3,w¢O:>P=[x/w yviw z/w 1]

* Representa a intersecdo da reta A(x,y,z,w) com o
hiperplano:
w=1ou XA =1/w).
* Particdo do espaco projetivo em dois conjuntos:

RPP={lx y z 1|Ulx y z o



Matriz Projetiva

* Uma transformacao projetiva T do RP® é uma
transformacao linear do R*.

* A matriz 4 x 4 de uma transformacao projetiva
representa uma transformacao afim tridimensional.
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Transformacao Perspectiva

* Ponto P do espaco afim é levado no
hiperplanow =rz + 1

* Se z=-1/r, entdo P é levado em um ponto

ideal.

* Pontos do espaco afim com z = 0 ndo sao

afetados.
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Ponto de Fuga Principal

* A imagem do ponto ideal, correspondendo a
direcao z, tem coordenadas [0,0,1/r, 1]
* Este é o ponto de fuga principal da direcao z.

* Semi-espaco infinito 0 < z < o é transformado
no semi-espaco finito 0 <z<1/r.
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Mais de Um Ponto de Fuga

* A transformacao perspectiva com 3 pontos
de fuga, possui 3 centros de projecao:

*[-1/p, 0,0, 1
*10,-1/4,0,1]
*10,0,-1/r, 1]
* O mesmo resultado é obtido com a aplicacdo

em cascata de 3 transformacOes perspectivas,
com um unico ponto de fuga em cada eixo.




Basta Implementar Transformacoes
Com um Unico Ponto de Fuga

* TransformacOes perspectivas com dois
pontos de fuga equivalem a combinacao de:

* rotacao ao redor de um eixo perpendicular ao
eixo que contém o centro de projecao.

¢ transformacao perspectiva com um tinico
ponto de fuga.

* Com duas rotacoes, obtém-se transtormacoes
com trés pontos de fuga.





http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Frankfurt_Airport_tunnel.JPG
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http://commons.wikimedia.org/wiki/Image:Perspective_Projection_Principle.jpg

