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Historico

* Modelagem por arames (wireframes).

* Representa os objetos por arestas e pontos sobre
a sua superficie.

* Gera modelos ambiguos.

* Modelagem por superticies (década de 60).

* Fornece a descricao matematica das supertficies
que delimitam o objeto.

* Poucos testes de integridade do modelo.



Historico

* Modelagem de So6lidos (década de 70).

* Implicita ou explicitamente contém
informacoes do fechamento e conectividade
dos objetos.

* Garante a realizacdo fisica.
* Sistemas CAD-CAM utilizados pela industria.



Estado da Arte

* Modelagem de dimensdao mista ou non-
manifold (década de 80).

* Permite representar objetos com estruturas
internas ou com elementos pendentes de
dimensao inferior.

* Solido delimitado por superficies nao
necessariamente planas localmente.

* Ex.: ACIS (Spatial Technology) - AutoCad.



Paradigmas de Abstracao

* A necessidade de paradigmas (Ari Requicha).

Universo *™ Universo |[— Universode —  Universo de
Fisico M™— Matematico l-«—| Representacao ., | Codificacao

* Paradigma dos universos.
* Fisico F.
* Matematico M.
* Representacao R.
* Implementacao I.



Problemas da Area

* Estudar fendmenos em F.

* Definir os modelos.

* Estudar as relacoes entre R e M.
* Detinir representacdes de modelos em M.
* Estudar conversoes entre representacoes.
* Detinir métodos de implementacao.

* Comparar estratégias em I.



Esquemas de Representacao

* Objetos do universo fisico: “s6lidos”
* O que é um solido?
* Objetos do universo matemaético vém da:

* Geometria diferencial
* Topologia diferencial

Estruturas

Formas |—m! Modelos }|—=|Representacoes |—m
de Dados




Geometria pode Ser Complicada

Garrafa de Klein
(ndo orientavel)




Toro x Garrafa de Klein




Superficies Nao Orientavels

* Faixa de Mobius s6 tem um lado e uma borda.

* Superficie Romana é obtida costurando-se uma faixa de
Mobius a borda de um disco (representacdao de RP?> no R?).
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Superficie Romana Faixa de Mobius


http://en.wikipedia.org/wiki/M%C3%B6bius_strip
http://en.wikipedia.org/wiki/M%C3%B6bius_strip
http://en.wikipedia.org/wiki/M%C3%B6bius_strip
http://mathworld.wolfram.com/RomanSurface.html

Descricao de Solidos

* Assuma-se que um soOlido é um conjunto
tridimensional de pontos.

* Conjuntos de pontos podem ser descritos
* Por suas fronteiras
* Por campos escalares

* Definidos por equagdes
* Amostrados



Representacao de Solidos

* As duas formas, de descrever conjuntos de
pontos, ddo origem a trés tipos de
representacao:

* Por bordo (B-rep - Boundary Representation)

* Implicita (CSG - Constructive Solid
Geometry)

* Por enumeracdo do espaco em células (BSP-
trees, Octrees, etc.)



Representacao por Bordo

* Solido definido indiretamente através da
superficie que o delimita.

* compacta (fechada e limitada)
* sem bordo

* Supertficies sao descritas parametricamente por
um mapeamento chamado de parametrizacao:

o:UcCcR >R



Parametrizacao

* Estabelece um sistema de coordenadas sobre a
superficie herdado de um sistema de
coordenadas no plano.

o) =0, (u.v),0,(,v),0. V) =(x,y.2)"

* Em geral, ndo é possivel cobrir (descrever) toda
a superficie com uma tinica parametrizacao.

* Usam-se varias parametrizacoes que formam um
Atlas.



Parametrizacao de uma Superficie

sistema de coordenadas




Parametrizacoes Validas

* So6lido deve estar bem
definido.

* Superficie sem auto-
intersecao.

* Vetor normal ndao se anula
sobre a superficie.

* Normal é usada para
determinar o interior e o

exterior do sélido. N — (8@ aqoj




Exemplo

* Parametrizacao da esfera de raio 1, centrada na origem.

[ cos(0)sin(¢) |
/(0,9) =| sin(0)sin(¢)
| cos(p) |
[ —sin(@)sin(@) | [cos(0)cos(¢)
N = @x @ =| cos(8)sin(¢) |x| sin(0)cos(q)
00 0¢ :
0 | —sin(¢)

* Se @ =1 ou P =0anormal ndo esta definida nos po6los
por esta parametrizagao.



Dominio do Exemplo Anterior

* Toda parametrizacdo
da esfera deixa pelo
menos um ponto de
fora.

* E impossivel mapear

continuamente a
esfera no plano sem
retirar pelo menos um
ponto.

U=1{0,0)eR*;0<¢ <m;0<0 <2r|



Parametrizacao do Circulo

* Forma implicita ty
cy=tx+t
° XZ + y2 —_ 1

y=tx+t

\
(x(t), y(t)
t t=0

* Resolvendo esse sistema
chega-se a uma

parametrizagao
alternativa do circulo.

2
L (1) = 2Z;re(—”,”j
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1+¢%° 1+1
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Representacao Linear por Partes

* Superficie parametrizada
com geometria complexa
pode ser aproximada por
uma superficie linear por
partes.

* Pode-se particionar o
dominio da parametrizacao
por um conjunto de
poligonos.

* Cada vértice no dominio
poligonal é levado para a
superficie pela parametrizacao.

* Em seguida é ligado aos
vértices adjacentes mantendo as
conectividades do dominio.




Propriedades

* Gera uma malha poligonal, definida por
um conjunto de vértices, arestas e faces.

* Cada aresta é compartilhada por no maximo
duas faces.

* A intersecao de duas faces é uma aresta, um
vértice ou vazia.

* Adjacéncia de vértices, arestas e faces é
chamada de topologia da superficie.



Decomposicao Poligonal




Operacoes sobre Malhas
Poligonais

* Achar todas as arestas
que incidem em um

vértice.

* Achar as faces que
incidem numa aresta ou
vértice.

* Achar as arestas na
fronteira de uma face.

* Desenhar a malha.



Codificagao

* Explicita.

* Ponteiros para lista de vértices.
* Ponteiros para lista de arestas.
* Winged-Edge (Half-Edge, Face-Edge).
* Quad-Edge (Guibas-Stolfi).
* Radial-Edge.



Codificacao Explicita

* A mais simples.

* Cada face armazena explicitamente a lista
ordenada das coordenadas dos seus vértices:

P:{(xlaylazl)a(xzﬂy2922)"“’(xn’yn’zn)}

* Muita redundéancia de informacao.

* Consultas sdao complicadas.

* Obriga a execucgdo de algoritmos geométricos para
determinar adjacéncias.



Desenho da Malha

* Cada aresta é
desenhada duas
vezes, pelos duas
faces que a
compartilham.

* Nao é bom para
plotadoras ou filmes.




Ponteiros para Lista de Veértices

* Vértices sao armazenados separadamente.
* Ha uma lista de vértices.

* Faces referenciam seus vértices através de
ponteiros.

* Proporciona maior economia de memoria.
* Achar adjacéncias ainda é complicado.
* Arestas ainda sdao desenhadas duas vezes.



Exemplo

V2

V1

V4

¢ V= {Vi = I:'T’l::L"l:-El:I: V= E:‘:E: ?:"2:3'2:'.- Va= I:'T’fh L"'-#F"?#:I:]f:l = I:'T’-'L-'-y"h"?"i::l}:
« = '[1’;1: 1’;:.3.'-1’:-1:}:
o Po={Vy, V2, Va}.



Ponteiros para Lista de Arestas

* Ha também uma lista de arestas.

* Faces referenciam as suas arestas através
de ponteiros.

* Arestas sdao desenhadas percorrendo-se a
lista de arestas.

* Introduzem-se referéncias para as duas
faces que compartilham uma aresta.

* Facilita a determinacao das duas faces
incidentes na aresta.



Exemplo

V={V] =z, 1. 21). Vo = (@2, Y2, 22), Va = (23, Y. 23), Vi = (204, 24) )
= {V4, Va. P1, Al:
Ey = {V3, Vs, Pa, A}
= {Va, Vi P, Al
= {Va, Vi, P, Pa }: v
By = {Vy, V1, P, AR
= {E1. By, Es )
= {Ey, B, Ey ).




Winged-Edge

Eccw

F2

Ecw

F1

Ecw

Eccw



Winged-Edge

Criada em 1974 por Baumgart.
Foi um marco na representacdo por fronteira.

Armazena informacao na estrutura associada as
arestas (nimero de campos € fixo).

Todos os 9 tipos de adjacéncia entre vértices,
arestas e faces sao determinados em tempo
constante.

Atualizada com o uso de operadores de Euler,
que garantem: V-A + F = 2.



9 tipos de Relacionamentos de
Adjacéncia

v<\V/> v<F> v<A>

f<\/> f<A> f< F_;-
a{A} a{V}? a{F} *




Face-Edge
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Radial-Edge

Criada em 1986 por Weiler.
Representa objetos non-manifold (ndo variedades).

Armazena a lista ordenada de faces incidentes em
uma aresta.




Radial-Edge
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Representagao Implicita

* So6lido é definido por um conjunto de valores que
caracterizam seus pontos.

* Descreve a supertficie dos objetos, implicitamente,
por uma equacgao:

F(x)=c; X e R",ceR.
F :R" — R declasse C*

* F é chamada de funcao implicita.



Funcoes Implicitas

* Uma superficie definida de forma
implicita pode apresentar auto-intersecao.

* Pergunta: F(x,y,z) define implicitamente
z = f(x,y) em algum dominio razoavel?

% o

y A




Teorema da Funcao Implicita

* Seja F : R* - R definida num conjunto
aberto U.

* Se F possui derivadas parciais continuas
em Ue VF#0em U, entao F é uma
subvariedade de dimensao n - 1 do R".

* Supertficie sem auto-intersecao.



Valores Regulares

* Um valor c é dito regular se F(c) ndo contém
pontos onde VF = 0 (pontos singulares).

VpeF'(c)= VF, =(6F 2 5Fj |, # 0.

Ox Oy Oz

* Neste curso interessam apenas 0s casos em que
n =2 ou 3 (curvas e superficies implicitas).



Exemplo 1

* Seja F(x,y) =x*+ y?que
define um parabolo6ide no
R3.

* Curvas de nivel sao
circulos.

V VF = (2x, 2y) se anula na
origem.

* Ondo é valor regular de F.
Logo F(x,y) =0 ndo
define uma funcao
implicita.

Fix.wl
L ¥l

=

=7

ﬁ?::;l

=Y



Exemplo 2

* Cascas estéricas: F(x,y,z) = x>+ y? + z%
* Para todo k > 0, F! (k) representa a
superficie de uma esfera no ‘R°.

* 0 ndo é valor regular de F.

* F1(0) = (0,0,0) e VF=(2x, 2y, 2z) se anula na
origem.



Exemplo 3

* F(x,y) = y* - x*-x3, VF = (2y, -3x* - 2x).
* Na forma paramétrica:

o x(t) = B-1evy(t) =t (- 1),
* Curva de nivel 0 é um laco, com uma

singularidade na origem:
z=F(x,y) =y*-x*-x*=0



Grafico do Exemplo 3




Observacao

* Olhando F(x,y) como
superficie de nivel 0 da funcao - v
H: R — R,

H(x,y,z) = -z + y*- x*- x3,
VH = (-3 x2- 2x, 2y, -1); i
VH(0,0,0) = (0,0,-1). o _

* Todos os pontos sao regulares. e A

‘
i S0
=
!

o R

s
| g

* Grafico de F no R3 é realmente
o gratico de uma funcgao!



Objeto Implicito

* Um subconjunto O < R" é chamado
de objeto implicito se existe F :
U— R, Oc U, eexiste um
subconjunto Vc R / O
=F{(VouO={pelU,Fp) eV}

* Um objeto implicito é dito regular
se F satisfaz a condicao de
regularidade.

* Um objeto implicito é valido se
define uma superficie no R".




Interior x Exterior

* A funcdo F faz a classificacdo dos pontos
do espaco.
* Permite decidir se o ponto esta no interior,
na fronteira ou no exterior.
* F>0= p € exterior de O.
* F=0= p € fronteira de O.
* F <0 = p € interior de O.



Esquema de Representacao CSG

* Operacgdes CSG definem objetos através
de operacOes regularizadas de conjuntos
de pontos.

* Unido, Intersecao e Diferenca.

* Um objeto é regular se o fecho do interior
do seu conjunto de pontos € igual ao
proprio conjunto de pontos.

(O




Operacoes Booleanas

@9

Unido Intersecao Diferenca



Arvore CSG

* Um modelo CSG é
codificado por uma
arvore.

* Os nods internos contém
operagoes de conjunto
ou transformacoes / A\

VAN
lineares afim. ° v \t)
* Folhas contém objetos / v\

primitivos (tipicamente, Q '
quadricas).




CSG com Objetos Implicitos

e Primitivas CSG sado definidas por F,(X) < 0.

* OperagOes booleanas sao definidas nesse
caso por:

« F, UF, =min (F, F,).
« F,NF, =max (F, F,).
« F,./ F,=F NF,=max (F, -F,).



Pros e Contras de Representagoes

Representacdes por fronteira e por campos
escalares apresentam vantagens e desvantagens.

Numa B-rep as intersecOes estdo representadas

explicitamente e é mais facil exibir um ponto sobre
a supertficie do objeto.

Porém é dificil determinar, dado um ponto, se ele
estd no interior, fronteira ou exterior do objeto.

OperacOes booleanas sao complicadas.



Representacoes por Campos
Escalares

* Em tais representacOes a classificacao de
um ponto é imediata, bastando avaliar o
sinal do valor do campo no ponto.

* Exibir um ponto sobre a superficie do
objeto requer a solucdo de uma equacao,
que pode ser complicada.

* OperacgOes booleanas sao avaliadas
facilmente.



Representacoes por Celulas

* Dividem o espaco em sub-regides convexas.
* Grades: Cubos de tamanho igual
* Octrees: Cubos cujos lados sdao poténcias de 2
* BSP-trees: Poliedros convexos
* As células sao atribuidas valores de um campo
escalar F(x, y, z).
* Campo é assumido constante dentro de cada célula.
* Solido é definido como o conjunto de pontos tais
que A < F(x, y, z) < B para valores A e B
estipulados.



Octrees

root cell

o1 2 3 4458 B 7F

o 1 2 3 4
)31 (1 [T 111
Y301 (1 (1110
Klzo)l1 111 ]1]a0

T 7|74




BSP-Trees

Orignal B-rep Spatial Partitioning _
Binary Tree




Ambiguidade e Unicidade

* Uma representagao € tinica
quando o modelo associado

Lniversos

possul uma unica

representacao. y ")“
p ~ Pl / R
* Uma representacao é ambigua .
. nag unicidade
quando pode representar mais
de um modelo. . q;:- i
* Representacdao ambigua é
catastrofica (wireframe). ambiguidade

* Inviabiliza maquinas de controle
Nnumerico.



Conversao entre Representacoes

* Conversao CSG — B-rep é denominada
avaliacao do bordo.

* Conversao B-rep — C5G é muito mais
complicada.

* Conversao B-rep — Células é simples.

* Conversao Células — B-rep é
relativamente simples (marching cubes).

* Conversao CSG — Células é simples.
* Conversao Células — CSG é complicado.



