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Nesta dissertagiic resolvemos o problema que qualguer algoritmo de
pentos intericres enfrenta em ume metodologia de plancs cortantes pava resolver
problemas de programaclo linear inteira. Se as relaxagBes do problema inteiro
gdo resclvidas por um algoritmo de pontos interiores, entdo cada vez que um
novo corte é encontrado a iteragdo presente se faz inviavel e uma inicializagio
eficiente do algoritme de pontos interiores resulta muite complicado, Neste
trabalho descrevemos um algoritmo de pontos intericres gue segue a trajetdria
central com baixa complexidade para reinicializar o problema. O método comega
desde a solugdo invidvel de baixo custo gerada na iteragio prévia do método de
planos cortantes e tem como salda uwma solugBo viavel com propriedades
especiais {quase central) que faz este um bom ponto inicial para a seguinte

iteraglo. O algoritmo & aplicade na resaluglo do problema de Matching Perfeita.
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In this dissertation we solve a problem that must be faced by an interior
point algorithm when uged in & cutting plane method for solving integer linear
programming methods. If relaxation of the integer programming problema are
solved by an interior point algorithm, then each time a new cuf is found, the
present iterate becomes infeasible, and an efficient initialization of the interior
point algorithm is very difficult. We here describes a low complexity path
following interior point algorithm for the intialization problem. The method
start from a low—cost infeasible solution generated in the previous iteration of
the cutting plane method and generates a feasible solution with special
properties (near centrality) that maeke it a good initial point for the next
iteration. The resulting algorithm ie then applied to the solution of the Perfect

Matching Problem.
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CAPITULO 1
INTRODUGAO E REVISAO BIBLIOGRAFICA

11- PROGRAMAGAO LINEAR E A REVOLUCIONARIA
METODOLOGIA — PONTOS — INTERIORES

Nesta dissertaciio consideramos o problema de programag8o linear no

formato dual:

Minimigzar ch
(P)

Sujeito a: Ax < b
onde: c e Rn; A Rom, b cRm

Mesmo que o problema (P) pode ser visto como um problema de
programagcio nio linear (PNL); durante as tltimas décadas sua resolugdo foi por
um caminho muito diferente ao conhecido em PNL. Muito dos trabalhos na
bibliografia consideram o problema de programagic linear no formato primal,
‘isto &, o conjunto de solugtes vidveis esta definido por um sisbema de equagtes e
restrigio de nfo negatividade sobre as varidveis. A relagio entre ambos formatos

pode ser vista em GONZAGA [19].

E bem sabido que as solugdes stimas de (P) estBo nos vértices do poliedro

descrito pelo sistema de desigualdades; Ax < b.

Tradicionalmente o problema (P) se resolve usando o conhecide método



Simplex de DANTZIG [8]. Neste, a busca de uma soluglio Otima se concreta em
uma visite acs vértices do poliedro de forma ordenada. No pior caso, o Simplex é
exponencial na dimens8o do problema, mas na pratica este tende a requerer um
niimerc linear de iteragBes na dimensfo do problema; mais ainda, existem
muitas implementagBes eficientes do método. Outra forma de resolver (P)
aproximiadamente é com métodos que atravessam o interior do poliedro,
(suponha que este tem interior n&o vazio), isto é conhecido como pontos

interiores.

Desde 1947 pesquisadores como Von Neumann, Hoffman, etc,,
apresentarfo métodos que gerardio pontos no interior do poliedro para evitar as
complexidades combinatérias dos métodos que vio de vértice em vértice; mas

isso néo foi melhor na prética que o Simplex.

O método Simplex reinou como Gnico merecedor de atengBo para resolver
(P) até 1978, quando veio & luz o Algoritmo de Elipséides de KHACHIYAN
[38]. Este método de pontos interiores resolvia um problema tedrico importante:
mostrava que o problema (P) podia ser resolvido com um niimero de operaghies
aritméticas limitado por uwm polindmio no "tamanho do problema', mas
rapidamente 5 verificon que embora tivesse propriedades tebricas muito

bonitas, o método de Elipsdides era irremediavelmente lento em problemas reais.

Devemos declarar que o tamanho do problema ¢é dado por
L=BT+n+1, onde BT é o nimero total de bits utilizados pela entrada de
dados do problema e n é a dimens8o do espago. Por varios anos, convivemos com
a existéncia de duas técmicas: o método Simplex tinha umea complexidade
exponencial (péssima) e um desempenho excelente em problemas do mundo real;

e 0 método de Elipsdides.



Durante este tempo a pergunta mais importante foi: é possivel construir
um algoritmo tipo ponto interior que resolva a (P) em tempo polinomial e que
na prétice seja também melhor que o Simplex 7 Em 1984 N. KARMARKAR
[37] publicou seu algoritmo, baixando muito a complexidade tedrica em relagfo
ao métode de Elipsbides. Ele cbteve um limite para o nlmerc de iteragbes de
O(nL), e um limite para o nfmero de operacBes de O(N3'5L). Ao mesmo tempo
anuncioun resultados computacionais superiores aocs obtidos com o método
Yimplex. A maior dificuldade estéd na projegﬁd de um vetor em cada iteragio.
Este ¢ um classico problema da anélise numérica. Os avangos mais importantes
abertos ao pessoal deve—se a um grupo de pesquisadores brasileiros: M. Resende,

(. Veiga ¢ M. Carvalho liderados por I. ADLER [1] da Universidade de
Berkeley.

O algoritmo original de Karmarkar utilizava um formato especial para o

problema, hipbteses muito restritivas e era muito dificil,

Em 1985 vériag pessoas introduziram melhoramentos aoc método e
desenvolveram variantes para o problema em formato padrio, incluindo os
seguintes pesquisadores (ver bibliografia): Anstreicher, Gay, de Ghellinck e Vial,
Gonzaga, Todd e Burrell, Ye. Ao mesmo tempo uma simplificagiio radical do
algoritmo gerou o método afim—escala, que se acredita nio polinomial. Esse
algoritmo jé& existia havia vinte anos, publicade por Dikin na Unio Soviética e
era desconhecido, fol redescoberto simultaneamente por Vial, Barnes, por
Vanderbei, Meketon e Freedman, Cavalier e Soyster, mas antes desses, }& era

certamente conhecido e utilizado por Karmarkar, que néo o publicoun.

O método de Karmarkar dependia da utilizagio de uma transformaclo



nado linear conhecida como: "TransformagBo Projetiva', que se mostron
equivalente & ufilizagio do cone gerado pelo conjunte vidvel (ver GONZAGA
[26]), também, GONZAGA [28] mostrou que essa transformaglo n8o é necesséria

para obter o comportamento polinomial.

Em geral, as metodologias de pontos interiores podem ser classificados em

quatro grandes macro—categorias:

I.1.1 Métodos Projetivos

1.1.2 Métodos Afim—Escala

1.1.3 Métodos de Trajetéria Central
I.1.4 Métodos de Redugo Potencial

I.1.1 — Métodos Projetivos

Os algoritmos projetivos podem ser resumidos como segue: em cada
iteragcio tem—se um ponto viavel sobre o qual se faz uma mudanga de escala do
problema, depois é chamado um algoritmo interno gue comstrol uma fungho
homogénea de grau zero e otimiza esta sobre o cone gerado pelo conjunto de
solugBes viavels. YE-KOJIMA [56] propSs um algoritmo projetivo primal
usando variaveis duais. TODD-YE [52] propés um projetivo primal—-dual

usendo uma classe de fung@es potenciais para primal e para dual.
1.1.2 — Métodos Afim—FEecala
Nesta categoria nfo se conhecem algoritmos polinomiais que resolvam o

problema, MEGIDDO-SHUB [42] mostrou que estes métodos podem requerer

um nimero exponencial de iteragBes se partirmos de um ponto muito perto da



fronteira do conjunto de solugBes vidveis. VANDERBEI [55] também mostrou
que estes métodos podem ter dificuldades para reconhecer solugles duals e para
provar otimalidade. No caso de degeneragiio. Curioso é que estes métodos
funcionam muito bem na pratica. MONTEIRO [45] apresentou um método afim
primal—dual polinemial; também, GONZAGA-TODD [25] obtém um algoritmo

polinomial "'passos longos" afim primal-dual.

O nome afim deve—se a que os pontos interiores gerados estdo no conjunto
de solugles vidveis, em contraste com os métodos projetivos que gerardo pontos
em uma regifio maior, Todos os algoritmos usam mudangas de escala (isto
equivale a usar regides de confianga Elipsoidais) e depois se faz uma busca na
diregio de maximo declive sobre o conjunte de solugBes vidvels. Em geral os
métodos afim—escala tem um problema muito grave: ndo poder evitar a
proximidade a fronteira da regifio em questdo; existern exemplos onde os
elipsbides ficam muito compridos e impossivel poder evitar a proximidade &

pontos da fronteira da regido.

A pergunta natural agora é: porque isto ndc € bom 7 A resposta é porque
ge quer simulbaneamente andar o mais longe possivel ¢ reduzir o custo o mais
répido possivel; s6 longe da fronteira é que se consegue ambas as coisas, E
evidente que com o tempo temos que aproximar-ncs da fronteira, o mais
perigoso é a reduglo de muitas varidvels que ao final serfo diferentes de zero

(variéveis basicas na solugBo btima).
1.1.3 — Métodos de Trajetéria Central

Resultados essencialmente novos foram obtidos a partir de 1986, com o

estudo de métodos de trajetéria central. Um ponto é central se meximiza o



produto das varidvels em um cojunto de pontos vidveis com o custo constante.
Para cada velor do custo, obtém—se um ponto central; e esses pontos compem
uma curva conhecida como trajetdria central. A trajetdria foi inicialmente

estudada por BAYER-LAGARIAS [5], e por MEGIDDO [43].

RENEGAR [48] desenvolveu um algoritmo do tipo método de centros que

segue a trajetéria central, obtendo pela primeira vez um limite de complexidade

de 0(\/_; L) iteragdes, mas com complexidade em ntmero de operagtes
aritméticas igual & de Karmarkar. Em 1987, VAIDYA [53], seguindo a
metodologia de Renegar, reduziu este limite para O(n?L). Por um caminho
independente GONZAGA [27] obteve o mesmo limite simultaneamente,
utilizando um algoritmo de tipo penalidades. Novos algoritmos foram gerados a
partir destes, incluindo os de KOQJIMA, MIZUNO e YOSHISE [39], de
MONTEIRO-ADLER [45). Fizeram—se extensdes para programagéo quadrética
convexa, obtendo—se o8 mesmos Limites de complexidade. Entre os anos 1989 e
1990 a atividade neste campo foi;muitb grande, surgem novos algoritmos que
procuram acompanhar a trajetéria central por "passos longos' ac invés dos

"nageos curtos’ que sBo essenciais para as demonstragdes de complexidade da

ordem de f; L.

Quase todoe os algoritmos existentes nesta categoria seguem de perto a
trajetéria central. Nesses algoritmos, cada iferagho gera um ponto muito
proximo & trajetéria central, e cada ponto estd préximo do ponto seguinte. Dessa
forma, todos os passos do algoritmo estarfo limitados a disténcia da crdem de
0,1 (passos curtos). Resulta que estes algoritmos séo ineficientes na pratica. Para
aliviar tal dificuldade, surgem nesta categoria os algoritmos que seguem a

trajetéria com passos aumentados (passos longos); permite—se que a seqiiéncia



de pontos afaste—se da trajetdria, voltando a ela de maneira controlada. Os
algoritmos de passos longos tem & mesma estrutura dos algbﬁtmos de passos
curtos, varia—se o valor do pardmetro gue parametrize & trajetéria central e
usa—se o método de Newton para reduzir o valor da fungBo auxiliar associada ao
problema. A diferenga estd em que as variagBes do pardmetro sBo muito maiores

e permitem—se vérias iteracSes Newton entre cada duas atualizagBes do

parémetro.
1.1.4 — Método de Redugio Potencial

Muitos dos algoritmos desta cabegoria podem ser vistos como algoritmos
de trajetéria central passos longos. Entre eles estd: o méfodo de redugho
potencial primal-dual de YE [57] ¢ FREUD [13]. Estes algoritmos estdo

baseados em reduglies da fungho potencial primal—dual dada por:

n
Tz—_E Ln x; 3

f(x,2) =q Llnx
1=1

onde q & um real positivo. As varidveis duais sio recalculadas se o ponto da
iteraglio primal esté perto da trajetdria central. Os métodos de redugio potencial

primal trabalham com a fungdo potencial primal, definida por:

T n
fu(x)=qln(c x-v)— % Inx;
=1

onde v é um limitante inferior do custo otimal do problems em formato primal

dado por:



Minimizar ch
gujeito a Ax=Db

x>0

O primeiro método de reduglo potencial primal é o algoritmo de
Karmarkar; com uma atualizagio TODD-BURELL [51] do limitante inferior
obtém—se um algoritmo que n8o segue a trajetéria central. GONZAGA [21]
propbs um slgoritmo de trajetoria central passos longos baseade na fungdo
potencial primal. Em cada iteragio se incrementa o valor de v e e toma um
passo para reduzir a funglo potencial. Devemos declarar que o procedimento de
atualizaclio de limitantes Todd—Burell estd baseado em argumentos primal—dual
e 86 ¢ aplicado em algoritmos projetives. GONZAGA [22] provou que a mesma

complexidade dos algoritmos tipo Karmarkar pode ser alcangada usando

q> nﬂ+v:ﬁ, q = 0(n) na fung8o potencial primal. No algoritmo de GONZAGA
[22] se atualiza o limitante inferior quando o ponto estd perto da trajetéria
central; neste caso, existe uma varidvel de folga dual com a qual é possivel fazer

& atualizagiio do limitante inferior.

A diferenca entre os métodos de redugio potencial primal—dual e primal
nfo é t8o0 clara, posto que em ambos os casos a atualizagdo do limitante inferior
estd baseada diretamente em um arguinento primal—dual, tanto os
procedimentos de atualizagio de VTodd—Bure]l como o de Gonzaga. Of
algoritmos de Ye uslio varidveis duais explicitamente, mas elas sio simples
ferramentas para gerar limitantes inferiores e para o desenvolvimento das provas
de complexidade. Em [22], Gonzaga chama de métodos primais a todos aqueles
que nfo guardam em meméria varidveis duais entre uma iteragio ¢ outra. Em
contraste com isto, ele chama de métodos primal—dual & aqueles qué trabalham

tanto no espago primal como no espago dual, isto tem um passo primal e um



passo dual; por exemplo, o algoritmo de KOJIMA-MIZUNO-YOSHISE [59],
GONZAGA-TODD [25].

1.2~ PONTOS INTERIORES E PROBLEMAS COMBINATORIOS

1.2.1 — Introdugio

Sem divida que uma das aplicagBes mais importantes da programagho
linear (e portanto de pontos interiores) apresenta—se mnoe problemas
combinatérios. Existem problemas, tais como o Problema de Matching Perfeito
(PMP) (o qual estudaremos no Capitulo IV), que podem ser completamente
descritos através de um sistema finito (mais muito grande) de desigﬁaldades
lineares. Fazendo uso de técnicas sofisticadas de poliedros combinatérios é

possivel identificar e gerar "planos cortantes".

Os métodos de planos cortantes (ver 1.2.3) sdo muito usados para resolver
problemas de programagio inteira. Na estrutura basica da metodologia tem—se
que resolver uma seqiiéncia de problemas de programagéo linear correspondentes
as relaxacbes do problema original. Classicamente estes PL s&o resolvidos

usando o conhecido Simplex.

O problema central nesta dissertagio é sobre o uso dos métodos pontos
interiores em a metodologia de planos cortantes para resolver o PMP.
MITCHELL-TODD [44] recolvem o PMP fazendo uso de uma variante do
algoritmo de Karmarkar na determinacgio de solugies dos problemas relaxados,
mas eles a,presil}ta,m sérias dificuldades: cada vez que um novo corte é
encontrado; © ﬁonto da iteragBo presente se faz invidvel e uma inicializagio

eficiente do algoritmo ponto interior é dificultuso, No Capitulo III nés aliviamos
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tal dificuldade, esta é a maior contribuiglo na dissertagio.

Qutra aplicagio de pontos interiores a problemas combinatérios, e com
uma viséo totalmente diferentes a nossa, é dada por KARMARKAR, RESENDE
& RAMAKRISHMAN [36], eles apresentam um método de regido de confianga

aplicado & uma funglio potencial asgociada ao problema de viabilidade 0—1.
1.2.2 — Algunsg Elementos da Analise Convexa

Seguidamente daremos wm conjunto de conceitos bésicos da andlise

convexa. Nossas referéncias s8o: ROCKAFELLAR [49] e SCHRIJVER [50].

1.2.2.1 — Um sub—conjunto M C R se diz afim se (1 — ) x + Ay € M, para cada
L,yEM e A€R. Um conjunto M se diz paralelo & um conjunto afim L se
M =L 4+ « para algum « € Rn.

A dimensio de um comjunto afim é definida como a dimensio do fnico
sub—espago paralelo a este. Os conjuntos afim de dimensdo 0, 1 e 2 sdo
chamados pontos, linhas e planos. Os conjuntos afim de dimensdo (n—1) séo

chamados hiperplanocs.

1.2.2.2 — A envoltura afim de um conjunto S em R» & & intersecio de todos os
conjuntos afim que contém a S; isto é denotado com AFF(3). Um conjunto de
(n + 1) pontos, vo, v1, .., ¥n 5¢ diz afim independentes se AFF{vs, vi, ..., Vn}

tem dimensdo n.

Note que gualquer hiperplano contém n pontos afim independentes e n

pontos afim independentes definem wm hiperplano (tnico).
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1.2.2.3 — Um subconjunto ' de Ro se diz convexo se os pontos Ax + (1-4) y € &
sempre que X, ¥ € C ¢ 0 < A < 1. Para qualquer a € R» (n8o—nuls) ¢ qualquer

f € R, o conjunto:
T .
{y:a vy <5}
é chamado semi—espago fechado. Note que este conjunto é convexo.

A Interseg@o de um nGmero finito de semi—espagos fechados se denomina

poliedro. Um poliedro limitado se denomina politopo.

O vetor suma A1Vi+ ..+ An¥n & chamado combinagio convexa dos

n

pontos {y1, ..., ¥n} 8¢ todos os coeficientes Aj sflo nlo—negativose & Aj=1,
i=1

Um ponto y se diz extremo do conjunto convexo €, se y€ C e y néo &

combinagdo convexa de pontos em C.

1.2.24 — Dado um conjunto de pontos 5 em R®, a envoltura convexa de S estd

definida como a intersegio de todos o8 conjuntos convexos ¢ue contém a S. Isto

serd denotada com CONV(S).

A envoltura convexa de S CR» é o conjunto convexo mais pequeno gue
contém a 3. Note que este é Ginico. A envoltura convexa de um subconjunto

finito {¥3, ..., ¥a} € 0 conjunto de todos os pontos da forma: A1 vi+ ...+ An ¥a

n
com ¥ Ai;=1 e todos os Ai sBo ndo—negatives, i =1, .., 1.
i=1
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Q conjunte de pontos extremos desta envoltura convexa é um

subconjunta de {vy, .., ¥n}, & & envoltura convexa deste & um poliedrs.

[.2.25 — Seja Ax <b um sistema vidvel de desigualdades linsares e definida

P := {x: Ax < b}; de ai que P é um poliedro. Seja ¢ um vetor ndo—nulo e defina:
= mindely :
§:=min{c x:x€ P}
Entéo o hiperplano {x : ch = ¢} é chamado hiperplano suporte de P.

Um subconjunto F de P é chamado umea face de Pse F=P ou F é a
intersegin de P com uwm hiperplanc suporte. A face se diz prépria se esta nén é

igual a P.

Uma faceta (facet) de P ¢ uma face prépria maximal (maximal relativa &

inclus@n).
I.2.3 —~ Método de Planos Cortantes
Q problema geral de programagis matematica pode ser escritn coma:

Minimizar $(x)

sujeito a x € X

onde X é um conjunto e ¢:X-+R. Para o problemas de ofimizagio
combinatdria o conjunto X de salugles vidveis & finito; por exemplo, X pode ser
uma coleglo de conjuntos, ou vetores inteiros, ou permutages ou grafos. No que

se segue, ¥ eerd uma fungin linear do tipa #(x) = ch, onde ¢ & um vetor de
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custo dado sobre os elementos de X.

Se X & uma colegdo de subconjuntos de um conjunto dado E, entio X
pode ser envolvido no espago euclideano R’El ao considerar os vetores incidentes
destes subconjuntos. Em geral, os elementos de X ndo s8o comhecidos
explicitamente, mais eles s8o as solugbes vidveis de um conjunto de restrigBee.
Um problema de programagio linear inteira ¢ um problema de programagio
linear com a restrigio de que as varidveis (ou algumas delag) sejam inteiras, isto
é:

Minimizar ch

sujeito a Ax<b

xi inteira, 1 € 1

onde I é um conjunto de indices das variaveis. Se todas as varidveis sdo inteiras,

o problema anterior é um problema combinatério.
Considere o problema combiﬁatério dado por:
Minimizar ch
gujeito a:x € X CRm
onde X é um conjunto finito. Considere também o problema de:
Minmimizar ch

(2)
sujeito a: x € CONV(X)
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Note que como X é um conjunte finite, entdo CONV(X) & um politopo e
o problema anterior é um problema de programacio linear. Segue—se que se X &
uma soluglo dtima do problema (1) entdo este é também uma solugio 4tima de
(2); a0 contrétio, se X ¢ uma soluglio 6tima do problema (2) entdo existe uma
solugho vidvel do problema (1) com o mesmo valor. Portanto em principio, o
problema (1) pode ser reevlvido, resolvendo—se o problema (2). A maior
dificuldades é que o poliedro CONV(X) ndo estd descrito em termos de equagdes

¢ desigualdades lineares.

Em muitos casos, o nfinero de equagBes e desigualdades lincares
nacessérias para uma descrigho completa de CONV(X) é exponencial no

tamanho do problema.

Uma formea de atacar o problema & considerando relaxagfes do problemsa

(2). Usualmente, estas relaxagBes slo problemas de programagho linear para os

quele tem—se wma descrigdo completa em termos de sub—espagos fechados; a
relaxagdo tem a forma:
Minimizar ch

(3)

sujeito ax € P
onde CONV(X) C P e P é um poliedro.
Note que se uma solugéo 4tima x de (3) estd no conjunto X, entdo X &

uma eolugho dtima de (1). Se P & uma boa aproximagho de CONV(X) na

vizinhanga de uma golugio 4tima do problema (1), entéo este ponto deve ser
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também uma solugio 6tima do problema (3). Isto dltimo sugere um

procedimento iterativo baseado em plancs cortantes.

Procedimento Planos Cortantes (GOMORY [17])

Passo 0
Escolher um poliedro P* 3 X
Fagerk := 0

Passo 1

Encontrar uma soluglo 6tima % do problema:

Minimizar ch

sujeito a: x € Pk
Pagso 2

Se x € CONV(X) entdio parar,
Passgo 3

Encontrar 7 € Rn e 7, € R tal que: o semi espago fechado Hk ;= {x € Rn;
T

T°Xx € 7o} satisfas:
i) XCHk
i) XgHK(e, 18X > 7o)
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Pasgo 4
Fager Pkl ;= Pk n Hk
Passo 5
Fagerk = k + 1 & voltar ao Pasgo 1.

O procedimento comega com um poliedro inicial P? ¢ R® descrito por
Ax £ be.

Restrigles novas no problema inicial da forma wlx < 7y 880 agregadas, ¢
depois de k—iteragBes temos o poliedro Pk dado por Awkx < bk. No passo 1

recolvemoe:

e T
Minimizar ¢ x

gujeito a: Akx % bk

Considere agora o critério de parada do Passo 2, se o método Simplex é
usado para resolver o problema relaxado, entdo o ponto X é um ponto extremo
de Pk & portanto e este pertence a CONV(X) entio este deve ser um elemento

de X,

Se algum método pontos interiores & usado para resolver o problema
relaxado entdo o ponto x pode néo pertencer & X mesmo que X € CONV(X). Em
tal situagBo, existem pontos em X que tem o mesmo valor que :2, e existem

formas de "arredondar" (Capitulo IV) o ponto X para encontrar tal ponto em X,
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Qs procedimentos tipo Gomory mostram & agdo de uma rotina de
separacio. Tal rotina tem como entrada um ponto X e um conjunto de pontos X;
como salda, este confirma que X pertence & CONV(X), ou encontre um
hiperplano que separa x de CONV(X). O poliedro P estd descrito por
desigualdades lineares, portanto que a atualizagio do poliedro no passo 4 é

trivial, somente agregamos nme nova desigualdade,

GOMORY [17] sugere uma forma particular de escolher os semi—espagos

fechados no passo 3 com o qual garante a convergéncia em um ntimero finito de

iteragBes.

Na pratica o procedimento de Gomory nio é eficiente, isto porgue os
cortes agregados ndo so '"profundos'; melhores cortes resultam hiperplanos
suportes de CONV(X). Nos filtimos anos se conhecem muitos trabalhos que
encontram facetas (estes sl8c os melhores cortes) do poliedro associado ao
problema combinatério em questdo. Estas pesquisas podem ser usadas na
metodologia de planoe cortantes; mas para que tal conhecimento possa ser
incorporade em um slgoritmo eficiente, é necessdric ¢ue & rotina de separagio
retorne facetas como hiperplanocs de separagio se ¢ ponto ndo estd em
CONV(X). Em muitos casos, as rotinas de separagio sio heuristicas (nosso caso
para o problema de matching perfeito, ver Capitulo IV) e por isso néo existe
garantia de que estas retornem hiperplancs de separaglo, mesmo que uma das
facetas conhecida seja tal hiperplano. Neste caso, para resolver o problems é
necessario usar um branch and bound. Este envolve a partigho em dois da regifo
de soluges viaveis, e o encontro do melhor ponto em cada uma das sub—regides,
& melhor entre as duas serd a melhor do problema geral. Existem muitas
descrigies de branch and bound, este método foi desenvolvido por LAND-DOIG

[40], para mais informagio recente do método ver
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PAPADIMITRIOU-STEIGLITZ [47] e SCHRIJVER [50].
1.3— ORCGANIZACAO DA TESE
A organizaglo desta dissertacio & como segue:

No Capitulo II consideramos o problema de programagdo linear no
formato dual como o problema inicial. A eleigio deste formato deve—se em
primeiro lugar a facilitar a geometria desenvolvida no Capitulo III para resolver
o problema central (reiniciagio); em segundo lugar, permite mantermos
compativel com o formato do problema relaxade do problema de matching
perfeito no Capitulo IV; sobre ele sio aplicados todos os resultades algoritmicos
do Capitulo III.

O problema inicial é resolvido com um algoritmo de trajetéria central de
passos  longos; este resulta uma variante do  algoritmo  de
HERTOG-ROOS-TERLAKY [10]. A teoria desenvolvida associa ac problema
uma famflia de problemas ficeis de resolver. As solugBes Oiimas destes
problemas convergem & uma solugio otima do problema inicial. A funglo

auxiliar associada ac problema é do tipo centro, ver [48].

Uma caracterizaclic da trajetéria central (parametrizada com limitante
superior do custo otimal) é dada, e propriedades importantes primais—duais s&o

apresentadas.

» Q conceito de proximidade & trajetéria central é também dado, e um
conjunto- de propriedades ligadas & complexidade do algoritmo para pontos

suficientemente pertos da trajetéria central sBo mostradas.



O Capitulo II termina mostrando como obter o ponto inicial do algoritmeo

que resolve o problema original.

O Capitulo III & o capitulo mails importante da tese; nele resolvemos o
problema que gualguer algoritmo de pontos interiores enfrenta dentro de um
método de planos cortantes que procura resolver determinado problema de
programagho inteira; ieto & se ¢ problema relaxado do problema inteiro &
resolvido usando um algoritmo tipo ponto interior; quande noves cortes sejam
agregados & relaxagio, o ponto interior que era soluglo dtima aproximada do
problema, j& nBo serd wm ponto interior da nova regife, e um procedimento

polinomial que reinicialize eficientemente ao algoritmo deve ser apresentado.

Neste capitulo de reotimizagio com metodologia pontos interiores
comegamos congiderando em primeiro lugar o caso de agregaco de uma restrigio

a0 problema original,

Para recuperar informagBes valiosas, relaxamos a resirigio agregada e
consideramos esta com um nlumero conveniente de chplas. De af femos
propriedades importantes da trajetéria central associada ao problema com
determinado nfimero de cbpias. Para este caso também damos o concelto de
proximidade & trajetéria central, e baixo certas condigBes provamos que o ponto
que inicislmente resolvia a relaxagéo inicial do problema inteire estd préximo da

nova frajetdria central.

Clomo ao final desejamos obter um ponto interior perto da trajetéria
central associada ao problema perturbade com exatamente uma chpia, nds

sstudamos a trajetbria central associada & relaxagio do problema perturbade



20

com uma cdpia. De ai obtemos um resultado muito importante gue relaciona o
conceito de proximidade com uma e mals chpias da restrigio relaxada. Um
resultado central deste capitulo é dado na eegio I11.2.3; onde provamos que para
cada ponto primal vidvel com proximidade baixa existe uma solugio dual vidvel

de gap baixo, Este resultado é aplicado depois na segio II1.6.

Na seglio I11.2.4 estudamot o alcance a regido pertuwrbada e a condigdo de
parada do algoritmo polinomial gue reinicializa o problema. O alcance é definido
como uma disténcia & regifio perturbada desde o ponto em questdo. Mais ainda,
sen chlculo no algoritmo remiclalizagho permite a tomada de decisio para a

atualizaglio do limitante superior do custa.

Na segio III.3 apresentamos o algoritmo reinicializaclio com suas
caracteristicas gerais, dados e procedimentos. Na segio IIL.4 se faz todo o
referente com a complexidade do algoritmo reinicializagfo. Finalmente na segéio
IT1.5 resolve—se o problema de reinicializagio com agregagio de um conjunto de

restrigdes, e na segho II1.6 o caso de agregacio de novas variaveis ao problema.

O Capftulo IV é o capitulo de aplicaglio dos resultados dados nos
Capitulos II e III. O bem conhecido problema combinatério de matching perfeito
é o escolhido. Este problema é um dos problemas :‘fﬁ‘hdamegtais da otimizag8o
combinatéria, e Jack Edmonds foi o primeiro em provar que o problema é
polinomial; mostrando um algoribmo combinatério de ordem clbica para sua

resolugio.

Ume outre metodologla para resolver o problema de matching perfeito
(FMP) é planos cortantes. Neste capitulo nés apresentamos um algoritmo de

plancs cortantes para resolver o PMP, o qual usa ume variante tipo trajetéria
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central passos longos para regolver o problema relaxado.

Na sagho IV.2 formulamos o problema, como um problema em grafos
nBo—dirigidos e como um problema de programagio linear fazendo uso da
caracterizagio da envoltéria convexa dada por J. Edmonds. Seguidamente
enunciamos ¢ problema de separagdo para o PMP como também o algoritmo

polinomial de Padberg ¢ Rao para sua reeolugio.

Na segio IV.3 desenvolve—se a obtengio de uma solugho viavel inicial do
PMP, a relaxagéo inicial do problema, o arredondamento de solugtes, as rotinas

de separagio e & descrigBo esquematica do algoritmao,
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CAPITULO I

UMA VARIANTE DO ALGORITMO DE HERTOG-ROOS-TERLAKY
PARA RESOLVER O PROBLEMA INICIAL

IL.1 - INTRODUGAO

Neste capitulo apresentamos um algoritme polinomial tipe ponto interior
para resolver o problema de Programagiio Linear (PL). O algoritmo é uma
variante do algoritmo de HERTOG-ROOS-TERLAKY [10], este pode ser
classificade como um algoritmo de trajetéria central passos longos (ver

GONZAGA [29]). O problema a considerar é um PL no formato dual, isto é:

Minimizar ch
(F)

Sujeito a: Ax < b
onde ¢ € R*; A € Rmom, | € Rm,

O método associa a (P) a fungdo tipo centro dada por:

m
fix) == —q Ln(k—ch) - 51 La(bi—a:x);

1=

T

onde g é um inteiro positivo, g >m, ek > ¢ x, Ax < b.

Se q = m, fi(.) é & mesma funglo que considera J. RENEGAR [48].
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Baseados nesta funglo centro, o algoritmo realiza buscas lineares ao largo

de diregtes Newton.

O capitulo esta organizado como segue:

Primeiro consideramos o PL e clhamos este como um problema de
programagho nio-linear. A obtengfio de uma diregio Newton e o conceito de
proximidade s&o dados. Finalmente, apresentamos o algoritmo inicio com sua
complexidade e & obtengio do ponto inicial.

I1.2 - O PROBLEMA INICIAL
Considere o problema de programagdo linear:
Minimizar ch
(F)

Sujeito a: Ax < b
ondececRe, AeRmem, b eRm m > n.

Suponha que A é de rank completo. Note gque (P) pode ser escrito como:

Mimmizar ch

(P_)

Sujeito a: Ax+z="0

220

% denomina—ee folga primal.
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Notagio
Seja 5 == {x € R": Ax < b} e 89 o interior de 5.

Seja 5_:={(x,z) eRnxR™ Ax+2="Db, 220} e 5 o interior relativo
de 3_

Suponha que 80 # pe 59 £ ¢
O problema dual associado a (P) é:

Maximizar — bTy

(D)

T

Sujeito a: Ay+c=0

yz0
note que: dados X, z vidveis em (P) e y vidvel para (D).
GAP = clx— ("bTY) =c'x + bTy =Ty + (Ax+z)Ty = Ty + xTATy +
taly =1y

11.2.1 — QObservagio

Associe a (P) a funglo tipo centro:
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m m o om
xe80, k> ¢Tx fi(x) 1= — q Ln{k—c"x)}— E Ln(bi—aix)

1=

T

fie(.) corresponde a fungho barreira com ¢ x ¢ k repetida g—vezes, onde k € uma

cota superior do custo otimal dada, q wm inteiro positivo, g m e a3 =
= (83 vy Bin) 1 =1, ..y m.
. . T

Beja B i=Sn{xeRmcx <k}

Note que fi(.) & estritarnente convexa sobre 5. Suponha que &) # ¢.

Associe a (P) a fam{lia de problemas:

Minimizar fi(x)

(Px)

Sujeito a:x € 8

E bem sabido que a seqiidncia de solugtes dos problemas (Px) com um
decréscimo de k tende a uma soluglo 4tima de (P); mals ainda, para cada k,
(Pyx) tem wma Qnica soluglo que denotamoe com x{k); lsto &

x(k) 1= ARGMIN{f(x): x € 8} (IL.1)

11.2.2 — Defini¢io

A curve keR-x(k) ¢ a trajetéria central associada ao problema de

programagéo linear (P ). x(k) denomina—se ponto central.



A curva é suave e tem propriedades importantes.

11.2.3 — Proposigéo

Dado k € R, se x = x(k) satisfaz (I1.1) entéo:

Vg 2C Xy
4
Ax+z2=Db,2>0 (1L.2)

ATy+c==0,y}D

cT x<k
1
1
onde Y := diagonal(y1, .., yn), e = | . | € Rm,
1
Prova

Pelas condigBes de Karush—Kuhn—Tucker, se x=x(k) satisfaz (II.1) entéo

m
—9ct+ 3 2—al=0 (11.3)
T 1=1 bi-aix
x€8) (11.4)

De (11.3) tem—se que:
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m g T _
g Leerx) Ty (I1L.5)

i=1 q(bj-a ix)

T T
Fazendo ¥i= (kex) > 0; ou, Yz = (k—c"x) e, onde
q(}Ji—a 1X) q
Y = diagonal(y, ...y ¥m) € er = (1, w., 1) € Rm; temos que (I1.5) pode ser escrita

Camo;

T
¥ ajyitc=0, oy
i=1

ATy +e¢=0y>0
Finalmente, se x = x(k) satisfaz (11.1) entho x = x(k) satisfaz (11.2).
I1.3 - OBTENGQAO DE UMA DIREGAO NEWTON

11.3.1 — Calculos

O gradiente ¢ a matriz hessiana da fungdo fi(.) sio dades por:

m
g = gx, k) = ¥i(x) = 4 ¢+ ¥ 1 a?
i=1 bi-aix

k—c™x

m
H = H(z, k) i= Vfi(x) = —4— el + b 1 &']g s
(k—c x)? i=1 (bs-asx)?

Note que H é definida positiva.
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I1.3.2 — Diregio

O método Newton para resolver (P)) considera & série de Taylor do

gradiente de fi(x) no minimo x(k) em torno a x, isto é

glx(k), k) = gx, k) + H(x, k) (x(k) —x) + ..

Heja x* o minimo da aproximachc quadrética de fi{x). Entéo

glx k) + Hx, k) (=* —x) = 0; on,

(x* —x) = - H(x, k) g%, k)

Em seguida faz—se wma busca linear ac longo da diregio Newton definida

por:

hix, k) = — H4x, k) g{x, k) = - H%g
11.3.3 — Proximidade
11.3.3.1 — Definigo

Dado x € R® & H-norma de x denotada por ||x||; é definida como:

l[xllgg =+ x"Hx

Note que esta norma estd bem definida posto que H & definida poesitiva.
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11.3.3.2 — Definigiio

Dado k€R e x€5). A proximidade de x em relagic a x(k) é

caracterizada por:
§ = §(x, k) = [[h(x, k)l

O ponto serd comsiderado aproximade cemtral se &(x, k) < ¢, ¢ € (0,1).
Neste caso diz—se que x estd préximo da trajetdria central.

Note que §(x, k) = 0 se ¢ somente e x = x(k).
.4 — 0 ALGORITMO INfCIO
I1.4.]1 — Caracteristicas Cerals

O algoritmo inicio que resolve o problema (P) é uma variante do
algoritme de HERTOG-ROOS-TERLAKY [10] este comega com um ponto
proximo da trajetéria central (esta suposigdo serd aliviada mais tarde). Em uma
iteraglo qualquer se atualiza o limitante superior k do custo dtimo e se realiza
um procedimento interno composto de uma dire¢io Newton ¢ uma busca linear.
O procedimento & repetido até que um novo ponto préximo da trajetéria central

é encontrado.

O procedimento geral € repetide até que algum critério de parada é

satisfeito. A atualizagio do limitante superior k € como segue:

Fagerk'— ch = fk —- ch), Be(01); ouk'= fk + (1-f) ch.
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Note que k' é uma cota superior do valor &timo V*; isto é imediato posto

que:
ch <k, ent“aiq

Jif cT:{ < fk, ou

CTI{ < fk+ ch -—ﬂch

= fk+(1-f)clx

=k

Portante temos que V¥ £ Ty < k.
11.4.2 — Dados

f € {0,1) fator de redugéo de k.

v » 0 pardmetro de precisio (parada).

Nota: O algoritmo pode parar antes, quando alguma heurisgtica gerar um
novo corte. € = 0.34 tolerancia da proximidade, k® € R cota superior

do custo &timo V* $al que k¢ ~V*¥ < ok,

x0 € 5) tal que (x¢, k) < €.
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11.4.3 — Procedimento Ceral

i=0

Repita
Cota k = fki + (1-) oLy
j=0; £ =xj
Repita

Diregiic calcular h(¢f, k); 6(¢4, k);
Busca resolver aproximadamente
A = ARGMIN{fi(¢! + Ah): & — A Ah > 0}
A»0
Novo ponto £itl:= ¢ + ik
1=1+1
Até que &£, k) € 0.34

x:‘H-l o= fj;
ki=k;
1=1+41;

Até que ki — Lxi <0

1.5 - COMPLEXIDADE DO ALGORITMO
I1.5.1 — Propriedades Prmal-Dual

I1.5.1.1 — Proposigio

z € Rm ¢ folga primal viavel e ¢ somente ge:
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onde P T é a matriz proje¢io sobre o espago nulo de AT.

Prova

Seja z » 0, ent8o z & uma folga primal vidvel se e somente se, b — 2= Ax

para algum x € R7. Mag, b — z pode ser decomposto de uma fnice forma:

b—z:PAT(b—z)+Ax;

comparando temos que:

A

P ,(b—z)=P
AT( A

I1.5.1.2 — Observagao
Congidere o problema dual:
Minimizar b1y
(D)
Griait o T _
Sujeito a: Ay+c=0
yz0

Seja.T:={yE§1“;ﬁT3’+C=0,Y30}

Suponha que o interior relativo de T, T? # ¢.



Analogamente ao feito para (P), associamos a (D) a funcho tipe centro:

R m
YETY, p > bTy—rfp(y)-—z —an(p——bTy)—_E Ln vi;

1=
e pare cada p € R o problema:
Minimizar fp(y)
()
Sujeito a1y € T;

onde TP =T n{yehn bTy <ok T; # 0.

As condi¢Bes de Karush—Kuhn—Tucker aplicadas a (Dp) s8o exatamente

a5 nesmas que descrevemos em 11.2.3 para (Pk).
O ponto ¥ = y(p) = ARGMIN{ fp(y): ye€ Tg} denomina—se central.
11.5.1.3 — Proposigio

Seja ¥y = y(p) v ponto central para algum p € R, Ent&o
T
Z(p) = {p=b"y) y-1
q

§ ura folga primal vidvel e o GAP(p) = 2 (p—bTy)
q
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Prova:

S¢ y=y(p) & um ponto central entdo pelas condighes de

Kerush~Kuhn—Tucker aplicadas a (D p) temos que:

b—y1+Axi=0;x1€R
b7y

Fazendo z = — Xj € R:

—mb -yt = Ax;de al que ——b—y-t € IMAGEM(A)
p—b7y b7y

Z(p) > 0 epor ILA1.

Z(p) & folga primal vidvel; mais ainda:

o TR/ A ‘ )
GAP(p) = 27() y(p) = LT (y1(,)T y(p) = B (o —bTy)
q q

11.5.1.4 — Proposigiio (Lema 4.4 em GONZAGA [29])

Clonsidere a funglo tipo centro fik(.) com g > m e o ponto central x = x(k)

parak > V* {0 valor otimal de (P)). Seja
K= fk+ (1-f) e x Fe(01).

Entao:

K=V omladbory gy
V¥ 1+ f
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i) GAP(X) <k - Vv*<2FA aAP(K)
m

Desta proposigio conclnfmos que (k—V™) estéd limitado suficientemente
por uma seqiidncia que decresce uma quantidade fixa por iteragio. A redugio por
iteragio depende do valor de g.

11.5.2 — O Lema Auxiliar

O lema seguinte é wm resumo dag propriedades associadas ao concelto de
proximidade; a prova & anéloga é feita por HERTOG-ROOS-TERLAKY [10],
ou GONZAGA [29].

11.5.2.1 — Lema Auxiliar

Clongidere o parfmetro k> V¥ um ponto x € Sﬁ ¢ fua proximidade

i) Eficiéncia do passo Newton
8¢ §< 1 entlo x = x + h(x, X) & viavel e 3(x, X) < &,
ii)  Proximidade ¢ disténcia

Se § < € < 0.5 entdo

e = ()l < fiig?ﬁj‘;i
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iii)  Proximidade e fungBo centro

Se 6 <€ < 1 entdo fi(x) — fi(x(k)) < €

2(1—¢)(1-¢%)

iv)  Decréscimo da funglo centro na diregéo Newton

X=x+— -h(x, k) ¢ viavel ¢ fi(x) € fi(x) — (6~Ln(1+414)).
1+

11.5.2.2 — Observagio

No lema anterior, 1 e iv s8o os mals importantes. 1 diz que o passo Newton
decresce em proporgie quadritica desde gualguer ponto x tal que §(x, k) < 1.
Ieto significa que os algoritmos Newton reduzem a proximidade em uma

geqiiéncia de valores dada por:
b, 83, 84, .., é%p

i1 & il mostram que o conceito de proximidade ssté bem definido do ponto

de vista geométrico.

iv 44 a informag8c para os pontos que nfo slo préwimos & trajetdria
central. Se 6(x, k) é grande, entdo uma iteragio Newton garante um decréscimo

da fungdo objetivo.
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11.5.2.3 — Proposigio

Se x€S (keR) e X'=f+(1-F) Ty (fe(0,1)) entdo

I’k,(x) —§,(x) = —q Lan{f) = g Ln(1/F).

Prova

T m T
fra(x) — fi(x) = — q Ln(k'~c x)— & Ln(bi—ax) + q Lo(k—c"x) +

=

o : X'-c Ly : : T
+ % Luf(biaix) = — q Ln(=——=) = — q Ln(f); pols (k'—c"x) =
1=1

k<" x
= ﬂ(k—ch).

11.5.2.4 — Proposigdo
Se ||x ——x(k)HH % 8. Entéo

(1= ) (k—cTx(k) s X - cTx < (1 + -5 (e Tx(k))
q q

Prova
Pela hipdtese

93> Jxx(llg = x—x(k)) T Hix—x(k))
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= (x—x(k))T ___qi_ (x—x(k)) = gl T x—c Tx(k))
(k—cTx (1)) (k—c % (k)2

Portanto que

- —ﬁ-: (k—cTx(k)) € ¢ 1% — ¢ Lx(k) < —— (ke Tx(K));
v q q

o que Implica que:

(1= -y (e Tax)) € ke Tx < (1 4+ -1 ke Tx()).

11.5.3 — Teoremas Centrais

Baseadns nos resultados anteriores, ¢ poesivel encontrar cotas superiores
pare o nlmero fotal de iteracBes do algoritmno infcio; tanto internas corno
externas. Suponha que g > 1 e que a tolerfncia € da proximidade & ignal & 113,
I1.5.3.1 — Daducdes
i) Se o critério de proximidade n&o & satiefatério, entio:

fie(x) — f(x) > 1/22

(ver iv em 11.5.2.1).

i) 52 o critério de proximidade é satisfeito, entio:
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fio(x) — fie(x(k)) < 1/10 e flr—x(k)llyy < 1
(ver iie iii em IL.5.2.1).
ili) Parad = 1 temos que:

(1 — -1 (e Txk)) <k —cTx < (1 + 1) (ke Tx(k))
g vy q

(ver 11.5.2.4).

11.5.3.2 — Teorema

1
L

O algoritmo infcio requer i = 0 L) iteragBes externas quando é usado

para encontrar uma solugho exata de (P).
Prova

Seja ki a cota superior na i—ésima iteragho, & xi o ponto abtido ao final de

i iberagties sxternas.
Por 1 de 11.5.1.4, temos que:

ki-y
— < (1 2
rw <L+ B

Depols de 1—iteragies sxternas ferm—se:

oLt — v < kil —V* (ver 11.4.1)
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< (.1__";_/::‘2 (ki - V*)
< (EEhyi o vy

antéo em cada iteracio:

T —L

cTxi—V*>2
é valida se

(Lt (ko vy 3 o7L
2

portanto

og(tE) + loglke — vy > — L
2

e dali,

i < (Lt+1log(ko=V*)) L + log(ko-V¥)

—10g1—+§ (1 +£) loga
2

&

Lembre que log(1+5) <A (0 < f < 1)

i < (Ltlog (k0-V*))
B 144

Agorapor IL4.2; k0 —V* ¢ EL ¢ finalmente que:
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11.5.3.3 — Teorema

Seja J o nlumero de passos internos ¢rn uma iteragio do algoritmo inicio,

entdo:

Prova

Denotemos a cote superior de uma iteragio externa qualquer com k!, e a

coba superior da iteragio anterior com k.

- ; J - s
Denote com x¢, x4, ..., x~ o8 pontos verados durante esgta iteracio externs
) ) S [+ g 3

x” é o ponto obtido no comeco da iteraglo exterior.
Deiem 11.5.3.1 temos que:

i

Como a cota superior & atualizada ac comego da iteraglo sxterna, entéo

por 11.5.2.3 temos que:

£ (x0) — fi(x®) = — q Ln(f) (IL7)



mals ainda,

e dal:

1 ) l]:i ‘r VI'I J
1. Alk-c x%) |, ¢ x0—c"x
f (x")—f (x") = —q Ln( +
! X (aT2d) | (—cxT)

T
> —qLn (L2 4 4y
(k—c*x”)
3 T A
~) < —ffa) + a I (%}{_—H%L +1) (11.8)
-~ X

Substituindo (11.7) e (11.3) em (11.6) tem—se:

L () - ) € Bier) - fi(x?) — q L(g) +

T
+ g Lol X gy (1L9)

(k—~x")

De 11.5.2.4 2 il em I1.5.3.1 obtemos que:

K — oTxe < (1 4+ -1 (k — ¢ T x(K))
q

Além disso,

k—clx! = (k! —T xJ) + (k - k')

> (1=1/ a) (& —cTx(kY) + (1-8) (k — ¢ x9)



¢ dal:

> (1-1/ ) (1) (k — ¢ Tx(k))

Portanto:

Bec Ty _s414 o)
(e=TxY)  (1-8) 114 )

—J<——qf11(ﬁ)+q1.n(ﬁ(1 U‘/_) + 1), 0u
210 (1-8) 114/ @

LJSL an(+ (\/_+1) )
2 10 P pa-p)( 1)

|4 22090 g)

<Lt qlng (/ o) )
10 F(1-A)

L, o2t (=B a1 | BB
10 1( (‘\/_a_l) ) l(ﬁ( “ﬁ) )

L

G ([H)

portanto:
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J

1.5

3+24 4oL ——p

[;_1 "ﬁ(l_ﬁ)_ A

11.5.3.4 — Corolério

O nfimero total de iteragBes do algoritmo infcio €

3+ 22 oo (L ——pyot-1)

11.5.3.5 — Observacao

1

E claro que se tomamos q = 0(m) entfo se f = 0f ) © algoritmo

¥ m—1
requer 0(«/; L) teragBes.

Se f = 0(1) o algoritmo requer O(mL) iteragBes.

O primeiro caso corresponde a wm fator de redugio ff pequeno. Neste caso

voltamos a uma vizinhanga da trajetéria central em 0(1) de paseos, enguanto &

cota superior deve ger atualizads em 0(y m L) veses.

O segundo caso corresponde a um fator de reduglo F grande. Neste caso
voltamos & uma visinhanga da trajetéria central em O(mL) buscas lineares e a
cota guperior deve ser atualizada em O(L) veszes.

1.6 - OBTENGAC DO PONTO INICIAL

Nos dados do algoritmo Inicio tem—se que o ponto Inicial estéd perto da
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frajetéria central. Esta suposiglo pode ser aliviada com:

61 £ o) ~f @) < 0y m L)

~

no primeiro caso, ¢
1162 fku(xﬂ) — f};n(xﬂ(k“)) < 0(mlL)
no segundo caso.

Note gque pedir isto n8o afeta o nfunero de iteragles do algoritmo (ver
11.5.2). Para o segundo caso (f == 0(1)) tal alivio implica que podemos comegar
quase de gualguer ponto Inferior; suponha somente que o ponto inicial vidvel ¢
mierior satisfaz:

T

11.6.3 gl = by —a;x0> 2~

@ 8 cota superior k¢ satisfas:

ko-eTxo(k) L
kO-¢ " x0 )

11.6.4

E facil ver que neste caso:
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Af o = £ o(x) — 1 (x0(k)) £ (m-+a) O(L) (HERTOG [10]).

maie ainda, se g = 0(m) entio Af g% 0(mL).
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CAPITULO III

REQTIMIZAGAO COM METODOLOGIA
PONTOS INTERIORES

L1 - INTRODUGAO

Este & o capitulo mais importante da tese, nele resolvemos o problema
que qualquer algoritmo pontos interiores enfrenta em uma metodologia de planos
cortantes, isto é, se o problema relaxado do problema de programacio inteira é
regolvido com um algoritmo pontos interiores, quando novos cortes sejam
agregados & relaxagio, o ponto inferior que era soluglo dtima aproximada do

problema anterior, j& ndo serd um ponto interior na regido perturbada.
Suponha que a relaxacio do problema & dada por:
Minimizar ch
Sujeito a: Ax < b

ondec ¢ kn, A e R, b e R m > n, RANK(A) méximo.

Suponha que o algoritmo infcio (Capftulo II) & aplicado para resolver (P)

¢ ao final temos um ponto x € S (k € R) tal que:
5(x, k) € 0.1

Também suponha que agora perturbamos (P) ao agregar o conjunto de
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restrigiies:

Ix € 7o
onde IT € Rexn, 74 € RP; 0 novo problema a resolver é:

Minimizar ch

(F)
Sujeito a: Ax<b
IIx < 1

O problema central que agora atacaremos é a construgio de um algoritmo
polinomial gue inicialize eficientemente o algaritmo infcio para resolver (P). ©
termo eficiente serd entendido aqui por um ponto perto da trajetdéria central
associada ao problema (P) e com um gap comparével ao gap de infcio. O
primeiro tépico a considerar serd o problema perturbado gue se obtém depois de
agregar uma restrigho ao problema (P).
II.2 - AGREGAGAO DE UMA RESTRIGAO AQO PROBLEMA ORIGINAL
I11.2.1 — Trajetéria Ceniral Associada ao Problema

I11.2.1.1 — Introdugio

Considere de novo o problema (P):
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Minimizar ch
(P)

Aujeito a: Ax < b

e suponha que depois de uma aplicagio do algoritmo inicio (Caplitulo II)

ohtemos um ponto X € 80 (algum k € R) tal que:
6(x, k) € 0.1 (IIL.1)

Suponha que agora perturbamos o problema (P) depois de agregar uma

nave restrigio dada por:

onde 7 € R®, mo € R,
QO novo problema que se deseja resolver é:
T

Minimizer ¢ x

Sujeito a: Ax<b

Suponha que o ponto X que satisfaz (111.1) é tal que:
erT;E > 7o

sendo uma simples centralizagio desde X resolve o objetivo proposto (ver [30]).
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I11.2.1.2 — Objetivo Central

Para recuperar a % como dado no problema de reotimizac8o, consideremos
a seguinte relaxagBo do problema P(1, 7o):
Minimizar ¢ x
P(m, 7)
Sujeito a: Ax<b

onde v é um ntmero real.

G - ’I"‘l ~ ~ r - - s r
E claro que se ¢> 77 x, ent8o x & vidvel para P(r, ), mas isso n8o é
~
suficiente, porque se guer também que o ponto x esteja perto da trajetéria

central associada a P(7, ) através de uma fungfo tipo centro.

- P P N L L] . T
Para isto é necessério dar um certo peso (£) & restrigio relaxada 7 x < v
na fungdo centro associada ao sistema, ent8o consideramos a restrigho com

£—cépias em P(7, ), isto é:

e . T
Minimizar ¢ x

(Pg("": )

Sujeito a: Ax<b
Tix <y ]
w'i[‘x 5 '7 {—vezes
! 'i‘ J
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ou simplesmente,

. . ‘T
Mimmizar ¢ x

Sujeito a: Ax<b

ix < 9 (#~vezes)
Note gue P(7, 1) e PE( T, 7) representam o mesmo problema.
Seja S(k, 1) =5, n{xe R waS v} 5%k, 4) denota o interior de
S(k, v) que por hipbtese ndo é vazio. Como no Capltulo II associe a P g(:er, ¥) a
funglio centra: x € 8%k, )+ ¢y ,r(x_) = fi{x) — fLn(y - WTx); onde f—inteiro
positivo, £>m + q.

I11.2.1.3 — Calculos

Clomo no Capitule II associe a P, 7) a familia de problemas:
Minimizar . ,r(x)

(P{k 7))
Sujeito a: x € 80(k, )

O gradiente ¢ a matriz hessiana da funglo ¢ ’}‘() estéo dados por:
H]

=g+ fAr

g=glx k 7) = Vg (x):=Vi(x) +
*r—rTx

onde A = 1/7—1Tx;
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H=H@xk 1) = Vi T(x) = Vifie(x) + —f T —H+oeet

(y—rTx)

Note que H é definida positiva.

Pela férmula de SHERMAN-MORRISON-WOODBURY [44]

= 7 ) T )
H1=(H + H“ﬁT)-l = ga_fA®Htrr H"!
14+£A%5 TH- L g

T

Fazendo § = 7~ H1«x > 0, temos que:

H-1:=H1 - €1 H 7 wT H-1
14484872

I11.2.1.4 — Diregio Newton e Proximidade
I11.2.1.4.1 — Definigio

Dadoe k, v € R (fixo) a diregio Newton definida desde x € S0k, ) estd

dada por:
h=h{x,k, ) =-H1g

I11.2.1.4.2 — Definigiio

x = x(k, 4) = ARGMIN{«pk, ,r(x): x € 8o(k, 7)}
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Dado x € 8k, 7). A proximidade de x em relagio a x =x(k, 7) é

caracterizada por:
§=i(xX 7)=|hxk Dl
Q ponto seréd considerado aproximadamente central se:
o(x, k 1) <¢ e€(01)
I11.2.1.4.3 — Observacio
Para simples calculos, termos que:

x|l 2 == |jx|| 2 + €A% ||x||* - paratodo x € Re
| H H iﬂT

Horl? = a2 =4
il = a2

H-gl|? o= |qf| ? g2
I lnT I "H

“rrTHA -

111.2.1.44 — Lema

Dadok, y€ R e x € 50k, 4)

B(x, k, ’]‘) = h(x’ k) — g(ﬂ'"‘(’}"‘TTX)) ;_
48+ ( 'r—rTx)‘-’
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onde
® = wTh
8= ‘H'T H-lr
g:=Hlr
Prova

Pela definigio de h(x, k, 7):

hix,k, 7) = (- H1+ LA gag T H) (g+87)
14 472

ch(x k) —nr- % AL g, ¢ SATg

144272 144423

Portanto:

- £AT  gEz)3
h(x, k, 9) = h{x, k) —(0A + & - T
e by 2) = 2z 1) = 1+0232 1+m=)

= h(x, k)_é‘/\ 1+al ;_
1+8£A2

= h(x, k) - £(a+(’r—rx‘lx)) T
88+ ( — x)?

Pois A := 1/1—7rTx
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111.2.1.4.5 — Lema

Dado k, v € R, se x ¢ 5%k, ) entéo

F=dmk i< +y s/ 45

onde: = ?rT H17x3> 0
=1/7—wa
Prova
—_— 22 S enmn o £A e
§i:=lhl_=]h- 14ad) 7l _ < bl _ + 1+ald | ||7l] _
| HH | 1+m2( ) HH I IIH +0ml I NH
Z2 -
< [hi] _ + 1+ a]A) 7]l _.
I+~ el 7
Mas,

il =/ atoein)® o= prars;e
H TT

Il = S o=y 0 10
7T :

Degta formea que:

5 <y StatfAs 4

f‘;m(mag 1) 04 14002

1+
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< mrams+ 002 (14 a]2)

8.p.§. Suponha que {[7[ly = 1; agora:
|| = (wThI l7lly bl = § (Cauchy—Schwarz)

De al que:

F<y 14002 + J_ﬂ £3(1+683)
< H1+8%) + 4 0 (1+62)

—saed s Jea+s
Doe dois lemas anteriores segue—se o seguinte resultadn:

111.2.1.4.6 — Teorema

8.p.g. suponha que d=1 ¢ que §=§(x,k)<0.1 com x¢€85. Entdo

§=8(xk 7)< 0.2 para

Y= #Tx+——g§-—-—————

y 25342058

Note que 7 estd bem definido, posto que:

y 2583420 —5¢ 5 0
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I11.2.1.4.8 — Observacéo

O resultado anterior pode ser representado graficamente em R2 como

gegue:
A
i Xem
(34 | X
g VE'tEs) 77'-2 Ty {‘e
T
Tx.éT\'o . ‘szEs)
’-t Yot
s
'¥) N,
i 0., (£)

Figura II1.1

111.2.2 — Trajetfria Central Assoclada ao Problema Perturbado com 1-Cépia

I11.2.2.1 — Observagho

O tecrema I11.2.1.4.7 garante que 6e temos wm ponto x € 5P tal que
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8(x, k) < 0.1; entfio existe ¢:= rlx + 28 que 8(x,k, 7) < 0.2,
y 25834 20-5¢
Desta maneira, ¢ possivel rodar um algoritmo de trajetéria central a partir deste

ponto; o problema é que terminarfamos com um ponto perto da trajetéria
central associada ao problema com a restrigio :rTx < oy £—vezes, e lembre que nos
desejamos resolver o problema com a restrigio wa < mp satisfeita 6 uma vez.
Nesta secio apresentamos algumas relages existentes (e de muita utilidade)
entre a trajetéria central associada ao problema perturbado com #-cédpias e

1—cépia respectivamente.
111.2.2.2 — Qbservagio
Comnsidere a famflia de problemas:

Minimizar (plit T(x) = fi(x) —Ln('y—wa)
(P1(k,’}'))
Sujeito a: x € 8%(k, 7)

Note que: gpﬁ, ,r(x) - tpk,,y(x) = (£-1) Ln(7—:rTx)

E facil ver que o vetor gradiente e a matriz hessiana associada a (pi 7()
3

gfo dados por:

1

g = guxk7) == Vo (%) = Ph(x) + T=gtAr=g+A(1-) 7

YT X

Hy = Hix k1) = Vgl (x) = Vi) + —— el = Hed2rrd =
(7 Tx)s
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= H+A%(1-0) -
I11.2.2.3 — Definicio
Sejam k, v € R e x € 5%k, 7).

Seja 11 = x(k,y) = ARGMIN{ gaﬁ ,r(x): x € 59(k,7)} a proximidade de x

em relagio a xi(k,7) é caracterizada por:
ik 1) = [kl
onde hi(x,k,7) :i= — Hi' g
Ko, ponto serd considerado aproximadamente central se:
(xk,7) < ¢ ¢€(01)
I11.2.2.4 — Proposigio
Dado k, 7€ R e x € 80(k,7). Entéo
§i(xk,7) = §(x,k,7), onde

:r=l'r+(1—-l) 7l
¢ 4

Prova

Pela definigo de 4 tem—se que:
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q - iy = %( 'y—wa); ou

1_ . £ ; portanto,
- T T
4—-T°X P-TX

="y (x) =Yg (x)=¢

Segue—se que:

?“@i’;y(x) = Wgﬂkﬂ(x); oy, Hﬂ#,k,f}) = H(x,k,7)
finalmente:

Si(xk,7) = —Hilgi=—H1g = §x,k,7).

Do resultado anterior segue—se que:

Se 3(x,k,7) = 0.1 entdo §1(x,k,7) = 0.1 para 7y = % g4 (1 - i—) Ly,

O resultado anterior pode ser representado em R? como segue:



al

X
n

3(7‘-)“)")=$1("-)‘<,§)5 N

Figura I11.2

.23 - Propriedade Dual de Pontos Préximos a Trajetbria Central do

Problema
I11.2.3.1 — Notagho

Seja;zs=[ATc . C e
\h—\“.—-’

q-vezes
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_21

Zm

z
. q—vezes

onde:zi=bi—ax(i=1.,m}es= k-—ch; X € Sk.

Note que A € ,Rnx(m+q) A R(m+q)x(m+q)'

Seja B = A 2'1; Be mnx(m+q); e

e= || €Rm

111.2.3.2 — Proposigio
Sejam k, 7 € R e x € 59(k, ) entéo
H = H(zk,7) = BBT
g = glxk,7) = Be

Prova

Tmediato de 111.2.3.1.

(11L.2)

(111.3)
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I11.2.3.3 — Observagio

Note que pela proposigio anterior, o passo Newton pode ser determinado

por:
BBLh = - Be | (111.4)

Este vetor serd importante a seguir:

v=BTh; v ¢ Rava (IIL5)
Note que:
vl = v* BB h = nTHR = n) = & (11L.6)

Portanto que se § < 1 entéo:
—edve (I11.7)
| I.2.3.4 - Lema

Considere w = v + e e x € 5. Se § < 1 entdo:

ir - .
i e x) s (11L5)
q 2 W

m+l

(i=1, ..,m)é dual vidvel.
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Prova

Pela hipbtese § < 1 entEoi por {IIL7); w20, e de portante y;i2 0,

1i=1, ., m,
Agora de (111.4) e (II1.5) temos que:
Bw=20

Da defini¢io de B tem—se:

porgue todos o8 w,,,; 80 iguais, 1 = 1, ..., 4. Definindo:

yi = (k——ch) wi

q Zi (""mf:l
temos que, ATy 4 ¢ = 0 e portanto que ¥ é dual vidvel.
111.2.3.5 — Teorema

Seja x € 8. Be §= 6{xk) <1 e y definido por (I11.8) entio o gap de
dualidade satisfaz:
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I (k—cTx) < gy < B (ke %) (1IL9)
q

Prova

De (I11.8) temos que:

II{ .
—_— (k=c"x) wi

q Wi 41

portanto:

m

T ow T
GAP = 1 y_(k—c x) i=1 _ (k—c"x) (@)
q qwm-rl q

onde:
m
x(w) = _2‘.1 wifauw .,
1=

Note que x(Aw) = Ax(w) para todo A > 0. A seguir procuramos uma cota

superior para x{w).
Note que:

wlw=[[vfz +2vTe + |5
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Ifi4 = 2T HR = hT(-Be) (por (111.4))

= —(Be)Th = — 7B h = — ¢ v (por (11L5))
Portanto,

ww= o2 = bl = m+q -8

Mas,

wle = [leflt ~ 4 = m + g — 2

Desta maneira w esté sobre a ecfera:

T

ww=m+q— 8 , (111.10)
e 0 hiperplano
ir _
we=m+ q— (I11.11)

De (II1.10) e (1111} segue—se que w pertence & esfera
: . . . J_ g2 ..
{(m+q—1)~dimensional com centro o¢ eraio 64 oonde ¢=1— , 1eto &:
m+q

I e

wi—o B + g(w,, —0)% = 0f2 II1.12
m+l

Para obter uma cota superior de x{w), maximizamos x{w) sujeito a

(I11.12). Este méximo é certamente menor que o méximo de x{w) sujeito a:
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m
I (wi—o)? = gf2

=
q( Wine 1_,:,—)2 = g§?

Este filtimo é facil encontrar (condigBes de Karush—Kuhn—Tucker) e

chegar que:

(a+5\/§)
e(w) ¢ B ——
4 (0—6‘/?;-) .

Da mesma forma pode—se chegar a:

II1.2.3.6 — Corolario
Seja x € 8. Se § = ¥(x, k) < 1.

Entao

| (o+6/ 2
Ty —yt ¢ (_k——ch) +

: (o=5/ £)
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onde v* é o valor 6timo de (P).
I11.2.3.7 — Corolario

Geja x € S0(k, 4). Se § = &(x, k, 4) < 1 entlo 7oix — u < A(8) (ﬂy—w’l'i),
onde u® é o valor étimo do problema.

Minimizar 1rr .‘x

Sujeito a: Ax<b

¢Tx < k (q—vezes)

A(T) = (m+q) (E+E‘;ﬂcj{q)
s
onde ¢ = 1 — §2/m~+q+£.
Note que pela definigiio de o ¢ A(8), § < 1; A(S) v m+q/L.
No que segue elegemos A(§) = m+q/4 portanto que:

Y p— < _rg_—?g (y— wa) (1I1.13)
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I11.2.4 — Alcance & Regiio Perturbada ¢ Condigio de Parada

I11.2.4.1 — Observagio

Pelos resultados obtidos até agors podemos supor que € conhecido um
ponto x€8%k,7); keR tal que TRk e g = T % 4+ O(f) com
(x, k, ¥) £ 0.25; ver Figura (111.3).

Tx =y (L-vEzes)

Y Y IYX/X1))

o
faor

=

8—1
n
&«

2244448

= (g vaz.e.s)

;

Figura I11.3

Desde este ponto podemos rodar o algoritmoe Infcle para o problemas:
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¥

Minimizar a‘rx
Bujeito a: Ax<b

Ly < k {g—vezes)

e baixo decréscimas de ¢ (que é uma cota superior de TT}C) obter um ponto x*

étimo do problema anterior com valor dtimo u* = _— (ver Figura II1.3).
O problema ¢ que o ponto x* nfo pertence & regifio perturbada:

Ax <b

:rTx < To

¢ portanto representa um ponto néo—desejado. Neste caso o mais natural a fager
(tomando em conta que ao final deseja—se minimizar ch) ¢ aumentar o valor do

parémetro k.

Para decidir quando fazer isto, & necessério estimar o alcance méximo &

regifio perturbada desde x definido como:
- _ T- T- W
d=d(xk 7)=(r—7"x) + (v x —u¥)
(ver Figura 1I1.3). Note que por (I11.13)

d= (=) + (- w) < (r- ) + Bt - T
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Portanto que se (1 + M) ('y—?rT}_c) < y—7p ou equivalente a:
4

+m-+q

Entfo ume mudanga de k deve ser feita. A mudanga de k por um k' deve

- oy T- w g T
ser tal que (k' — ¢~ x) awmente em relagio a (k — ¢ x), por exemplo, fazemuos:

(k' —cT5) = ; (k - cTx)

onde:

ge(01)onk = (ELy x4 Ly,
i A

No que segue suponha que temos:

Toe =
c'x=x (4-veaes) L =y LQ-\IEZES)

Figura (II1.4)



72

isto é, (111.14) néo ¢ satisfeita.
111.2.4.2 — Observagao

Na situagio da Figura III.4 podemos iniciar um decréscimo de +;

Y = Lot (1- -1—) #'x ¢ realizar um passo tipo Renegar.

A pergunta natural que agora surge é: Quando parar 7 Para x € 89(k, 7)

existe 7 dado por

F=r =D

iy |

Tal que: &%, k, 7) = J(X,Ik, 4); entio uma vez que um passo tipo
Renegar ¢ tomado, calculamos 7 e determinamos se este é menor que 7o, Se fnr '
paramos, sendo repetimos 0 passo Renegar. Note que se na iteragdo J, 7 £ o,
ento 4i-1 > 7o ¢ um algoritmo tipo bisecBo pode ser aplicado sobre o intervalo
que definem i e 4 respectivamente para encontrar um 7 que seis quase To;

ver Figura IILS.



Figura IIL5

36 faltarie achar a condiglo sobre & redugéo do intervalo que garaute que
o ponto final obtido estd perte da trajetéria central associada & (F). Buscamos

resolver 1sto considerando o seguinte problema:

"Dado x € 5°(k, 7) e tal que 3(x, k, 4) € 0.1 encontrar uma condigho

sobre ¢ € R para que 6(x, k, v+ ¢) < 0.2".

Auponha que ¢ > 0, entdo ¢+ y— wa >0 e P ’H'ﬁ(') estd bem
H

definida.
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111.2.4.3 — Célculos

onde;

Ay )= i(x) + =g+ 0.7

Yte-r"x

£ T

ngk’?_i_e(x) = Vfi(x) + mrT =H + ﬂ"é T

(7+€—ITX)?
Note que:
Vog,ppc®) =g + &2 ~3) ronde A = 1 Jy-11x

N U2 N S & i it
h@k,'r _H(x) =H+ é'(;\2 AB) 77~ definida positiva.

Posto que:

L-Llso

A2 ]z
Seja:
p = 1/42 —1/A% entBo:

w'ﬁk,'r-'re(x) = A+ Lprst
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[wqpk,’r-i-e(x)]_l s T S

1+ 84

onde:

i = WTﬂ'lw > 0.
HI.Z.&.% — Lema

" B(xk,y+e) = h(xk,y) + Hapt+(Ae=2))
1482,

onde:

&=rh

7 =0
Prova

Imediata.
I11.2.4.5 - i..ema

8(x,k,y+¢) < 2U8[( e+ A PR-A2] + £ e+3

Ale+A)

onde:

A= vy—'.rTx >0e § = s(x:kﬂ)
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Prova

o(x,k, 1+ €) = [|h(xk, 7+ ol _ = |\alek, g+ _
H{x,k,7+¢) ”H+€p 7L

LartQ ) .

= HE(x,k,*y) + o
+84 H(x,k,7+¢)

IR

< [k, 8+ ) H(xk 74
X, K, ¥

H(x,k,7+¢) 14 3p

Mas

Rx X, 0+3)]] _ = Btfpat

H(xk 1+¢)

IR JiJ1re0

H(x,k,1+¢) B

Portanto que:

_ — |ap+(2 -2 . _
Sk v+e) < BHfpad + | (C:p ﬁ( )| Ji 1440
+

4 ép

< Btgpar+ Lot )| /7
< Tagpdr + Qplal+ D DT
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&.p.g. Suponha que | T”ﬁ = 1; entéo:
l&] = HTEI < “F”ﬁ "h"ﬂ == § (Cauchy—Schwarz)

Portanto que:

xkrte) < P+ 43 T+ 42 2] /7

5875(1+v/_§) [(e+A)2-A%] + ___e/_ﬁ *+3
AletA)

§.p.g. Suponha § =1 entHo:

6(x,k, y+¢) < 280[(e+AN-A + L ¢+
Ale+A)

onde:

A___ey.—g'Tx} Ded= S_(}t,k,‘?)

111.2.4.6 — Lema

Seja x € 80(k,7), ¢ > 0, §(x.k,7) < 0.1.

T

Se A = q—1-x> 20 entdo d(xk,y+¢) € 0.2..

Parac<—A + 4 A9+—1.

44
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Sendo §(x,k,7+¢) £ 0.2.

Para ¢ <min{— A + 4 A? + L ik 1.

4 20£-A

Por I11.2.4.5 ¢ g hipdtese temos que:

3k, 1+e¢) < L4 ((e+A)2-A2) + —f 4+l (I11.15)
5 Ale+d) 10

Note que se A > 20 entio 231 ¢ e<-2 ¢+ 8L = B (¢4 A);

204 204 20 204

portanto:
£_¢ <oos (111.16)
A (e+4)
Também como ¢ < —A + 4 A%+ l-éentﬁo (e+A)R < AR+ l? on
4 4

g i s 3" 1 X
= (e+A)i—A%) < —= 0.05 (I11.17)
5 20

Por (111.15), (111.16) e (IIL.17), d(x,k,7+¢) < 0.2.

No caso em que 20~A > 0 segue—se imediatamente pela escolha de ¢;

i.e, (111,16 e (II1.17) s8o satisfeitas.
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II1.3 — O ALGORITMO REINICIAGAO

II1.3.1 — Caracteristicas Gerais
Dado k, 7 € R definimos P(k,y) como o problema de:
Minimizar o, T(x)
Sujeito a: x € So(k,7)

O algoritmo é composto de duas partes. Na primeira parte o algoritmo
comega com um ponto x9 € $0(k0, 4%) (k9, ¢ dados) tal que §(x®, kO, 4%) < 0.25;
L.z, um ponte perto da trajetéria central associada a P(kY, 4%). Também se faz
g§=0; ]=0;i= 0; e escolhemos £ € (0,1). A primeira coisa & fager & calcular o
alcance méximo & regiio pertwrbada desde este ponto (ver I11.2.4); e enquanto a
condiglo (I11.13) em IIL.2.3.7. Se for satisfeita, uma mudanca de k deve ser feita;

iL.e,, um sumenta do valor de k & providenciado fagenda:

7 I3
kit o= 1) T + lki; i=1,2 ..

f f

Seguidamente resolvemos P(ki, 49) ¢ guardamos sua solugo em x5+2; isto
¢ denotado por xs+1 1= SOL P(k}, 4%); s = s + 1. Isto & 0 que representa o passo

mudanga de k na I-parte do algoritmo,

Uma vez que este processo ¢ esgotado, l.e., estamos em uma situagdo
como a mostrada na Figura II1.4 (ver III.2.4.1), um passo tipo Renegar &

realizado com uma redugio do pardmetro 4, i.¢., fazemos:
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.Ti'l‘l = .l /rj + (1 __..1_.) W'T xS
g

xs+l = SOL P(ki, 4i+1)

Seguidamente calculamos o par@metro 7 associado a M e x° (ver

I11.2.2.4) e repetimos isto até que 4 < 7o.

Na segunda parte do algoritmo tem—se um ¥ < mpe P> 7o) entdo um
algoritmo tipo bisegho & aplicado sobre o imtervalo que definem 41 e 4
respectivamente; em cada iteragho deve ser resolvido P(ki, 7) onde 7 é o ponto
médio do intervalo em quest8o. Agora o processo & repetido até obter um ponto
perto da trajetéria central associada ao problema; isto é comprovado com o uso

do Lema I11.2.4.6.
111.3.2 — Dados

B € (0,1) fator de aumento de k e reduglio de 7. ¢ = 0.1 tolerdncia da

proximidade.
kY € R cota superior do custo &timo v* tal que:
ko —v* ¢ QL

xt € SI“{U tal que § = §(x0, k9) < e.

7 € B0, 79 € R tal que D == {x € Bn; wa < 7o} satisfaz:
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(SnD)#¢

q inteiro positivo; q » m; £ inteiro positivo, £> m + g.

T 24

40 ;=77 x0  ————
y 25£2428-5¢

I11.3.3 — Procedimento Geral

1:=0;

j=0;

§:=0;

I Parte

Repita

Enquanto *yi—-?rsz < £ (yi—70) fazer
f+m+tq
Mudanga de k
1= 1+1;
ki = (ﬂ) CT xS + l ki—l;
i Fij

w=0; 0 ;= xs

Repita
Direghio calcular h(£wki, 1) e § = §(¢uki )
Busca resolver aproximadamente
i=A§L§15HN {ogs 5(€9+2h) 1 {42k € SOkE )}
Novo ponto {ul = fu 4+ Xh;
u = utl;

Até que §<0.1
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xS 1=
s=5-4+1;
Paggo Renegar
girti=Lgi 4 (11 7l s
£ £
o= 0 0 = xS,
Repita
Diregéo calcular h(¢e ki, 4i+1) ¢ (o ki, 7i+);
Busca resolver aproximadamente
A= AR?I;%N {Qaki,pyjfl(fu'l'AE) : éu4 b € So(kd, gien)),
Novo ponto futl:= fu 4 Jh
=1u41
Até que 9 < 0.1
tli=fusi=54+ 1;1=141;
Calcular 7 = %73 + (1 —-%) 7L xs;

Até que 71 < 7y

II Parte

=1
b= ;
™ = x3;

Fager 7 := (a+b)/2;
u = 0; ¢ 1= x*
Rapita
Direglio caleular h(fu ki, ) e 6(£2,ki,);

Bueca resolver aproximadamente
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1= ARS%MIN {oys ,(£9+2R) : (a4+Ah € SO(kE,m);
>0 ’

Novo ponto fu+l 1= fu 4 Ah;
u=u+l

Até que §<0.1

xstli=fu; gi=5+1;

Calcular 7 = (1—--13-) ?rTx=+%fy;

Se < 7o entBo fager b = 7; x¥ 1= x5;
Sendo fazer a =

Calcular A = ¢y — xsz

Se A » 20£ entdo fazer p = — A + 4 A2 + L
:4

Senfio fazer p 1= min{-A + A2+1_, _4Ar
4¢ 204-A

Até quea —b < p
111.3.3.1 — Observagio (Saida do Algoritmo)
Seja P(k, 7) o problema:

Minimizar @ T(x)
Sujeito a: Ax <b
Iy ¢k (g—vezes)

T
T X<y

Note que ao final do procedimento geral temos um ponto x* perto da
trajetéria central associada a P(ki, 71) (algum ie i) e 7 é quase 7o; i.e., estd
muito perto de 7o; desta maneira que o processo de reotimizagéo (ver III.1) pode

ser agora completado ao fazer 4l = 7o ¢ rodar o algoritmo infcio desde x* e
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resolver (F). £ importante notar também que x* é um nove ponto interior em
80(ki, 7o) com gap comparével ao gap de infcio. Isto é o que entendemos por

uma boa forma de inicializar um processo de reotimizagdo ponto interiormente,

III.4 — COMPLEXIDADE DO ALGORITMO
II1.4.1 — Lema

Seja J o nfimero de passos internos em uma iteragio do pagso mudanga de

k (I-Parte). Entdo:

1<3+22 Ln(-ﬂi&—)

(4 1)

Prova

Denctemos a cota superior de uma iteragdo externa do passo mudanga de

k por k', e a cota superior da iteragio anterior por k.

As iteragBes durante esta iteragio externa sHo denotadas por

x9, x4, ..., x']; onde x? é o iterado ao comego da iteragio exterior.
De 116 em I1.5.3.3 ¢ pela definiglio de ¢y 7(.):
p x) 1= ) e nGr—rTx) ¢

1 T 1
<, (x0) -~ =] —LLln(y—7"x0) = (x0) —=—1
K7 )= 0,
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J 1
Pp (X)) S (x0) -] (111.18)
Ky kv 22
Como & cota superior é atualizada ao comego da 1teragio externa, temos
(k‘—ch“
P (30) — oy (20 = i, (x0) - f(x?) = — g Ln(F=—)
k-c"x?0

- -ala() = a1a(p) (IIL.19)

Mas ainda:

CTJCJ)

chxJ

sak.,,,(x‘]) — 9y x)) = - q Ln(X=S X
Agora por definigio de k':

T I g 0 0oLyl
k—cl xI plk'—c x)+(cx cx)
> fk'—c  x0)

Portanto que

(e Tx) (k' Tx)
(k—chJ) ﬂ(k'—ch")

T._J T 1
—qLo®®T) 5 gpn ki xT)y
(k‘—chJ) (k‘-chU)
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Portanto

L]
— P10 (xJ) {—¢ (xJ) +q Ln(—k—'c—x—l-) (111.20)
Ky k7 T
Ak'-c ~x?)

Substituindo (I11.19) e (111.20) em (II1.12), temos que:

(L]
3 S - La() - ) + ln (2
22 Ak Tx0)

Como x% é aproximadamente central, ento:

Py X0 — ¢ (x(K,7)) < 0.1

Portanto que:

P (X0 = oy x)) ¢ %5 + oy &) _ Py T(xJ) <L
! 10

E agora temos que:

Lishmalap) + aln (—kilf—l) (111.21)
fk'- ch“)

Note que por 11.5.2.4 tem—se:

K —clgoy k—clxo > (1 —/—1_-) (k — ch(k))
q
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E portanto:

1T < 1 - (111.22)
Alk'—cTx%)  A(1- - (k— " x(k))
I

Mas ainda,

(k'—chJ) = (k——chJ) + (k'—k) = (k—ch']) + (—1;@ (k—ch")
<(x—cTx) + (1—;’3) (k—c"x(k))

<1+ 1) (= Tx(k) + fl—;@ (k= Tx (X))
g

<1+ L (e Tar)) + O (e Tx(re)
4
g

~ (@A 4 (14 L) (e Te() (111.29)
g Ja

De (111.22) e (111.23) tem—se:

14 A
T (ﬁ)+(1+ )

k'=c"x < \/—q

k'~ x0) g1 — L)

/a

" Portanto que (111.21) é:
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4+
o (ﬁ) ( J_)
—JSE—an(llﬂ)+an( 99

22 p(1- L)

/a

—J<—+Ln(ﬁ——3&——)

0 g g

ou

J<3+422 Ln(g'—hCL)

#(/ 4-1)

I11.4.2 — Proposigdo
O nfimero de iteragBes tipo mudanga de k & estritamente menor que:

—L
O(1+ﬂ :

Note que no pior caso a condigho (II1.14) em II1.2.4.1 ¢ vélida até que o

algoritmo infcio retorne a seu k inicial.
II1.4.3 — Proposigio

O nhimero total de iteragBes tipo mudanga de k é estritamente menor que:

L (3+22In (iJEL—)) O(L)

1+ﬂ (4 ¢-1)
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I11.4.4 — Obeervagio

Note que o nlumero total de iteragBes externas desta primeira parte do
algoritmo é estritamente menor que o nimero total de iferagBes externas do

algoritmo inicio aplicado ao problema:

Minimizar a'Tx
Sujeito a: Ax<b

Ty < k (g—vezes)

Portanto que o nmero total de iteragiies externas na primeirsa parte do

algoritmo & menor que O(—l- L).
4f

Note também que wm passo tipo Renegar & 1déntico a um passo geral do
algoritmo inicio; por isso, o nlmero total de iteragBes tipo passo Renegar é
estritamente menor que o nimero total de iteragBes do algoritmo infcio (ver

I1.5.3.4).

A segunda parte do algoritme reiniclagBo gera uma segiidncla de

intervalos I, J =0, 1, 2, ..., tal que:
£(1;) = comprimento de Ij = (a—-b)/?‘J
onde:

b:"rj (:"rj'1=a,
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Entao:
) = 0y’ (a-b)
Note que esta parte termina se:
&) (a-b) < o
9
ou

j Ln(:l_;) + Ln{a—b) < Ln(p)

Portanto que:
3 < Ln(a—b) — Ln(p)

Agora pela definigo de p, p € de ordem ('T—ITX); §.p.g. Suponha gue
’y—rTx > 2 Vientgo Ln(p) > —L; ou — Ln{p) < L; finalmente:

J < L + Lnfa-b)

O ntmero total de iteragles externae da segunda parte do algoritmo

reiniciagdo & menor que L.
1.5 — AGREGACQAO DE UM CONJUNTO DE RESTRIGOES

Considere de novo o problemas
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Minimigar ¢ rx
(F)

Sujeito a; Ax < b

Suponha conhecido o ponto x0 € Sf'{ tal que:

§(x%k) € 0.1 para algum k € K.

Também suponha que perturbamos o problema (P} quando agregamos o

conjunto de restrigles:

onde 7; € Rn; w? eR;i=1, .., p.
O problema que agora ge quer resolver é:
T

¥
Minimizar ¢ " x

Sujeito a: Ax<b

Concretamente, desejamos fazer a reinicializagiio do problema (F).

Tal reinicializagio pode eer realizada fazendo uso do algoritmo reiniciagao

COmo eegue:
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j=1
Repita
Reinicializar o problema
Minimizar ch
Sujeito a: Ax<b
'.f?x <
Fazer
A b
A=()eb=()
Tj i
ji= 1

Atéquej=p+ 1.

Note que a complexidade deste procedimento ¢ igual a p vezes a

complexidade do algoritmo reiniciagio (ver I11.3).

I1.6 — AGREGAGAO DE UMA VARIAVEL NO PROBLEMA ORIGINAL

I11.6.1 — Obsgervagao

Clonsideremos agora o caso de agregar varidveie ao problema (P). A razio
desta consideracBo & que em principio estamos interessados na resolugdo de
problemas combinatérios, mais especificamente, no problema de Matching
Perfeito (PMP). Este problema pode ser formulado com uma varidvel por cada

aresta do grafo; para grafos completos com n vértices tem—se O(n%) varidveis.

Pensando na eficiéncia computacional o que se faz & considerar g6 um
sub—conjunto de arestas do grafo (pequenc) e para provar gue a solugio 4tima

da relaxacho ¢ solugio dtima do PMP.
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B necessdrio checar que nenhuma das varidveis omitidas aparecem na
relaxacho. Este checamento envolve revisar o custo das varidveis omitidas. 5e o

custo se reduz ento & necessério agregar a correspondente variavel & relaxagéo.

111.6.2 — Obgervagio

De novo considere o problema (P__):

Minimizar ch
(F.L)
Sujeito a: Ax+z="D
220
Suponha que perturbamos (P) ao agregar uma nova varidvel xo € K; l.e,,
considere o novo problema:

Minimizar ¢ ‘[‘x
Sujeito a: Ax + mxo < b
onde 7 € Rm,
(P) pode ser escrito como:
Minimizar ch

Sujelto a: Ax+rxo+z="

70

™



94

Suponha que depois de uma aplicaglio do algoritmo inicio a (P), obtemos

um ponto x € S (algum k) tal que:
§= §(x, k)< 0.1 (111.24)

igual que em III.2. O problema central é a reiniciagio eficiente de (P). A viséo
que nds apresentamos aqui para resolver este problema nfo & tnica, mas é
imediata, usando os resultados de dualidade dados nas secBes anteriores,
reduzimos o problema a um problema de agregagio de restrigdes a (D) (ver

111.2).
I11.6.3 — Obgervagio
Lembramos que o problema dual (D) aseaciado a (P) é:

Maximizar — bTy
(D)
Sujeito a: ATy +¢=0

yzo0
¢ o dual associado a (F) é:

Maximizar — b Ty
Sujeito a: ATY +¢=0 ()
wTy =0

yz0
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Note que:

QAP = clx - (——bTy) = (——ATy)Tx + bTy = —yTAx + bTy

= —yT(b—E—xaw) + bTy = —bly + Ery + xwly + bTy

Se (I11.24) é vélida, ento por 111.2.3.4 existe um y vidvel em (D); mais

ainda, por I11.2.3.5 0 GAP = zry é pequeno.

§.p.g. Suponha entfio conhecido um ponte y perto da frajetéria central

associada ao problema:

Minimizar bTy
®
Sujeito a: Exy £ c
onde:
A:H —C ]
A="A"1¢ R(2n+m)xn; o I ; c gintm
~1 J 0]

Agora podemos aplicar duas vezes o algoritmo reiniciagio a (f’)

Tyf 0 e —wTyﬁ 0 respectivamente, ¢ assim ter

agregando as restrigles: 7
resolvido o problema de reiniciagio de (]3) De novo pelos resultados I11.2.3.4 ¢
111.2.3.5, obtemos o desejado; i.e., um ponto dual vidvel (agora ponto vidvel de

PY)) com um ap pequeno; portanto que o problema inicial de reiniciagho fica
g
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resolvido. Todo o resto do processo de reotimizagio, ac lgual que a agregagio de

um conjunto de variaveis é andlogo ao tratado de II1.2 ¢ IIL.S,
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CAPITULO IV

ALGORITMOS DE PLANOS CORTANTES PARA RESOLVER
O PROBLEMA DE MATCHING PERFEITO

V1 — INTRODUGAO

O problema de Matching Perfeito (PMP) é um dos problemas
fundamentais da otimizagho combinatéria. J. EDMONDS [12] provou em 1965
que o problema é polinomial, mostrande um algoritme cembinatério ds ordem
clibica; mais ainda, foi o primeiro & falar sobre um "bom algoritmoe''; lembre que
é ao comego da década dos anos 70 que se di inicio a teoria de complexidade
computacional. Edmonds encontra uma descrigio poliédrica do PMP, dando
uma descrigio completa e n#o redundante dae facetas (faces maximais) do
poliedro. O ntmero de facetas é exponencial no nfumerc de vértices do grafo; no
entanto, Edmonds uwsa & estrutura do conjunto das facetas para obter um

algoritmo que roda em tempo polinomial no nimero de vértices.

E bem sabido que na prética o algoritmo de Edmonds e suas variantes
resultam pouco aceitaveis; isso devido & prande complicagiio dos mesmos.
Melhoras neste sentido s8c conhecidas nos trabalhos de LAWLER [41],
BALL-DERIGS [3].

Ums outra metodologia para resolver o PMP & baseada em Programagéo
Linear (fazendo uso da boa caracterizaglo poliedral dada por EDMONDS [12)).
O primeiro trabalho deste tipo foi publicado por GROTSCHELL-HOLLAND
[35] em 1984. Eles apresentarn a implementaglo de um algoritmo de planos

cortantes que usa ¢ conhecido método Simplex.
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Fundamentalmente, wm algoritmo de planos cortantes resolve em cada
iteracdo nma relaxagho do problerﬁa, e um problema de separagho. Um algoritmo
polinomial para resolver o problema de separaciio no PMP foi desenvolvido por
PADBERG-RAQ [46] em 1982. Tal algoritmo n#ic é bom na pratica e

Grotschell-Holland usam um conjunto de heuristicas antes de fazer uso dele.

Temos entdo que o algoritmo de Gratschell-Holland € um algoritmo
néo—polinomial que reselve o problema relaxado com o Simplex e o problema de
separagio com boas heuristicas em lugar do algoritmo de Padberg—Rao. Na
pratica este método funciona muite bem em comparagio com os algoritmos

combinatérios de Matching.

Fazendo uso do método dos elipsbides para resolver a relaxacio do
problema ¢ do algoritmo de Padberg—Rac para resolver o problema de
geparagho, obbém—se wm algoritino polinomial de tipo plancs cortantes que

resolve o PMP,

Infelizmente na prética tal algoritmo é ruim. E importante notar que em
cada iteraglio de nma metodologia de planos corfantes tem-—se uwm programa
linear que é a relaxagiio do Problema de Otimizag¢io Combinatéria (POC). A
maneira standard de resolver estes programas lineares ¢ usando o método

Simplex. Cada ponto gue é vidvel no POC & viavel na relaxagéo.

Geralmente entre uma iteragio e outra sBo agregados planos cortantes; e
& soluglo vidvel dessa iberaclio, no € mais vidvel na seguinte relaxagio; mas
como & agregacho de restrigBes significa a agregacio de varidveis no problema

dual associado a tal relaxagio; se agora damos o valor zero a tais varidveis,
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entlic obtemos um novo ponto dual vidvel e podemos resolver ¢ problema
fazendn use do SIMPLEX-DUAL [6]. Depois do auge dos métodos de pontos
interiores na resolugio do problema de programacio linear, é natural a seguinte
pergunta: B possivel comstruir uma boa metodologia de plancs cortantes para
resolver o PMP gue use uwm algoritmo polinomial tipe ponto inferior para

regalver os problemas relaxados 7

Naote que a maior dificuldade da aplicagdo de pontos intericrss numa
metodologia de 151&1105 cortantes estd no processo de reotimizagho, isto 8, depoils
de agregar um corte; no dual, nossa saluglo é vidvel mas nfio & interior {i.e., ndo
é estrita,mente'positiva), portanto é necessario desenvolver uma metodologia

para obter wm nove ponto interior dual vidvel quando um corte é agregada.

As respostas da pergunta anterior comegam com o trabalho de
J. MITCHELL [44]; ele usa uma variante KARMARKAR [37) para resolver o
problema dual associado & relaxagio do POC. Também apresenta uma
metodologia para obter um ponto interior depois de agregar novas reetrigdes ac

problema relaxado.

Neste capitule apresentamos uma metodologia de planes cortantes para
resolver o PMP usando um algoritmo de pontos interiores gue segue a trajetiria
central (algoritmo infcia no Capitula II) para reeolver o prablema relaxado, & o

algoritmo reiniciagio (Capitule IIT) para o problema de rectimizagio.
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IV.2 — O PROBLEMA DE MATCHING PERFEITO

IV.2.1 — Formulagiio do Problema

Considere um grafo ndo dirigido G = (V, E) e um conjunto de arestas
M C E, diz—se que M ¢ um Matching em G se ndo existem em M duas arestas
com um extremo comum. Sejam = |V| e n = |E|, m—par. Um matching M ¢ E

de cardinalidade m/2 se diz um matching perfeito em G.

Note que e M é um matching perfeito entlo cada vértice em V é extremo

de exatamente uma aresta de M.

Seja ¢: B +R uma fungio de custo sobre as arestas do grafo G. Para um

matching M, o custo de M esté dado por:

cM)= % ¢.
()eem

QO Problema de Matching Perfeito (PMP) consiste em achar nm matching

perfeito em G com cueto minimo,

IV.2.2 — Formulagéo do Problema como Programa Linear

Seja A € R™m a matriz de incidéncia aseociada a G, Seja ¢ € R® um custo
1
dado sobre as aretas de G,ee= | 1 | ¢ Rm,

O problema de matching sobre G pode ser formulade como:
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L3}

Minimizar ¢ x
(FM)
Sujeito a Ax<e

x€{0,1}n

onde {0, 1}n := {x eBr;x; =0oux;=1 ¥i=1, ., nh

Para o PMP basta considerar o glsbema:

Ax=a=e

xe {0, 1}n

Note que o problema relaxado ageociade a (PM) é dado por:
Minimizar ¢ x
Sujeito a: Ax e

x>0

[

Se o grafo & bipartide entin A & totalmente unimodular ¢ os pontos

extremos do poliedro

Si={xechn: Ax<e x>0}

representam matchings.

Para prafos em geral, isto ndo € verdade, como mostra o seguinte

exemplo:
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Considere o grafo completo ki

A relaxagio do PM é:

mMaximizar x1 + %3 + xa
Sujerto a: X1+xs =1
¥ +xzfl
+xg+xasl

X1, ¥gy Xa » 0

A fmica solugdn Atima deste problema &:

x = (1/2,1/2,1/2).

IV.2.3 — Caracterizagio da Envoltéria convexa das SolugBes do Problema

Considere

PM(G) = CONV{x éR: Ax {e,x; =0oux=1;i=1 ..,n} e
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P(Q) :=CONV{x R Ax =¢,xj=0ouxj=1;j=1, ., 0}

Existe uma bijeclio entre os vértices de P(G) e (P,(Q)) os matchings

perfeitos (xaatchings) em (.

O teorema central de J. EDMONDS [12] pode ser enunciado como segue:
Teorema (J. Edmonds, 1965)

Para cada grafo G = (V, E), P(G) é o conjunto de solugfies do sistema:
(1) Ax=e

(2) fgxgl(iwl -1V wV:|w| éimpar
2

(1) x20
onde
wweli“
€
Tw,' =1seje{jeE:j=(v,v);v,v' € w}

= D caso contrario.

Analogaménte Edmonds proveu que PM(G) é o conjunto de sclugles do
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gigbema:

xi-l-(lwl -D)VYwCV: |w]| é iImpar
2

A restrigho (2) é equivalente a restrigBo:
T . ,
(4)  mp_x21 YwC Vifw| é fmpar
onde

Ty € Re

(ry_gli=1loei€Ej=(v,v)ivew, v eV-w
= 0 cago contrario

Na literatura as restrigdes (2) s8o conhecidas como restrigdes de cortes

Impares e (4) como restrigtes cliques.

Agora podemos escraver o PMP como:
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Minimizar ch
Sujeito a: Ax=e

ng <L (|w] —1)¥w C V: |w|dmpazx
2

x»0

ou equivalente ao problema:

Minimizar ch
Sujeito a Ax=c¢
T
— Ty XL VWLV | w|—{mpar

x>0
Também o PM pode ser escrito como:
Minimizar ch

Sujeito a: Ax < e

(|w|-1) ¥w C V: |w|-Impar

ou equivalente ao problemas:

Minimizar ch
Sujeito a: Ax<e
T .
— Ty_® £ -1 Yw O Vi |w| & Impar

x>20

Note que fazendo A =

-1 0

Al _ e
} eh = { } o PM pode ser escrito como:
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Minimizar ch
Sujeito a: Ax < b

T .1 |
T < (lw{-1)

Yw ( V: |w|—impar.

Lema (Relag8o entre 0 PMP ¢ 0 PM)

Seja B uma cota superior da fungdo objetive do PMP; L., ch < B,

Yz € P(Q) defina c. =B —c,, YecE. Entlo qualquer soluglo étima do

problema:

Minimizar ¢ x

Sujeito a:x € Py (G)
é solucBo dtima do problema:

R T
Minmimizar ¢~ x

Sujeito a: x € P(Q)
Prova

Se x € P(G) entlo:

x=Bm—ch

2

Ty = Belyx —ct

ou
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—ETx= ch—BI-n-
2

portanto qualquer solugdo dtima do problema

.. T
Minimizar ¢ x

Sujeito a: x € P(G)
é uma solugio Stima do problema:

e . -T
Minimizar — ¢~ x

Sujeito a: x € P(G)
¢ VICe—Versa.

Se x ¢ uma tal solugdo dtima, entdo:

il Ty BR ¢ B-_BR. B
2 2 2

Pela hipbtese.

M

Seja x7 o vetor incidente de um matching M em G. Se M nio é perfeito

entdo
_ Ty > B(1-1
2

e portanto xM pode néo ger dtimo do problema:
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_ -T
Minimizar — ¢ x

Sujeito a1 x € Py,(G)

Agora todos og pontos extremos de PM(G) o vetores incidentes de

matchings; portanto, qualquer solugéo dtima de

Minimizar — ch

Sujeito a: x € Py,(G)

¢ uma combinagio convexa de vetores incidentes de matchings perfeitos e

portanto & uma solugio dtima de:

e T
Minimizar ¢ x

Sujeito a: x € P(Q).
IV.2.4 — O Problema de Separagio
Problema
Dado um vetor x € Re decidir se x € P(G).
Se x nio estd em P(Q), encontrar um hiperplano que separe x de P(G).
P(G) consiste de todos os x € R® que satisfazem (1)-(2)—(3). E muito

facil verificar se x satisfaz (1) e (3). Se x nfo satisfaz (1) e (3) entlo diretamente

temos o hiperplano geparador.
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Note que o ntimero de restrigdies tipa (2) (ou tipn (4)) é exponencial em
|E| =n; portanto é proibide verificar todas uma a uma. No enfanto, o
problema de separag8o para (4) pode ser encaixada num problema de atimizag8a

e pode ger resolvido em tempo polinomial.

Suponha que x satisfax (1) e (3). Considere os valores xe (e € E) como as
capacidades dog arcos de (3 e agora encontre um w* CV, |w*|—dmpar que
minimiza w"‘l‘r_wx; é claro que se 'H';‘I;-__W*X > 1 entdo como w;l}_wx > w;l}_w*x >1
para todo wCV, |w|—dmpar, x satisfaz todas as desigualdades (4); caso

contrario w\'l}_w*x 2 1 deve ser agregada como restrigio.

Este algoritmo de Padberg—Rao para recolver o problema de corte Impar
(0dd cut problem) & uma variante do algoritmo de GOMORY-HU [16] para

determinar um corte minimo num grafo. A ordem deste algoritmo e | V|4,
IV.3 - ALGORITMO PARA O PROBLEMA DE MATCHING PERFEITO
IV.3.1 — Caracteristicas Gerais

Considere G = (V, E) um grafo néo—dirigido dado e |V| par. Seja ¢ uma
fungBo de custo sobre as arestas de (3. Suponha que o Grafo G & completa, senBo

complete com arestas de custo zero.

Em cada iteragio do algoritmo, se resolve um programa linear usando um
algoritmo polinomial tipo trajetéria central, o qual é uma variante do algoritma
de Hertog—Ross—Terlaky (ver Capitulo II); depois, é analisada a solugho cbtida
e novog cortes ou novas variaveis sBo agregadas., A anélise se faz com a solugho

do problema relaxado ¢ uma solugio conhecida do PMP.
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Uma solugBo vidvel imicial da PMP pode ser encontrada usande uma

heuzistica tipo Greedy (mo mostraremos adiante).

E claro que o5 novos cortes serio agregados quando a solugio do
problema relaxado ndo for inteira; no algoritme, chamamos as rotinas de cortes
ge ag solugdes do relaxado e do PMP sio diferentes. A necessidade de agregar
novas varidveis pode acontecer, pois ndo se trabalha com todo o conjunto de
varidveis. A restrigio de um subconjunto de varidveis é computacionalmente
necesséria nog problemas grandes. A relaxagio inicial envolve gd um subconjunto
E C E de arestas. Para cada vértice v € V achamos o subconjunto formado pelos
N arcos (1 4 N £n—1) de menor custo incidente a v; entia & a unific desses

subconjuntos.

Pare garanfir que existe um matching perfeito no grafo modificado,
fazemos E = EUM onde M é o conjunto de arcos de um matching perfeito

encontrado com um procedimento tipo Greedy.

Em [35], Grotschel e Holland escolhem 5 < N < 10. A otimalidade global
do problema é testada através do critério de custos reduzides. Se temos uma
solugdo Htima do problema relaxade, entéo fazemos uma revigio dos custos das
variadveis omitidas. Se a funglo objetivo se reduz, entBc é necessério agregar as

varidveis correspondentes & relaxagéo,

A determinagBo de cortes & feite com duas heuristicas de
(drdtschel—Holland; o algoritmo de Padberg—Rao sé & usado no caso em que

ambas heurfsticas falham (isto garante a convergéncia finita).
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Note também que por estar trabalhande com metodologia de pontos
interiores, cada vez que agregamos novos cortes ou novas varidveis ao problema
relaxade devemos fazer uma reiniciagBo do problema (encontrar um noeva e bom

ponto interior) antes de aplicar de novo o algoritmo infcio (ver Capitulo II e III).

IV.3.2 — Soluglo vidvel Inicial do PMP

Usamos um procedimento tipo Greedy para encontrar um matching

perfeito no subgrafo (V, E) como segue:

1) Encontrar uma ordenagBo (crescente) das arestas em E com respeito acs

cuetos. (Use por exemplo o algoritmo Quicksort).

2) Encentrar um matching M ¢ E usando a ordenaglio como segue:

2.1 Egcolher uma ordenacglo o dos vértices.
2.2 Marcar todos os vértices como ndc—casados M = ¢
2.3 Enquanto i < m fazer

Se 1 é niv—casados entdo
Encontre j com:
cyj = min{cij,: j' 680 nBo—casados)
Agregar (i, j) a M; M = M u {(i,))}.
Marcari e j como casados

1=141.
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2.5

2.6
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Otimizacio do matching local

Enquanto existam i, j, k, £€ V com (i, 1); (k, ) e M e ¢35 + Cpp 2
> Cik + Cje
Fager M := (M U {(i,k); (3,9}) — {G.1} (&0}

Completamento

Se M néo é perfeito entio
Para cada par de vértices i, j € V tal que:
(i,i) € E —E e, j 580 ndo—casados

Fager M := M U {(i,{)}.
(Viabilidade garantida)

Para garantir a viabilidade do sub—problema definido sobre E,

fager £ = E U M.

Note que ao final deste procedimento ternos um matching perfeito

M sobre o subgrafo (V, E). No que segue, denotamos com o
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vetor incidente de M.
IV.3.3 — Relaxagio Inicial do PMP

Seja M C E € E o matching perfeito inicial e «M seu vetor incidente. Note
T .M

que ¢~ X da& uma cota superior do valor de:

¥

Minimizar ¢ rx

(PMP)
Sujeito a: Ax=c¢e
3; _{l(IWl-—l)VwCV | w|—{mpar
2
x20;x¢€ RE

Seja B = chM e defina a fungio objetivo modificada T

x onde
ce=B—ce (2€ E); entdo pela relagio entre o PMP e PM, qualquer soluglo

6tima do problema:

Minimizar — ¢ 2 x

Sujeito a: Ax<e

T g

< L (1w]2) Yo £V w-tmper
xzo,xeﬂh

é soluglo Stima do PMP.

No gue esgue, procura—se regolver o problema anterior.

Note que o problema pode ser escrito como:
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Minimizar — ch

Sujerto a: x<b

ng <1 (lw]-1) Vw ¢ V: |w|—impar
2

onde:

A= [ ﬂ ¢ Rmtmn, § U e K0 5 |5
- 0

e o problema relaxado que consideramos é:

Minimizar — ¢ x

Sujeito a: Ax <b

O ponto inicial para resolver este problema com o algoritmo Inicio é

escolhido como no Capitulo II.
IV.3.4 — Arredondamento de SolugBes

O algoritmo melhora a solugdo xM de problema combinatério com um
arredondamento da solugdo &tima do problema relaxado x a uma solugBo vizinha
do problema combinatério.

Com o arredondamento das solugtes, temos que:

i) Como a soluglo 6tima do problema relaxado pode ndo corresponder a um

ponto vidvel do problema combinatério, o arredondamento assegura que a
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solugdo obtida ao final do algoritmo é uma solugio &tima do problema

combinatério e nio um ponto préximo na envoltéria convexa perto desta.
(i)  Asrotinas de separagiio podem n&o ter que se chamadas.

E claro que M T Mo T M_pm_p_pm_ B(2-m)/2 ¢
2 2

uma cota superior do valor de

Minimizar 2 = — ¢~ x
Sujeito a: Ax<e
T

X S.l(jwl——l) Vw € V: |w|~fmpar
2

x>0

X€ IllEl
e também de sua relaxaggo.

Sex# M entso arredondamos X para encontrar um matching perfeito M

-

M vetar de incidéncia de M. Seja

< kM entfo atualizamos xM com xM e kM com kM. Se

cujo valor comparamos com kM. Seka x
KM= ETxM. se kM

M

< z ent8o fazemos x = xM, z = kM.
Determinagio de M
1)  Inicializagio M := ¢

2) ParaecE
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Sexe > 0.5 fazer M = M U {e}
3)  Se|M| < m/2 entio
Para cada par de vértices i, j € V tal que: (i,j) € E — (E U M) e i,j séo
néo—casados
Faser M = M u {(i,))}.
4) Enquanto existam i, j, k, £€ V com (3,3}, (k&) € M e 3j + Cpp 2 Cik +
+cj€; fazer
M = (MU {Gik), GO} — {(Li) kO}

IV.3.5 — Rotinas de Separacio

Suponha no gue segue que a golugdo Gtima do problema relaxado x é
fracionéria. Agora comstruimos um grafo capacitadeo Gix o qual represente a
solugBo do PL. (x sera a entrada da fase de reconhecimento de cortes (ou planos

cortantes) no algoritmo da forma seguinte:
Seja Gx = (V, Ex)

onde:
Ex:={e€E;x.> 0}
Defing as capacidades dos arcos como:

'O:Ex"R_l_
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tal que

o(e) 1= X

A solugho dtima do PL x é fracicnéria e portanto nfo pertence a P(G).

Desta forma temos que achar um plano cortante,

Nota

As rotinas de separagio envolvem trés estados:

Defina Ex como antes e use DFS (Depth First Search) para encontrar as
componentes dao grafo (V, Ex). Se gqualquer das componentes impares
(componente com um nfimero impar de nés) viola a correspondente

restrigio de corte impar entdo agregar esta restrigio & formulagin,

Se no primeiro passo nfo encontramos nenhuma restrigio viclada, ent8a
definimos E!:={e€ E;xe > 0.3}, Usamos DFS parsa achar as
componentes do grafo (V, El). Se qualquer das componentes impares
viola & correspondente restrigho de corte Impar entdc agregamos esta

restrigao & formulagio.

Se nenhuma reetrigio de corte impar é encontrada nos dois passos

anteriores, Ent&o chamar o procedimento de PADBERG-RAO [44].

Agora temos todas as condigBes para apresentar uma descri¢io

esquemética do algoritmo, Ae possiveis variaglies do esquema geral dependem
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das implementacties do mesmo.

IV .3.6 — Descrigio Esquematica do Algoritmo

(11)
SIM REINICIALIZA
saB4GsNJUﬁTe o A
DE VARTAVEIS RELAXADO
VIAVEL DO PMP (x")
SIM
(3) (12) 4
ATUALIZAR A SOLUGAG | g A )

DO PROBLEMA RELAXADO" ATUALTZAR A SOLUCAC

{x) X DA RELAXAGAO
l, (4) . T 1 T
ARREDONDAMERTO DE X
(8)
| REINICIALIZA
_ norruas ns> Raiad o PL

RODAR ROTINAS DE
SEPARACAC
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Comentérics do Algoritmo
Caixa 1

Em alguns prablemas o trato com o nfimera de varidveis e/ou restrighies &
proibide. E por isto que se faz necessério tirar os valores de algumas delas antes
de formar o PL relaxado inicial. No caso do problema de matching perfeito
temos uma varidvel por cada aresta do grafo; no grafo completo com m vértices
temos entdo O(m?2) varidveis. Mas é clara que muitas destas arestas néo
aparecem no matching perfeito &timo e portento que suas correspondentes

varidveis podem tomar valor zero.

O PL inicial que se escolhe envolve um subconjunta de arestas E C E
formado por exemplo da seguinte forma: para cads nb, encontrar as N arestas de

mener custa que tem a ele como extremes. E & a uniﬁiu destes subconjuntos.
Q N que sscolhem Grétechel-Holland é
5<N<10

note que em geral 1 £ N < n—1.

Gn.i;a 2

My

Usamos um algoritmo Greedy para determinar uma solugio vidvel (x

do PMP (ver IV.3.2).
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Caizxa 3

Usamo o algoritmo inicio (Capitule II) para atuelizar a solugie do

problema relaxade (x).
Caixa 4

Se x # xM entBo fazemos o arredondamento de x para melhorar xM (ver

IV.3.4),
Caixa &

Chamamos as rotinas de separagho se X # xM.
Caixa 6

Ver IV.3.5.

Caixa 7

Se encontramos planos cortantes na caixa 6 entdo vamos & caixa 8, caso

contrério vamos & caixa 12,
Caixa 8
Agregamos as restrigles encontradas na caixa 6 e aplicamos ¢ algoritma

reinicia¢io generalizado, Ao final deste, temos um bom ponto interior desde o

qual podemas aplicar o algoritmao infcio para atualizar a solugln do PL relaxado.
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Caixa 9

Nesta caixa checamos se o GAP é suficientemente pequenoc. Se é assim

vamos & caixa 10, cago contrério vamos & caixa 3.
Caixa 10

Aplicamos o critério de custoe reduzides e determinamos se existern novas

varidveis a serem agregadas. Se € assim, vamos & caixa 11, sendo paramos,
Caixa 11

Agregamos as variavels obtidas na calxa 10 e obtemos um bom ponto
interior (coma na Clapftulo IIT) desde o qual podemos aplicar o algoritmo inicio

para atualizar a solugio do PL relaxado.
Caixa 12

A solugio do PL relaxado ¢ atualizada. Se chegamos a ela desde a caixa 5
on 7, entlo calculamos urn nove ponto. Note que o algeritme inicia (Capitula II)
pode ser aplicado neste caso, posto que o ponto x = xM satisfaz as condigles
dadas em I1.6. A folga z associada a x pode ser escrita como combinagio convexa

das folgas associadas as solugBes basicas vidveis, ie, z=3¥AxzX Ak >0,
k

T Ak = 1; ¢ as coordenadas de cada zk satisfaz:

k

zli‘l_" gL (=1, ., 1)



Portanto que, paracadaj=1,.., 1

z,’=2Akzlj‘22Ak2—L=2—L
k

k
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CAPITULOV
CONCLUSOES

Depois do auge dos métodos pontos interiores para resolver o problema de
programagho linear, foi natural o planteamento sobre & aplicacio desta
metodologia em dreas como: ofimizagio combinatéria, programagio quadratica,
complementariedade linear, programa¢lo convexa, etc. A aplicagho das 1déias de
pontos interiores a problemas combinatérios ¢ limitada., Isto deve—se
fundamentalmente ac sériae dificuldades do problema de reiniciagio que tem que
ser resolvido numa metodologia de planos cortantes para resolver o problema

inteiro,

Cada vez que um novo corte é encontrado, o ponto dessa iteragio se faz
nio—viavel e uma inicializagio "eficiente" do algoritmo ponta interior que seja
uneado ¢ dificil. Nesta dissertagio taie dificuldades foram resolvidas. Os
resultados obtidos tanto a nivel tedrico como a nivel de algoritmos, devem—se as
reflexBes sobre uma inicializaglio eficiente. Na classe dos algoritmos de trajetéria
central (usados aqui) uma inicializaglo eficiente significa a obtengo de um

ponto interior perto da trajetéria central associada ao problema com gap baixo.

Até agora (julho de 1991) n&o conhecemos outro trabalho a ndo ser o de
1. MITOHELL [44] (tese de doutorado defendida em 1988 na Universidade de
Cornell {USA)) que incursione no problema da introdugiic dos algoritmos de
pontos interiores na metodologia de planos cortantes para resolver problemas
combinatérios. Nesse trabalho apresenta—se uma variante Karmarkar para
resolver o problema dual associado & relaxaglo do problema combinatéric. Em

geral, & maneira dele pensar no problema de rectimizagio é a sepuinte: a
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agregagio de planos cortantes na relaxacio significa a agregaclo de varidveis ao
problema dual, as quais com valor igual a zero permitem obter um ponto dual
vidvel mesmo que n&o seja interior; depois desde este ponto ele mostra como
obter uma direcio para achar um novo ponto interior dual vidvel; mesmo gue
este ponto possa sstar muito longe da solugio Atima do prablema perturbado, o

qual ndo & nada bom.

Pela nossa parte podemos dizer que os objetivos centrais da tese foram

todos plenamente cumpridos.
Primeiro

Levantamos uma teoria consistente sobre o processo de reotimizagho na

metodologia de planos cortantes com uso de pontos inferiores.
Segundo

Apresentamos pela primeirs vez um algoritmo de pontos interlores tipo

trajetéria central de 0{y m L) (m — nfumero de restrigdes do PL e L o tamanho

do PL) para a reiniciagio do problema.

Terceiro
Descrevemos em detalhe uma aplicagiio de todos os resultados obtidos,
através de um algoritmo de planos cortantes que use pontos inferiores para

resolver o bem conhecido preblema de matching perfeito,

Os resultados obtidos sobre reotimizaglo fazendo uso de métodos pontos
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interiores ndo encerram o estudo; ainda faltaria:

i) Programar ¢ testar os algoritmos infcio (Capfiulo II) e reinicio (Capitulo

D).

ii) Programar e testar as heurlsticas para a determinacdo de cortes no

problema de matching perfeito (Capltulo IV).

iii) A extensho dos resultados centrais de reotimizacio com uso dos métodos

de redugdo potencial.
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