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Nesta dissertacio é apresentado um estudo sobre os métodos de snakes implicitas
aplicados a segmentacio de imagens médicas, mais especificamente aquelas obtidas
por ultra-sonografia. Primeiramente, é descrita a metodologia dos level sets, sobre
a qual sdo formulados os modelos de snakes implicitas. Em seguida, sfo discutidas
algumas aplicagoes envolvendo os level sets e, principalmente, sua utilizagio em seg-
mentacao de imagens médicas. Com o objetivo de testar e comparar as principais
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Os resultados foram comparados com a segmentacgio manual realizada por dois es-
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In this dissertation is presented a study about the implicit snakes methods ap-
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Segmentacao de Imagens

Segundo Schenke [4], segmentar uma imagem significa particiond-la em regides
nao-intersectantes, tal que cada regifio seja homogénea em relagéo a um determinado
critério. No contexto relacionado &s imagens médicas, a segmentagdo tem como
objetivo delinear estruturas anatdmicas ou quaisquer outras regides de interesse,
tais como 6rgaos e artérias [3] (veja Figura 1.1). Esta é uma tarefa importante,
j& que pode ser usada, em diversos campos da medicina, como por exemplo no
acompanhamento de um feto durante a gravidez, na descricdo das paredes de uma
artéria ao longo de sua extensfo, na separacio de células em uma dada amostra
ou no diagnédstico de um tumor. Logicamente, cada uma destas aplicagdes deve ser
acompanhada de perto por um especialista que dé validade ao resultados obtidos

pela segmentagao automatica.

1.2 Algoritmos para Segmentacao

Embora estes algoritmos possuam os mesmos objetivos - identificar e representar
de maneira eficiente uma determinada area de interesse em uma imagem - exis-
tem indmeras abordagens e implementagbes propostas para que tais metas sejam
alcangadas.

Dentre estas abordagens, podemos destacar dois principios bédsicos sobre os quais

classes diferentes de algoritmos se fundamentam: o da descontinuidade e o da simi-



Figura 1.1: Exemplo de imagem com uma regifo de interesse segmentada. Neste

caso, a regidao é um tumor.

laridade. O primeiro estd relacionado a detecgiio das alteragdes abruptas nos nfveis
de intensidades dos pixels da imagem. O segundo conecta os pixels de uma regiao
comum através da similaridade existente entre eles [6]. Embora possamos até fazer
uso da similaridade, nosso foco estard sobre a primeira classe de algoritmos, na qual
estdo os procedimentos basicos empregando modelos deforméveis. Neste contexto,
optou-se ainda pelos modelos continuos com formulacao implicita, onde se localizam
os algoritmos baseados em curvas de nivel (level sets). A Figura 1.2 mostra uma

classificagio para estes algoritmos.

1.3 Imagens de Interesse

A fim de restringir a drea de pesquisa abrangida por este trabalho, decidiu-se por
estudar a aplicagéio dos algoritmos de modelos deforméveis na segmentacao de ima-
gens médicas. Assim, restaria ainda observar em qual tipo de imagem médica:
imagens de raios x, tomografia computadorizada, ressonéncia magnética, ultra-
sonografia, dentre outras. Apesar da aplicabilidade de alguns dos algoritmos estu-
dados em mais de uma destas classes, trabalhou-se principalmente com as imagens
geradas por ultra~sonografia.

A ultra-sonografia, também conhecida como eco-grafia, é um método diagndstico
que aproveita o eco produzido pelo som para ver em tempo real as sombras produzi-

das pelas estruturas e drgdos do organismo. Os aparelhos de ultra-som em geral uti-
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Figura 1.2: Classificagio para os algoritmos de modelos deforméveis.

lizam uma freqiiéncia préxima de 1 MHz, emitindo através de uma fonte de cristal
piezoelétrico que fica em contato com a pele recebendo os ecos gerados. Conforme
a densidade e composicio das estruturas, a atenuacgao e mudanca de fase dos sinais
emitidos varia, sendo possivel a tradugdo em uma escala de cinza, que formara a
imagem dos érgaos internos [6]. A ultra-sonografia é um dos métodos de diagndstico
por imagem mais versateis e presentes na medicina, de aplicacdo relativamente sim-
ples e com baixo custo operacional.

Devido ao processo de aquisigdo, estas imagens possuem algumas caracteristicas
que as distinguem das demais. Dentre elas, podemos destacar duas principais: pouca
definicdo das bordas e presenca de speckles - ruidos multiplicativos localmente dis-
tribuidos. Considerando que os métodos de segmentagio baseados em snakes fazem
uso, geralmente, de informagoes extraidas do gradiente da imagem, as caracteristicas
destacadas acima tornam a segmentacdo de ultra-sonografias um trabalho relativa-
mente distinto das demais aplicagbes em imagens médicas, j4 que o gradiente nao
seria suficiente para deter a evolugdo da curva nos pontos de bordas mal definidas.

A Figura 1.3 mostra alguns exemplos de ultra-sonografias. Repare a dificuldade



em definir com precisdo a fronteira entre uma determinada regido de interesse -
drea central mais escura - e o resto da imagem. Obviamente, a correta definicdo da

fronteira da drea de interesse devers ser apontada por um especialista.

Figura 1.3: Amostra de algumas ultra-sonografias. Considere, neste exemplo, as
regiGes mais escuras como sendo de interesse. Note que estas nao possuem suas

bordas bem definidas.

1.4 Proposta

O objetivo desta tese é apresentar um estudo sobre os principais métodos de
contornos ativos implicitos aplicados & segmentacdo de imagens médicas. Iniciamos
com uma pesquisa descrevendo o modelo dos level sets, apresentados originalmente
por Osher e Sethian em [7]. Nela, deverdo ser abordados os conceitos de evolugéo
da curva, desenvolvimento da fungao de velocidade, cdlculo da curvatura e do vetor
normal, e manipulagdo de mudancas topoldgicas, como divisoes e unides entre curvas.

Em seguida, serd apresentado um estudo sobre alguns dos principais algoritmos
de contornos ativos implicitos aplicados & segmentagio de imagens médicas. Neste
estudo, separaremos as abordagens em duas classe principais: os métodos que fazem
uso dos regularizadores - agregam informacoes estatisticas da regiao ao modelo de
evolugao da curva - e os sem regularizadores - baseados somente nas informagdes de
gradiente e curvatura.

Sera apresentado ainda um estudo destes algoritmos aplicados, especificamente,
a segmentacao de ultra-sonografias. Os modelos abordados pertencem a classe de
algoritmos de segmentagdo que fazem uso dos regularizadores. Esta estratégia é
usada para prevenir um possivel ultrapassagem da curva de evolugdo nos pontos
onde a borda possui pouca definicdo. Além disso, estes modelos possuem ainda

mecanismos de adaptagio & speckles, caracteristica comum as imagens geradas por

4



ultra~sonografias. Nos métodos de segmentacao sem regularizadores, esses speckles
podem deter a evolug@o da curva em regides que néo representam fronteiras, ja que
eles podem apresentar um valor de gradiente elevado.

Para validar, testar e comparar os métodos estudados, serd realizada a imple-
mentacdo destes algoritmos, bem como a de uma interface grafica que oferega prati-
cidade na interagdo com os modelos de segmentagao. Hsta aplicagdo deverd ainda
ser multi-plataforma - permitir a execugdo em diferentes sistemas operacionais -
e ser desenvolvida em sua totalidade com ferramentas gratuitas, evitando assim a
geragdo de custos no desenvolvimento e na distribuigao da aplicagao.

Este trabalho estd dividido da seguinte forma: o Capitulo 2 introduz a idéia
dos level sets e mostra algumas aplicagées fundamentas sobre esta abordagem; o
Capitulo 3 descreve algumas das principais metodologias aplicadas & segmentagao
de imagens médicas utilizando os level sets; o Capitulo 4 se restringe as abordagens
propostas para segmentacdo de ultra-sonografias; o Capitulo 5 descreve a imple-
mentacao dos algoritmos e da interface grafica desenvolvida para interagdo com o
usuério; o Capftulo 6 ilustra e discute os resultados obtidos; e, finalmente, o Capitulo
7 apresenta algumas conclusoes. Em adicional, nos apéndices podem ser encontradas

algumas derivagoes matematicas omitidas no corpo deste trabalho.



Capitulo 2

Level Sets

Entende-se como borda a curva que envolve um subconjunto regular do plano. Por
meijo dela é possivel avaliar caracteristicas inerentes a este subconjunto, tais como
posicdo e drea. Além disso, é possivel ainda estimar o comportamento deste con-
junto, tal como se ele estd em movimento ou parado, se o movimento é de expansao
ou contragdo e qual a velocidade desta movimentagao, entre outras caracteristicas.

Entretanto, desenvolver um modelo computacional capaz de descrever estas
varidveis de maneira eficiente nao é uma tarefa facil. Foi pensando neste problema,
que Osher e Sethian, em 1987, desenvolveram a metodologia dos level sets [7].

O objetivo destes pesquisadores era fornecer um algoritmo capaz de descrever o
movimento realizado por uma frente de propagacdo. Além disso, este modelo deveria
ser robusto o suficiente para lidar com os estimulos fisicos que poderiam alterar o
estado desta frente de propagacio. Alguns exemplos destes fenémenos fisicos podem
ser vistos quando o vento impulsiona as ondas do mar sobre a praia, quando espalha
as chamas do fogo sobre a encosta de uma montanha, ou ainda, quando a gravidade
e a viscosidade agem sobre a dgua ao ser derramada no chao. Nestes casos, as
superficies em movimento seriam a do mar, a da chama de fogo e a da dgua no chao.
Os estimulos fisicos seriam o vento, a gravidade e a viscosidade.

Como se estas varidveis j4 nao fossem bastante para gerar suficiente complexidade
ao problema, outros fenémenos complicadores deveriam ser administrados, tais como
a divisdo das suas bordas em duas ou mais curvas, ou ainda, o inverso, a unido de
duas superficies distintas em uma tnica. Usando ainda as ilustragtes anteriores, um

exemplo poderia ser tomado se o vento dividisse a linha de frente do fogo em duas



componentes e as movimentasse em diregdes opostas. Em [8], Sethian usa intimeras
ilustracoes para explicar a concep¢do e os problemas que devem ser solucionados

pelo método dos level sets.

2.1 Idéia Inicial

Para tratar, em especial, este tipo de movimento entre bordas ou superficies que
determinam mudangas topolégicas, Osher e Sethian publicaram seu primeiro tra-
balho sobre level sets em 1987 [7]. A idéia principal por trds de sua metodologia
estava em adicionar uma dimensao ao problema, ou seja, a descrigdo do movimento
de uma curva bidimensional seria feita num contexto tridimensional. Além disso, a
abordagem era diretamente aplicdvel a problemas n-dimensionais.

A idéia de se adicionar uma dimensdo ao problema foi contestada por alguns
autores que diziam que a introducéo de mais uma coordenada geraria alto custo
computacional. Estes autores chegaram a descrever tal solugdo como um “ato de
violéncia” [9, 8].

No entanto, desde o inicio das pesquisas, ocorridas no final da década de oitenta,
até os dias de hoje, o modelo de level sets tem se tornado tema para muitos
pesquisadores e drea de grande interesse na literatura cientifica, oferecendo apli-
cabilidade em diversos ramos da ciéncia.

Nas proximas segoes sera explicada com detalhes toda estrutura necessaria para
se resolver um problema de descrigio de bordas através do método de level sets.
Alguns conceitos bdsicos inerentes ao assunto, como fungoes de velocidade, forma
de evolugao da interface de propagacao e forgas de parada, serfo discutidos ao longo
deste capitulo. O objetivo é fornecer o conhecimento necessario para se poder dis-

cutir algumas aplicacGes dos level sets em segmentagio de imagens.

2.2 Conceitos

Como um exemplo hipotético, imagine um pedago de corda com suas extremida-
des coladas, de maneira que ela seja uniforme. Disponha esta corda sobre o chao
ndo permitindo que hajam partes sobrepostas. Uma curva fechada com esta topolo-

gia é dita simples. Caso haja sobreposi¢io de segmentos da corda, esta nao serd
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uma curva fechada simples (veja Figura 2.1). Este conceito pode ser estendido
ao espaco tridimensional, e assim uma superficie como uma esfera, que néo possui

auto-interseccoes, seria chamada de superficie fechada simples.

Figura 2.1: Exemplos de curvas fechadas simples e ndo simples.

Neste trabalho trataremos essencialmente de curvas e superficies simples. Quando
estes conceitos nao se aplicarem, isto serd indicado explicitamente.

Além disso, deve-se atentar ainda para o conceito de frente de propagagao. No
contexto desta pesquisa, uma, frente deve ser entendida como uma curva ou superficie
que separa dois meios que estdo interagindo entre si, isto é, ela representa a borda

ou fronteira entre duas regides [10].

2.3 Movimento

Considere agora uma frente de propagaco - seja uma curva no R? ou uma su-
perficie no R? - separando duas regides e se movendo em diregéo & normal, que em
todo ponto da borda é orientada no mesmo sentido: ou para deutro ou para fora da
borda.

A velocidade com a qual a borda se movimenta pode depender de indmeros

fatores. Uma forma de expressar a fungao velocidade pode ser:

F=F(L,G,I) (2.1)

onde F' é a funcdo velocidade e os pardmetros L, G e I sao os fatores dos quais



ela depende. Segundo Sethian [11], de uma maneira geral, estes pardmetros podem

ser descritos da seguinte forma:

e L : sao as propriedades locais. S80 aquelas determinadas, por exemplo, por

informagOes geométricas locais, tais como curvatura e vetor normal;

e (G : s@o as propriedades globais da interface. S80 aquelas que dependem da

forma e da posigao da interface;

e | : sdo as propriedades independentes, aquelas que ndo dependem da forma

da interface.

Um dos maiores desafios na abordagem level set é produzir um modelo ade-
quado para uma dada fungio de velocidade F'. Este assunto serd abordado mais
detalhadamente na secao 2.6.

Dados a funcéo velocidade F' e a posi¢ao da interface, o objetivo agora é descrever

o movimento realizado por ela.

2.4 Movimento por Curvatura

Para movimentar uma curva, sao necessarias duas informacoes bésicas: diregéo e
velocidade. Como um exemplo de modelo de movimento, podemos tomar a dire¢ao
como sendo indicada pelo vetor normal da curva e a velocidade como dependente
da curvatura. A curvatura mede o quanto varia a inclinag¢do da curva em um deter-
minado ponto [12, 13, 14].

Para exemplificar, podemos pensar em um circulo. Neste caso, a curvatura é
sempre constante, seja qual for o ponto considerado. Vale acrescentar que, quanto
menor o circulo, maior é sua curvatura, dado que seu valor nesse caso serd exata-
mente o inverso do raio.

O movimento da borda serd perpendicular a ela, com velocidade proporcional
& sua curvatura. Deve-se observar que, como a curvatura pode ser positiva ou
negativa, algumas partes da curva podem ser mover para fora enquanto outras se
movimentarao para dentro. A Figura 2.2 ilustra este aspecto.

Neste exemplo, as setas externas indicam que a curvatura é negativa e que por-

tanto, a curva se move para fora. As setas internas indicam que a curvatura é
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Figura 2.2: Nos pontos onde a curvatura € positiva a curva se movimenta para

dentro. Onde ela é negativa a curva se move para fora.

positiva, movendo a curva para dentro. E importante notar que o tamanho das
setas é proporcional ao valor da curvatura no referido ponto [15].

Considerando que o movimento com velocidade dependente da curvatura é um
componente de muitos fendmenos fisicos, existe um esforgo continuo em modelar
mecanismos computacionais para descrever tais movimentos. Alguns trabalhos de-
dicados a modelagem destes fendmenos podem ser citados, tais como [16, 17, 18, 19,

14, 15, 7, 12].

2.5 Representacao

Seja a fungdo z = ¢(z,y,t = 0), de forma que dado um ponto qualquer (z,y) ela
retorne uma altura z referente a distincia entre o ponto (z,y) dado e a frente de
propagagdo no instante de tempo ¢t = 0.

Desta. forma, o grifico de ¢ que intersecta o plano zy exatamente na frente de

propagacao em t = 0 é mostrado na Figura 2.3.
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Figura 2.3: Representacgdo da frente de propagacao.

O gréfico de ¢, representado em cinza claro, constitui a chamada “superficie level
set”. A intersecgdo dessa superficie com cada plano horizontal delimita um level set

A superficie em cinza claro é chamada de superficie level set [11, 8], j& que aceita
qualquer ponto como entrada e devolve um tnico valor como saida: a distancia entre
o ponto e a interface. A borda da interface em cinza escuro é chamada de nivel zero,
ou zero level set. Nela estao todos os pontos que possuem distancia igual a zero.

Sendo assim, é possivel ligar a evolugdo da fun¢do ¢ & propagagdo da interface
em relagdo ao tempo. Em qualquer momento da evolugao, a frente de onda da
propagagio é dada pelo nivel zero da funcéo ¢ (Figura 2.4).

Formalmente, dada uma curva de nivel zero C; no instante ¢, existem trés valores

possiveis para a fungio ¢(e,e,t):

,
> 0, se (z,y) estd fora de C,

$(z(t),y(t),t) { =0, se (z,y) estd sobre de C, (2.2)

< 0, se (z,y) estd dentro de C

Considerando um modelo unidimensional, nés podemos derivar a evolucéo da

frente que é caracterizada pela equagéo
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Figura 2.4: Evolugao da interface ao longo do tempo.

d(x(1),t) = 0. (2.3)

Usando a regra da cadeia, temos entao que

bu(z(t),t) + V(z(t),t) - 2'(t) = 0. (2.4)

Supondo,

2'(t) - n(z(t),t) = Vo (z(t),1), - (2.5)
entao,
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Vé(x(t), 1)

o020 = 190,01 (26)
e assim, a evolugao de ¢ pode ser escrita como
$e((t), 1) + Val(z(t),t) | V(z(t),1) [|= 0. (2.7)

2.6 Escolha da funcao de velocidade

A funcio de velocidade V,, depende de fatores relacionados as propriedades locais
da curva, como curvatura, por exemplo, e de fatores relacionados as propriedades
globais da curva, como forma e posigdo. Isto pode ser usado para controlar a curva
de diversas maneiras. O método original de level sets propos o uso de V,, como sendo

a soma de dois termos

onde V,p é um termo constante de propagacio e V1 é uma fungéo escalar sobre a

curvatura k, que é dada por

o= div( ) (29)

O termo V,g que é determinado por uma “balloon force” é independente da
geometria da frente de propagagio, a qual se movimenta uniformemente com veloci-
dade V,, se contraindo ou se dilatando dependendo do sinal de Vg [20].

Tomando como exemplo o caso em que o modelo dos level sets é usado para
segmentagao de imagens, é esperado que a curva cesse sua evolugao se coincidir com
a borda de um segmento. Isto pode ser realizado através da multiplicagio do termo
de velocidade por um termo dependente da imagem g(z,y). Esse termo deve fazer
a velocidade inversamente proporcional ao gradiente da imagem e pode ser definido

da seguinte maneira:
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9(z,y) = W (2.10)
onde [, é a imagem I apds um filtro Gaussiano definido por:
|2* |+ y* |
Go(z,y) = 27m26='17p(——2(—75—— (2.11)

A Equagio 2.10 é uma das usadas por Perona e Malik em seu trabalho de
suavizagdo de imagens usando equagdo de difusdo [21]. No trabalho original, este
termo foi usado para parar o processo de difusdo préximo as bordas de um segmento.
Através de sutis alteragdes no valor de A, nés podemos controlar a velocidade nas
bordas dos segmentos de forma que ela tende a zero quando se aproxima das bordas.
Com a inclusao desse termo no cédlculo de V,, a equagao de evolugdo da frente de

propagagao pode ser escrita como:

o = oo 1 Vo1 (dio( 20 ) +7%) (212

Modificagoes quanto ao termo de velocidade tém sido propostas por diversos
autores. Por exemplo, Yezzi e seus colaboradores [22, 23] observaram que o termo
de evolugao dado pela Equagao 2.10, em alguns casos, ndo faz a interface parar nas
bordas. Eles propuseram ent&o um termo adicional da forma (Vg- V¢) que faz com

que a Equagéo 2.12 tome a seguinte forma:

o (V¢
o = o Vol (dio( by ) +5) + V-V 13)

Neste modelo, o termo adicional possui fun¢éo dupla quando a curva estd proxima
a borda de um segmento. Ele tem o efeito de atrair a frente de propagagao quando
ela se aproxima de uma borda e de empurrd-la de volta se ela passar da borda.
Note que com a adi¢do do termo (Vg - V¢), a Equagao 2.13 torna-se equivalente ao
modelo de snake geodésica que foi proposto simultaneamente por Caselles et al [1]

e Kichenassamy et al [22].
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2.7 Inicializando a curva

O passo chave em ambas as abordagens, implicita ou paramétrica, € a escolha do
local onde colocar a curva inicial. Considerando que o contorno pode se mover para
fora ou para dentro, seu local inicial determinard a segmentacio que serd obtida.
Por exemplo, se existe um 1inico objeto na imagem e o contorno é colocado externa-
mente a este e com movimentagio para dentro, a segmentacgdo encontrard a borda
externa do objeto. Entretanto, se o objeto tem um furo no meio, néo seréd possivel
obter a borda deste furo. Para isso, a curva inicial deveria ser colocada dentro
do furo e propagada para fora (expandindo) ou posicionada dentro do segmento e
suficientemente mais proxima da borda interna do que da externa. E importante
lembrar que mais de uma curva pode ser usada como inicializagdo do level set.

Neste trabalho foram abordados dois métodos para inicializacio do contorno.
Para obter bordas externas de segmentos de interesse na imagem, foi considerado
um contorno qualquer que envolva o segmento. Esta curva é entao propagada de fora
para dentro (contragdo). Para obter as bordas internas do segmento, nés iniciamos o
algoritmo com um pequeno contorno circular contido na regido delimitada pela borda
externa do segmento e a fazemos expandir. Se o contorno inicial estiver contido no
préprio segmento e este nao for simplesmente conexo, mudangas topoldgicas devem
acontecer durante a evolucao da snake.

Estes dois tipos de inicializacao de curva sio suficientes para analisarmos o com-
portamento das snakes implicitas. Vale ressaltar que, para que a segmentagdo de
determinadas imagens atinjam resultados satisfatérios, a inicializagdo do contorno

proximo da borda almejada pode ser essencial.

2.8 Calculo da fungao distancia

Uma vez inicializado o contorno, é preciso calcular a fungéo ¢ inicial que conforme
foi visto, serd uma distancia com sinal a este contorno (ver Figura 2.5). O cédlculo
pode ser feito através da resolugao da equagao Eikonal [11, 24].

Suponha V,,(z(t),t) > 0. Como a frente de propagacéo se move para fora (ex-
pansdo), uma maneira de se caracterizar a evolugao da frente é calcular o tempo

de chegada T'(z,y) onde a curva cruza o ponto (z,y). Esta fung¢io de chegada estd
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Figura 2.5: Representacio gréfica da evolugéo de uma curva e os valores da fungio

na grade.

relacionada com V,, através da equagao

| VT || Vo =1, (2.14)

e o contorno inicial é, logicamente, o lugar geométrico dos pontos onde 7' é nula.
Quando a velocidade V;, depende somente da posigdo, a Equagdo 2.14 ¢ referida
como a equacao Eikonal. A solugio desta equagio para uma velocidade constante
unitaria d4 para cada instante ¢ a fungho distincia com sinal & curva de nivel zero
de t. O sinal de V,, depende da localizacdo do pixel em relagdo ao contorno. Neste
trabalho, foi usado sinal negativo para pixels internos ao contorno e positivo para
os externos. Uma maneira eficiente para resolver a equagao Eikonal é descrita em
[25].

Com a evolucio da frente de propagacio, a funcio ¢ poderia, em principio,
ser atualizada apenas em uma vizinhanga do contorno atual, dado que isto seria
suficiente para determinar a evolugio da curva. Entretanto, ao fazer isso a fungao
¢ deixaria de ser uma distincia e, além disso, poderfamos néo mais poder fazer a
atualizac@o correta dessa fungdo, dado que partirfamos de valores incorretos.

Como resultado disto, a curva pode parar sua evolugdo préximo a uma borda

sem atingi-la. Uma solugéo para este problema é reinicializar a fungao distancia ¢
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periodicamente. Nds usamos a mesma equagio Eikonal para esta finalidade. Entre-
tanto, deve ser notado que isto pode adicionar um significante custo computacional

ao método level set se for feito freqiientemente.

2.9 Vantagens do Level Set

Existem algumas vantagens associadas & perspectiva de propagagao da frente de

onda utilizando o método dos level sets. Abaixo estao algumas.

e O método é diretamente aplicdvel a dimensoes superiores.

o Alteraces topolégicas como divisido ou jungdo sdo manipuladas naturalmente.
Em qualquer momento a borda é dada pelo nivel zero da fungao, ou seja, a

posicio da frente no instante de tempo ¢ ¢ dado pelo conjunto solugdo de

¢($, Y, t) = O

o Propriedades geométricas sdo facilmente determinadas. Por exemplo, em qual-

quer ponto da frente de propagagio o vetor normal é dado por

- Ve
[ Vo

n (2.15)

e a curvatura é dada pelo cdlculo do divergente do vetor normal, isto é:

) ngﬁ . Qbm-ﬁb;z/ - 2¢m¢y¢my + beyﬁbi
Vel (9% + 45)%/*

k=V (2.16)

e O método permite tratar apropriadamente os cantos da frente, dada uma

adequada, escolha de pardmetros e modelos.

e Controle de resolucao através de pardmetros como Ah(espagamento entre as

células da grade) e At (passo de tempo)
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2.10 Complexidade

Uma maneira interessante de se calcular o custo e a eficiéncia de um algoritmo é
analisar sua complexidade tedrica [26]. Para resolver um problema de fazer evoluir
uma, curva, de nivel num espago de dimenséo 2 discretizado em uma grade nzn pelo
método dos level sets, sio necessdrias O(n?) operagdes por passo de tempo. A versio
tridimensional do problema custard O(n?) [27, 7].

Algumas técnicas foram propostas visando diminuir o custo computacional rela-
cionado ao cdlculo da fungéo ¢. Métodos do tipo Narrow Band restringem a regiao
de atualizacdo da funcgéo ¢ as dreas préximas a interface. Jé os métodos do tipo Fast
Marching oferecem ganho de performance quando a evolugao se restringe a somente

uma diregao[27].

2.11 Aplicacoes

Desde sua proposta original o método de level sets tem ganho grande populari-
dade, sendo usado nas mais diversas aplicacoes. Nesta se¢fo estdo relatadas algumas
das dreas e aplicagOes desenvolvidas utilizando a abordagem level set.

Na area de motion tracking, por exemplo, onde as questdes usuais estdo em
estimar o campo de movimento e segmentar as regides onde ele é uniforme ou
atende a alguma relacgio, alguns autores fazem uso dos modelos de level sets para
a segmentacdo em fungdo do movimento. Mansouri e Konrad, por exemplo, pro-
puseram uma abordagem interativa para unir estimacao do campo de movimento
e segmentacio baseada em level sets [28]. Seu algoritmo para segmentacéo é pu-
ramente baseado no movimento, diferentemente da abordagem feita por Paragios
e Deriche [29], onde explicitamente h4 combinagdo de segmentagiio em fungao do
movimento e da intensidade da imagem, causando a dependéncia das bordas estarem
bem definidas. A metodologia proposta por Mansouri e Konrad apresenta um algo-
ritmo baseado somente no movimento das imagens, sendo efetiva mesmo quando as
bordas néo estdo bem definidas [30, 31].

Ainda em motion tracking, Catte, Dibos e Koepfler apresentaram um esquema
para segmentacao de movimento via cdlculo de curvatura, que conjuga a utilizacao

dos level sets e de morfologia matemdtica [18, 32].
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Seguindo uma tendéncia dos tltimos anos e visando um ganho de performance,
iniciou-se a implementagdo dos modelos de level sets em placas graficas. Um dos
pioneiros foi o trabalho de Lefohn et al em 2003 [33]. Seu artigo aborda os problemas
relacionados a segmentagio tridimensional, focando no alto custo computacional e
na dificuldade de parametrizagdo. Os autores propdem o uso das placas graficas
para aceleraggo do processo de célculo da superficie de evolugéo e da visualizacao
dos resultados. Segundo os autores, suas principais contribuigdes sdo um sistema
integrado capaz de fornecer controle interativo sobre o processo de segmentacgio e
visualizacao, uma solugdo em GPU cerca de 15 vezes mais rdpida do que os métodos
anteriores, um novo e eficiente esquema de troca de mensagens entre GPU e CPU e
a visualizacio tridimensional dos resultados em tempo real.

Além das ja citadas, inimeras outras dreas agregam as funcionalidades dos mode-
los level sets, tais como os trabalhos em geometria apresentados por Chopp e Sethian
[14, 34], em geracdo de grades [19], em pesquisas sobre mecéanica dos fluidos [35] e
combustao [36], fabricagdo de dispositivos eletrénicos [37, 38], morphing [39, 40],
viséo estéreo [41), shape from shading [42}, segmentacio de imagens coloridas [43],
célculo do caminho mais curto [42] e classificagio de imagens [44], entre outras.

Outro ramo da area de processamento de imagens onde se faz grande uso da
abordagem level set é a segmentagdo de imagens médicas. Este assunto, entretanto,

serd abordado como mais detalhes nos capitulos 3 e 4.
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Capitulo 3

Contornos Ativos

A maioria das estratégias usadas em contornos ativos visa minimizar um funcional
de energia composto de um termo que é baseado na imagem e um outro termo
relacionado com a energia interna ou modelo do contorno, o qual penaliza a falta
de suavidade da curva. Os dois modelos principais sdo os paramétrico e o implicito,
sendo este tltimo implementado sob a formulagio dos level sets.

Neste capitulo nos dedicaremos aos contornos ativos implicitos e as suas aplicacoes
quanto a segmentac8o de imagens médicas. Serdo abordadas algumas das metodolo-
gias propostas e suas variagoes, bem como algumas vantagens e desvantagens.

Antes de falarmos sobre os contornos ativos implicitos, cabe uma breve descricao

sobre o modelo das snakes paramétricas.

3.1 Snakes

O método foi proposto originalmente por Kass, Witkin e Terzopoulos [45]. Os
autores apresentaram um modelo de contorno definido no dominio da imagem, que
pode se deslocar sob a influéncia de forgas internas (definidas em fungéo do préprio
contorno) e externas, calculadas a partir de informacoes extraidas da imagem. As
informagbes inerentes ao contorno devem manter sua suavidade durante sua de-
formacao, enquanto que as informagGes vindas da imagem devem fazer o contorno
se mover em direcao a&s fronteiras da regifo que se deseja.

Segundo Mclnerney e Terzopoulos [46] as snakes sao fruto da confluéncia da

geometria, da fisica e da teoria da aproximago. Elementos geométricos sdo usados
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para expressar a forma do objeto, a fisica impde restrigbes & variagdo da forma
ao longo do espago e do tempo, e a teoria da aproximacao permite formalizar os
mecanismos que possibilitam o ajuste dos modelos aos dados.

Uma snaoke pode ser definida parametricamente da seguinte forma:

c(s) = (z(5),y(s)) (3.1)

onde z(s) e y(s) sdo as coordenadas z e y ao longo do contorno, e o parametro

s € [0,1]. O funcional de energia que deve ser minimizado pode ser escrito como:

Epmato = /0 Euns(A5)) + Esmagors(c(8)) + Earss iz ((5))ds (32)

em que Eint, Fimagem © Eortificial Tepresentam a energia interna, as forcas inerentes
a imagem e a energia artificial inserida no modelo, respectivamente.

A energia interna da snoke pode ser expressa como:

2

2 d?v

By = afs) +5(s) ds?

fl_” (3.3)

onde a(s) e f(s) representam a elasticidade e a rigidez do contorno. Enquanto que
o primeiro termo representa uma resisténcia a tragio ou compressao - variagio da
extensdo - o segundo representa uma, resisténcia a dobra - variagao da curvatura.
O segundo termo da Equagédo 3.2 é obtido a partir da imagem e pode se constituir
numa combinagéo complexa de funcionais de forma que a sua minimizagéo atraia
a snake para caracteristicas de interesse na imagem. Como exemplo, se f(z) for o
nivel de tons de cinza da imagem em (z,y), o funcional correspondente a uma snake

que é atraida por contornos com gradientes de imagem elevados pode ser:

Bimagem = —[V f(z,9)|* (3-4)

O terceiro termo é referente as componentes que ndo dependem nem da forma,
atual do contorno nem da imagem, mas que sdo introduzidas ou diretamente pela

a¢do do usudrio ou por um processo automatico que pode levar em conta a situacao
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em iteracOes anteriores. Por exemplo, se a snake estiver detida em em uma zona
correspondente a um minimo local de energia, o usudrio podera forga-la a continuar
suia evolugdo. Esta mesma acao poderia ser decidida de forma automatica, se um
snazel permanecesse fixo, por varias iteragdes, em um pixel onde o contraste é baixo.

De acordo com a condigdo de Euler-Lagrange, a snake c(s) que minimiza Eypake

deve satisfazer:

d? d
il v — 3.5
757 Lews = B, +E.=0 ( )

em que E,, FE. e F., sdo, respectivamente, as derivadas parciais de F em relagao a
dc d?s
C g © gz

Apesar de serem muito utilizadas em imagens médicas, as snakes originais apre-
sentam limitagoes, tais como a necessidade da inicializagao préxima do alvo, a in-
flexibilidade dos pardmetros - que néo sdo ajustados ao longo da evolugio - e a im-
possibilidade de alteragtes topoldgicas. De fato, a inicializacio das snakes é critica.
Frequentemente a curva inicial tem que ser relativamente préxima do contorno a
segmentar para que o processo seja bem sucedido. Isto se deve a presenga de carac-
teristicas especfficas na imagem que, nao pertencendo ao contorno do objeto, podem
entdo, forcar a snake a convergir para um minimo local de energia indesejado. Além
disso, a parametrizacdo fixa das snakes torna dificil que ela assuma formas tubu-
lares ou com concavidades e protuberdncias acentuadas. Finalmente, a topologia do
objeto de interesse tem que ser conhecida de inicio, pois as snakes sdo incapazes de

manipular transformagoes topolégicas sem mecanismos adicionais.

3.2 T-Snakes

Com o objetivo de desenvolver uma estrutura unificada que permitisse ultrapas-
sar a limitacdo de invaridncia topoldgica das snakes comuns mantendo, contudo,
sua potencialidade, McInerney e Terzopoulos propuseram as T-snakes (topological
adaptable snakes). Esta variante dos modelos paramétricos inclui a capacidade de
re-parametrizacao que permite modificar a sua topologia.

Em sua abordagem é utilizada uma malha triangular que particiona o dominio da

imagem. A cada iteragdo a snake é reparametrizada, sendo os snazels posicionados
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em suas intersecgdes com as arestas da malha. A reparametrizacgio visa fazer com
que a curva nio tenha mais de uma auto-intersecgéo por célula. O esquema permite
aos contornos evolufrem de forma a se ajustarem a geometrias complexas, podendo
também alterar sua topologia. A mudancga topoldgica é possivel porque a T-Snake
é considerada uma aproximagio de uma curva de nivel. Especificamente a curva de
nivel 1/2 da extensdo por interpolagéo linear em cada tridngulo da malha da fungéo
caracteristica do conjunto de vértices que ja foram atingidos - ou “queimados”- pela
T-Snake desde o infcio da sua evolugao.

Quando uma T-snake colide com ela proépria, se divide em duas ou mais partes.
Quando ela colide com outra, as duas se agregam para formar uma nova T-Snake -
operagao merge.

Em continuidade ao trabalho de Mclnerney e Terzopoulos, A. Oliveira e seus
colaboradores apresentaram uma abordagem para controle da topologia de uma T-
Snake, chamada Loop-Snake [47, 48]. Sua metodologia foca os lagos (loops) formados
pela curva obtida a cada estagio de evolugdo. Além disso, faz uso de uma estrutura
adicional conhecida como loop-tree para decidir em tempo O(1) quando a regido

envolta pelo lago ja foi explorada pela snake.

3.3 Variantes dos Modelos Implicitos

Os modelos de level sets podem ser divididos em duas classes principais [24] (ver
Figura 3.1). A primeira delas abrange os modelos sem regularizadores, isto é, aque-
les em que a forga de propagacao é obtida, principalmente, a partir da curvatura,
do gradiente da imagem e do valor da fungdo. A segunda classe é composta pelos
modelos que fazem uso dos regularizadores. Isto é, derivam a forga de propagacao
usando abordagens estatisticas semelhantes as usadas pelos métodos baseados em
regides, que tomam informagoes estatisticas da regifio para controlar a evolucao da
curva. Esta classe de modelos deforméaveis pode ainda ser dividida em outras quatro
subclasses: os modelos em que a forga de propagagéo é derivada de esquemas de clus-
terizac8o; modelos derivados de métodos estatisticos baseados em redes Bayesianas;
modelos derivados de informacoes da forma da superficie; modelos derivados de

informagdes baseadas na classificagiio dos pixels.
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Modelos Deforméaveis

Sem Regularzadores Com Regularizadores
Baseados Baseados na Baseados na Baseados em Baseados
no Resisténcia Minimizacédo Clusterizacédo em Modelos
Gradiente da Aresta da Area Bayesianas

Figura 3.1: Classificagdo dos modelos deforméveis.
3.4 Level Sets sem Regularizadores

Nestes modelos, a acuracidade da segmentagio é altamente dependente dos valores

de gradiente da imagem e do quéo perto a curva de inicializagio estd da borda.

3.4.1 Com critério de parada baseado no gradiente

Baseados na abordagem proposta por Osher e Sethian [7], Caselles et al [49] e
Malladi et al [20] apresentaram um modelo de contornos ativos geométrico derivado

da seguinte equagao :

Ve glmy) (b+a)lvel, (36)

termo de parada

onde k é a curvatura, o uma constante e g(z,y) é o termo de parada baseado no

gradiente da imagem, que é dado por

(z,y) = 1
g\x,y —1+|v[Ga(m,y)*I($,y)H.

(3.7)

Perceba que a Equagao 3.6 é descrita por Malladi et al em [50], de onde pode-se

deduzir o termo de parada como

g(z, y) = VG @I, (3.8)
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onde o é uma constante relacionada ao gradiente e | V[G,(z,y) * I(z,y)] | é o
gradiente da imagem ap6s um filtro Gaussiano com desvio padrao o.
O termo de parada apresentado nfdo é robusto quando o gradiente nao é bem

definido e pode néo conter a evolugdo da curva na borda desejada.

3.4.2 Com critério de parada baseado na resisténcia da

aresta

Kichenassamy et al [51] e Yezzi et al [23] apresentaram uma proposta. para resolver
o problema de bordas fracas encontrado no modelo proposto por Caselles et al [49]
e Malladi et al [20]. Eles introduziram um termo adicional, chamado de termo de
tracao - pull back term. Este termo pode ser expresso matematicamente da seguinte

forma:

%% = g(z,y)(k+a) | V| + (Vg V), (3.9)

termo de parada
Note que (Vg - V¢) denota uma forga de atracao em direcio & normal da curva.
Esta forca é obtida do gradiente de um campo potencial de g. Este campo potencial

g pode ser escrito na forma

g(m,y) = I VGO’ *I($7y) | . (310)

Perceba que a Equacgdo 3.9 é discutida por Malladi et al em [50]. Assim,

reescrevendo-a segundo Malladi et al, temos

¢+ 9(z,y)(ek+a) | Vo | -(Vg-V¢) =0, (3.11)

onde f é uma, constante de forca da aresta, o é uma constante que foi usada com
valor 1 por Malladi et al, k é a curvatura, ¢ é um termo de controle constante
dependente da curvatura, e (Vg - V@) tem a mesma defini¢do dada anteriormente.

Mesmo sendo uma proposta para os casos onde as bordas néo sdo bem definidas,
segundo Siddiqui et al [52], este modelo ndo conteve a evolugao da curva em estru-

turas complexas.

25



3.4.3 Com critério de parada baseado na minimizacao da
area

Siddiqui et al em [52] propds a adigio de um termo extra ao modelo proposto por

Kichenassamy [51] et al e Yezzi et al [23].

.g_f = g(z,5)(k+0) | V$ | +(Vg- V) + 5 | Vg || V4
N

termo de parada

(3.12)

onde §(Vg) | V¢ | é o termo de minimizagéo de drea. Este termo atua como uma
forca adicional que atrai a frente de propagagdo quando ela estd na vizinhanca de
uma aresta.

Comparada aos dois modelos apresentados anteriormente em [24], esta abor-
dagem se mostrou mais eficiente. Entretanto, este método ndo é robusto quando

aplicado a segmentacao de estruturas complexas como cértex cerebral [50, 53].

3.5 Level Sets com Regularizadores

A adigdo de informagoes estatisticas aos contornos ativos tem despertado grande
interesse em pesquisas sobre segmentagio de imagens médicas (veja [54, 55, 56]).
A principal razio para isto é o fato do método tomar vantagens ao computar in-
formagoes locais e globais em relag@o & regido onde a curva estd evoluindo. Estas
informagos auxiliam na movimentagdo da curva, empurrando ou atraindo a frente

de propagag¢ao segundo as caracteristicas da regido.

3.5.1 Baseados em Clusterizacao

A introducgdo de uma forga relacionada a regifo tem por objetivo regularizar o
resultado final tomando como base informagGes conhecidas sobre o objeto a ser seg-
mentado. Por exemplo, se essas informagcoes se constituem num conjunto de pixels
que caracterizam tanto o objeto quanto as demais dreas da imagem - background,
podemos computar uma fungdo de pertinéncia em relagdo ao objeto usando o pro-

cedimento mostrado por Suri em [24].
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Tendo essa funcao de pertinéncia para o objeto e o background, podemos definir
a forca de regido a ser aplicada a um snazel; ; como sendo f(z}) — f(z%), onde f

é uma, funcdo real crescente.

3.5.2 Baseados em Modelos Bayesianos

Quando conhecemos dados estatisticos relacionados ao objeto e ao background
como a média e a varidncia dos pixels em uma amostra padrao de cada um deles,
podemos definir uma fungéo de verossimilhanca de uma janela J em torno de cada
pixel p da curva de nivel zero corrente, e uma janela de mesmas dimensoes centrada

em um ponto da fronteira objeto/backgroud da seguinte maneira:

_(I(p1)—pg)? 1 _ {I(m)—np)?

1
pob(m) =[] Tt ¢ 11 N - )

p1EJ | $(p1)>0 pa€J | $(p2)<0

onde AO e AB sio as éreas, po e pup so os valores de média, 03 e 0% s80 os desvios
padroes de AO e AB, p; e ps as intensidades dos pixels, todos eles do objeto e do
background, respectivamente.

O termo acima pode ser pensado como a conjugacio de mensagens que os nds
de uma rede Bayesiana que representam evidéncias da forma “pl € Background”ou
“p2 € Objeto” passam para o né p - centro da janela - que estd na borda do objeto.

Adicionando na equagéo de evolugdo da curva um termo proporcional ao médulo
do gradiente dessa medida de verossimilhanga, favorecemos a condigao de que a curva
de nivel zero deve convergir para uma situa¢do em que a vizinhanga de qualquer um
de seus pontos seja similar ao padrao dado.

Outras formas de definir um termo adicional - genericamente chamado de forga
de regido - que é computado a partir de um modelo Bayesiano sdo apresentadas em
[24, 55].

No primeiro trabalho - [24] - a forca de regido toma a forma,

Vo = —sgn{ ok, pint(p) — (1 — of,,) Peat(p)}, (3.14)

onde g%, e ph,; sdo as propabilidades computados a priori de um pixel, pertencendo,

respectivamente, ao interior e ao exterior de um objeto, ter intensidade p. @y,
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que também é computado a priori, é a probabilidade de um pixel de intensidade p
pertencer ao interior do objeto.

Se o primeiro termo da expressdo acima for maior do que o subtraendo, um
pixel p com intensidade I(p) deve estar no interior do objeto que idealmente deve
corresponder a regiao onde ¢ < 0. Entdo, se p estd sobre a curva de nivel zero
de ¢, devemos fazer %?(p) < 0. Analogamente, se é mais provavel que um pixel
com intensidade I(p) pertenca ao background, mas p se encontra sobre a curva
{z|¢(z) = 0}, devemos ter 22(p) > 0.

No trabalho de Leventon [55], a for¢a de regido tem a forma

a(#0)-00), (3.15)

onde ¢* representa a definicdo de ¢ que é mais provavel, segundo uma probabilidade

a posteriori expressa por:

P(¢la, B) P(VI|a, B, ) P() P(B)
P(¢IVI) ’

(3.16)

onde « é uma representacdo da forma do objeto a ser segmentado e [ define a
posicdo ¢ orientagdo desse objeto na imagem. A introdugdo desse termo faz com

que ¢(t + 1) esteja mais préxima de ¢*(t) do que @(1).
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Capitulo 4

Segmentacao de Ultra-sonografias

Ultra~sonografia é um método nao invasivo freqgilentemente utilizado no auxilio a
diagndsticos, sendo capaz de fornecer informagdes importantes sobre a regiao de in-
teresse. Kla combina baixo custo, tempo de aquisigdo das imagens reduzido, além da
abstencao da radiagdo. Apesar destes beneficios, as ultra-sonografias possuem eco-
perturbacoes e ruidos localmente distribufdos, fatores que podem causar dificuldades
na andlise e no diagndstico. A interpretacdo do que é a fronteira da regifo de inte-
resse torna-se relativamente subjetiva. Assim, a implementagdo de uma metodologia
capaz de realizar a segmentacao de maneira eficiente e confidvel torna-se uma tarefa
complicada.

Um dos principais problemas encontrados na segmentagao de ultra-sonografias
estd relacionado a qualidade das bordas da regido de interesse. Bordas ruidosas -
mal definidas ou descontinuas - podem causar resultados invdlidos. Veja o exemplo
da Figura 4.1, no qual um contorno expande em dire¢do & borda de um tumor
representado graficamente em uma ultra-sonografia. Neste exemplo, a regido de
interesse é a drea escura central na imagem. O contorno é inicializado dentro desta
regido e deve se expandir até encontrar a borda da regifo. Como resultado do baixo
gradiente na parte superior esquerda da fronteira da regido, a evolucio da curva nao
foi detida pela fronteira, o que causou um erro na segmentagéo.

Intimeros trabalhos tém sido propostos apresentando solucgGes para o problema,
de bordas mal definidas. Alguns deles adicionam critérios de parada para todo o
contorno [52, 57|, outros, para oferecer maior robustez & solugio, consideram além

do gradiente, informagoes adicionais, como a geometria da regido [54, 58]. Outros

29



Figura 4.1: Exemplo em que a curva ultrapassa a borda da regido de interesse.

autores propdem a remocio do termo de expansdo - balloon force - considerando
uma inicializagdo da curva préxima & borda de interesse [59].
Dentre tantos, destacamos a exposicdo de dois trabalhos: a formulacéo proposta

por Yong Yang em [3]; e a abordagem feita por Mora em [2].

4.1 Classificacao por nivel de intensidades

Yong Yang, C. Zheng e X. Yan [3] propoem uma nova fungéo de velocidade para
o modelo de level set. Essa nova fungdo é baseada nas informagées de intensidade
dos pixels da regido de interesse, que substituem dentro do modelo de level set as
informagcoes de gradiente da imagem. A idéia principal é definir critérios baseados
nos valores de intensidade que permitem identificar a regiao de interesse. O termo de
propagagao do modelo é ponderado em fungao da distancia entre a intensidade de um
ponto e a faixa de valores admitida para que ele seja classificado como pertencente
a regido de interesse. Com o método level set, mantem-se a suavidade da superficie
envolvente, pode-se prevenir possiveis ultrapassagens da frente de propagacio em
relacao a borda de interesse, 0 que é comum em algoritmos que fazem o crescimento

de regices.
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De maneira geral, a idéia por tris deste tipo de algoritmo é implantar uma
semente dentro da regiao de interesse (tipicamente um ou mais pixels) e avaliar seus
pixels vizinhos para determinar se eles devem ser considerados pertencentes ou nao a
regifo. Caso a avaliagdo retorne como verdadeira, o novo pixel serd agregado & regiao
em crescimento. Os algoritmos de crescimento de regides variam dependendo do
critério usado para decidir se o pixel pertence ou ndo a regiao, o tipo de conectividade
empregada, e a metodologia usada para escolher entre os pixels que séo vizinhos aos
ja classificados, aquele ser processado.

Os autores defendem essa idéia alegando que, em imagens médicas, nos segmen-
tos que representam Orgaos, a intensidade dos pixels varia suavemente, j4 que as
informacoOes de gradiente nfo sdo suficientes para delimitar as regides de interesse
em alguns tipos de imagens. Justificam assim, a adigdo de informagdes sobre a
regido para a obtengao de segmentacdo mais robusta.

O modelo especifico empregado por eles pode ser escrito como:

F = g(I)(L = ek) = (I1(X) ~ Inean|? + 1)(1 — k) (4.1)

em que I(X) é o valor pré-estabelecido para a intensidade média da imagem
do 6rgao e Lpean ¢ a intensidade média dos pixels presentemente classificados como
pertencentes ao érgdo. A influéncia da curvatura k é ponderado por €, mas, também

é afetada por I(X) — Ican.

4.2 Classificacao baseada na variancia da intensi-
dade dos pixels

Mora et al [2] propéem um modelo de level set robusto para detecgao de cavidades
cardiacas em imagens de ultra-som. Seu método é uma variago do modelo origi-
nal, j4 que incrementa adaptacgdes as imagens infectadas por ruidos multiplicativos,
também chamados de “speckles”.

Para a deteccio de bordas, seu algoritmo faz uso de um coeficiente de variagao

de intensidade da imagem, definido por:
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g = vd ®)
T

onde var(I) é a varidncia da intensidade da imagem e I é a média. Uma versao

local para este coeficiente pode ser descrita da seguinte forma:

7 (s) =

1 (Ip _ 75)2
[7s] 2 I (45)

PENs s
onde 77, é uma vizinhanga de s e I é a média da intensidade em 7.

Uma imagem afetada por speckle pode ser expressa como I;; = R;; *x n;; em
que R é a reflectividade do ponto imageado no pixel (¢,7) e 7, é & contribuicgo do
ruido speckle neste pixel. Em uma édrea {2 com N elementos onde se assume que a

reflectividade é uma constante A, a Fquagdo 4.3 pode ser reescrita como:

N 2ijeaMi; — M) war(n)
(Aﬁ)z - -,n—lz

Em 4.4, o coeficiente de variagdo depende somente do ruido multiplicativo,

£ = (4.4)

desligando-se da reflectividade.

Lembrando que a varidncia de A pode ser escrita como

var(A) = E(A?) — E(A)?, (4.5)

pode-se escrever 4.2 como

var(Rn) 1
E(Rn)?  E(Rn)?

Desenvolvendo a Equagio 4.6 temos:

[E((Bn)*) — E(Bn)’] (4.6)

var(Rn) _ wvar(n)E(R)* var(n) + E(n)?
E(Rn)? _ E(Rn)? J+f"”’(R) E(Rn)? (47)
Pri?ne?ro Seg;:ndo

Analisando os termos da Equagéo 4.7 observamos que o primeiro termo é con-
sideravelmente mais préximo do coeficiente de variagio global (£) do que o valor de
~?(s) num ponto de uma borda, dado que numa vizinhanga dele & varincia var(\) é
bem alta. Identificando o primeiro termo como o coeficiente global, podemos entéo

dizer que v = £ em 4reas homogéneas e v > £ nas bordas. Esta propriedade faz
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do coeficiente de variagdo um bom detector de bordas para imagens afetadas por
speckle.

Neste trabalho, os autores argumentam ainda sobre as desvantagens do método
original, reafirmando a necessidade de seu algoritmo. A primeira delas é que a forga
que acarreta a evolugdo da curva nunca é exatamente zero numa borda e assim ela
pode atravessar a borda do objeto. A segunda desvantagem que eles apontam é que
fazer a segmentacgio por um método que considera o gradiente ndo é adequado na
presenca, de ruidos speckle.

Desta forma, eles propdem que a forga a ser aplicada a um ponto da curva seja

dada por:

2
[1 - 221]2 if Yi.j < Vs
9 = = (4.8)
0 otherwise

em que 7y; ¢ o CV local e 9, é um parémetro escalar baseado no CV global. As
bordas correspondem aos pixels nos quais os valores do CV local sdo maiores do que
do CV global.

O termo descrito na Equagio 4.8 tem duas propriedades interessantes: é exa-
tamente igual a zero nas bordas e ¢ robusto para imagens afetadas por speckle.
Estas duas caracteristicas oferecem, a abordagem, relevante interesse na area de

segmentagao de ultra-sonografias, onde o ruido speckle estd presente.
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Capitulo 5

Implementacao

Como aplicacdo do estudo descrito nas segbes anteriores foi desenvolvida uma
ferramenta, para segmentagéo de imagens. Visou-se especialmente a praticidade e a
possibilidade do usudrio interagir com o processo de segmentagio e poder visualizar
seus resultados. Para efeito de comparagao foram também implementadas algumas
metodologias empregando level sets.

Neste capitulo serdo descritos os passos seguidos para a implementagdo dos al-

goritmos de segmentagao e para o desenvolvimento da interface grafica.

5.1 Algoritmos

Os algoritmos estudados no Capitulo 3 apresentam formulagdes mateméticas dife-
rentes. Entretanto, no que tange ao seu fluxo de dados, eles possuem similaridades
relevantes. Assim, tomando como exemplo os modelos propostos por Caselles [1]
e Goldenberg [60], a metodologia utilizada para a sua implementagdo é a mesma.
O que muda de um para o outro sao os parametros e o arranjo dos operadores que
compoem o modelo matematico empregado. As tarefas bésicas, tais como criagdo da
grade, cdlculos de gradiente, da curvatura e do vetor normal, sGo comuns a ambas
as técnicas.

Segundo o fluxograma apresentado na Figura 5.1, a implementagao de todo o
processo de segmentagio através das snakes implicitas pode ser dividida em quatro
partes principais: entrada e saida, criagao de uma estrutura de dados associada

aos vértices de uma grade regular, atualizagdo dos componentes dessa estrutura e
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tragado do contorno final.

- 5.1.1 Entrada e saida

Em relacdo a esta etapa, ressaltamos que a saida do processo é constituida pela
sobreposicao do contorno final na imagem de entrada e do armazenamento em disco

dos pontos que descrevem este contorno.

5.1.2 Criagao da estrutura de dados

Este parte do processo é responsdvel por particionar a imagem em células. Se-
gundo uma resolucdo pré-estabelecida, devera ser criado uma grade composta de
vértices e arestas. Cada célula desta grade é delimitada por quatro vértices, v;;,
Vi j+1, Vitlj € Viy1,j41, € 85 arestas que os ligam entre si.

Quando as dimensGes das células néo sdo submiltiplos das dimensées correspon-
dentes da imagem, a grade é posicionada de forma centralizada, isto é, de forma
que as faixas da imagem, acima e abaixo ou a esquerda e a direita, da parte coberta
por ela tenham a mesma largura. Neste caso, pode haver perda de informagGes nas
proximidades das bordas da imagem, impedindo que o contorno alvo seja detectado
nestas regides. Como essas faixas sdo normalmente estreitas, isso ndo acontece na
maioria dos casos.

Em seguida, é necessdrio calcular os valores iniciais de cada um dos atributos dos
vértices, ou seja : valor da fungéo ¢, gradiente da intensidade da imagem, gradiente
da funcado, curvatura e vetor normal. O valor inicial da funcao ¢ é pode ser dado
pela distancia Euclidiana entre o ponto atual e a borda da curva inicializada. O

gradiente da imagem é dado por

99 = —pr i
V)= ] LGaE (5-1)

onde I, é a imagem [ apés um filtro Gaussiano definido por

G, (@) = ——eap (-M) (5.2)

2mo? 202

o vetor normal é dado por
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Figura 5.1: Fluxograma da implementagio dos algoritmos de segmentagao.
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e
=TVl (5.3)

e a curvatura é dada pelo divergente do vetor normal

k = div (”—‘;Z‘;—”). (5.4)

5.1.3 Atualizacao da estrutura de dados

A atualizacao se restringe aos vértices que compdem uma vizinhanga da curva
atual, ou seja, o valor da fungdo ¢ nos vértices afastados da curva de evolugéo
ndo é alterado. A partir de entdo, repete-se o computo dos demais atributos dos
vértices, considerando os valores atualizados de ¢, até que um critério-de parada

seja satisfeito.

5.1.4 Obtencao da curva final

Neste momento, o algoritmo conecta as arestas que s&o cortadas pela curva seqiien-
cialmente. Agora, para cada uma destas arestas calcula-se o ponto exato de inter-

secgdo com a curva de evolugdo. Este interpolagdo é dada por

(sbuf * cﬁ) - <¢m - czvf> (5.5)

para as arestas horizontais e por

(60 ) = (=, ) (56)

para as arestas verticais, onde ¢; e ¢, 520 as coordenadas em T e y, € v; e vf 520 08
vértices inicial e final de uma aresta, respectivamente.

Os pontos calculados sdo armazenados seqiiencialmente em uma lista e repre-
sentam a curva resultante da segmentacdo. Uma fungdo responsédvel por desenhar
a curva receberd esta lista de pontos e a representard graficamente sobre a imagem

de entrada.
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5.2 Interface Gréafica

Na construcao da interface grdfica do sistema implementado visou-se os dois

seguintes objetivos:

1. Facilitar a entrada dos pardmetros(multiplicadores) gerais e especificos de de-
terminados métodos. Entre os primeiros, temos os pardmetros de curvatura,
gradiente, posicdo e tamanho da curva inicial, tipo de movimento da curva
(contragdo ou expaunsdo) e nimero de iteragdes. No segundo caso temos, por

exemplo, o pardmetro o - que é especifico do método apresentado por Caselles
[1].

2. Possibilitar que se efetuem comparagoes entre os diferentes métodos, com com-

paragao entre a curva obtida e uma outra introduzida manualmente.

A implementagio da interface constituiu-se principalmente da construgao de uma
area de visualizacao para a imagem e um painel de configuragio de pardmetros (veja
Figura 5.2).

Na drea de visualizagfo é exibida a imagem de entrada e, apds a segmentacao, a
imagem resultante com a curva final sobreposta. E nesta 4rea, sobre a imagem de
entrada, que deverd ser definida a curva inicial.

J4& no painel, do lado direito da aplicagdo, é possivel configurar a medida do raio
da curva inicial - assumida circular, assim como se ela se movimentarsa para dentro
ou para fora. E possivel ainda pré-definir um nimero méximo de iteracdes para o
algoritmo de segmentacéo, mesmo que este seja capaz de parar a evolugdo da curva
por si s6, e alguns pardmetros intrinsecos a cada modelo, como multiplicadores para
a curvatura e o gradiente. Note que este painel é especifico para cada modelo que é
escolhido ne menu Methods.

Entre as facilidades comuns as interfaces graficas, estdo uma drea de menus e
atalhos. No menu File estdo as opgbes de abrir e salvar uma imagem nos formatos
PNG, BMP e JPEG, salvar a curva como um arquivo de pontos e imprimir. No
menu Methods estéo as opgdes de métodos de segmentagio: Caselles [1], Mora [2],
Yang [3] e um método de segmentagio por tresholding.

No menu Tools s@o oferecidas funcionalidades para configuragao visual da curva

- cores e espessura - e para execucao do algoritmo de medida de erro entre duas
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Método de seQmentagéo 1.
escolhido ‘

"Curva Inicial

" Curva Final

Painél de
configuragéo de
par@metros

Figura 5.2: Interface grafica para interagio entre o usudrio e os algoritmos de seg-

mentacao de imagens.

curvas - Polyline Distance Measure [61, 62, 24|, descrito no Capitulo 6.

5.3 Ferramentas

A escolha das ferramentas utilizadas para implementacéo foi de fundamental im-
portancia. Primeiramente, para os algoritmos, visto que este requerem alto custo
computacional e qualquer acréscimo a este custo poderia depreciar a implementagao.
Em segundo lugar estd a portabilidade. Considerando que este é um trabalho
académico, a possibilidade de utilizacdo desta aplicagdo em diferentes sistemas ope-
racionais atrai interesse sobre o projeto.

Desta forma, para a implementacao dos algoritmos foi escolhida a linguagem
C++, fazendo uso de seu paradigma de programagao orientacio a objetos e assim,
agregando caracteristicas interessantes & estrutura do cédigo desenvolvido, tais como

reusabilidade, facilidade de manutencdo e menor complexidade de compreenséo.
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Uma outra vantagem de grande relevancia é a sua comunicagdo nativa com os di-
versos sistemas operacionais existentes.

Para o desenvolvimento da interface gréfica foram tomadas as mesmas precaucoes
quanto a escolha das ferramentas. Lembrando da importédncia da portabilidade do
c6digo, optou-se por uma biblioteca que é implementada em C++ e possui versoes
gratuitas para os mais utilizados sistemas operacionais, Windows, Linux, Mac, etc.
Esta biblioteca é denominada Qt e é distribuida sob a politica de licenca baseada na
GNU General Public License (GPL). Juntamente a ela usou-se a biblioteca gréfica
OpenGL para a manipulagdo das imagens e das curvas.

Além destas, também foi utilizada a biblioteca ITK, aplicada no desenvolvimento
dos algoritmos para processamento das imagens. Esta biblioteca também ¢é gratuita,
multi-plataforma e desenvolvida em C+4+, o que garante total integragdo com o

sistema.

5.4 Download

Todo o cédigo desenvolvido pode ser baixado a partir do endereco eletrénico

www.lcg.ufrj.br/Members/diego.
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Capitulo 6

Resultados

Os resultados apresentados neste trabalho foram computados em um PC equipado
com um processador Intel Core 2 CPU 2.13 GHz e com 2GB de memdria RAM. Os
experimentos foram realizados sobre uma base de dados composta por cerca de 250
imagens de mamografias captadas por ultra-sonografias, todas elas ilustrando regices
com tumores benignos ou malignos.

A seguir serdo apresentadas algumas imagens com os respectivos resultados de
segmentacgdo para cada modelo utilizado. E preciso ressaltar a necessidade de uma
segmentacdo Gtima para que os resultados obtidos pudessem ser comparados. Por
isso, foram usados dois conjuntos de imagens segmentadas manualmente como re-
feréncia para comparacdo. FEstas segmentades manuais foram realizadas por dois
radiologistas e obtidas junto ao Laboratério Nacional de Computagao Cientifica -
LNCC. Durante a apresentacdo dos resultados, estas segmentagbes manuais serao
citadas simplesmente como Manual 1 ¢ Manual 2.

Para quantificar os resultados obtidos por cada método, foi utilizado o algoritmo
Polyline Distance Measure - PDM, proposto por Suri [61] e amplamente utilizado
em [62, 24]. O método PDM avalia a distdncia entre duas curvas. Neste caso,
ele indica o quanto a borda estimada - obtida por algum método de segmentagao
- esta distante da borda ideal - indicada por um especialista. Uma caracteristica
interessante neste método é sua eficiéncia mesmo nos casos em que as curvas possuem
tamanhos diferentes.

Sejam Ag,y; e By, 0s pontos que definem as curvas A e B, respectivamente.

Para cada ponto A, ,,, é computada a distancia Euclidiana para os pontos em
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B, armazenando a menor delas. A cada iteragdo o algoritmo faz a soma entre a
menor distdncia atual e aguelas computadas anteriormente. Chamamos esta soma
de SomaDistag. O processo é andlogo para a curva B em relagiio a curva A,
obtendo-se SomaDistg4. Para normalizar o erro entre as curvas A e B, divide-se a
soma de SomaDistsp e SomaDistga pelo total de pontos em A e¢ B. Esta medida
de erro é dada em pixels.

Formalmente, o algoritmo PDM pode ser descrito como:

Menor Dist(Agy, B) = {min(Asy, Beoyy) | T6: Y € B}

MenorDist(Bgy, A) = {min(Bsy, As, ) | Tk, Y € A}
i=Ng
SomaDistsp = Z MenorDist(Ay, ,,, B)
i~0 (6.1)
j=Np
SomaDistgs = Z MenorDist(Bg, 4, A)
3=0
SomaDistsg + SomaDistga
Na+ Np

Erro=

onde N4 e N é o niimero de pontos pertencentes a curva A e B, respectivamente.

Desta forma, pode-se deduzir que

se A— B
(6.2)
entao Erro— 0.

Em seguida s&o apresentadas as imagens sobre as quais os testes foram realizados
e as tabelas com as medidas de erro fornecidas pelo algoritmo PDM: Figuras 6.1,
6.2, 6.3, 6.4, 6.5, 6.6, 6.7, 6.8 ¢ Tabelas 6.1, 6.2, 6.3, 6.4, 6.5, 6.6, 6.7, 6.8. Note que
as imagens superiores sdo: a imagem original, a imagem resultante da segmentagao
manual 1 e a imagem resultante da segmentagdo manual 2, respectivamente. As
imagens inferiores representam a segmentagdo obtida com os métodos propostos
por: Caselles [1] (ver segio 3.4.1), Yang [3] (ver secdo 4.1) e por Mora [2] (ver segio
4.2), respectivamente. Em relacdo as tabelas de resultados, elas denotam a medida
de erro entre as segmentacOes manuais - os valores das linhas - e as obtidas pelos
métodos estudados - os valores das colunas.

Além das imagens e tabelas de resultados, sao mostradas ainda as tabelas com
os parémetros utilizados para cada um dos testes de cada método: Tabelas 6.9, 6.10

e 6.11.

42



Figura 6.1: Resultados para ultra-sonografia 012.

Manual Caselles Mora Yang

Manual 1 6.76852*1073  1.55429*10~%  4.39303*10~2  1.80284*10~2
Manual 2 6.76852*10~%  5.61013*10~%  2.68488*10~2  1.11976*10~3

Tabela 6.1: Medida de erro: Ultra-sonografia 012

Figura 6.2: Resultados para ultra-sonografia 030.

Manual Caselles Mora Yang

Manual 1 5.85467%102 4.04548*10? 1.11813*10? 1.0595%102
Manual 2 5.85467*102 7.26522%10% 5.38405%102 4.1936*10?

Tabela 6.2: Medida de erro: Ultra-sonografia 030

43



Figura 6.3: Resultados para ultra-sonografia 040.

Manual Caselles Mora Yang

Manual 1 3.94851*1072  2.73367*107%  1.49103*1072 1.17768*1072
Manual 2 3.94851*%1072  6.17219%10~2  3.14655%1072  4.36973*102

Tabela 6.3: Medida de erro: Ultra-sonografia 040

Figura 6.4: Resultados para ultra-sonografia 080.

Manual Caselles Mora Yang

Manual 1 1.78347*1072  3.38275%1072  1.58202*1072  4.10802*102
Manual 2 1.78347%1072 7.61663%¥1073  1.68256*10~%  1.02807*10~2

Tabela 6.4: Medida de erro: Ultra-sonografia 080
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Figura 6.5: Resultados para ultra-sonografia 105.

Manual Caselles Mora Yang

Manual 1 4.0193*¥1073  2.59657*10~2 1.37045*10~2 1.12113*10~2
Manual 2 4.0193*1073 4.27867*10f3 3.52377*%10~%  4.53342*10~*

Tabela 6.5: Medida de erro: Ultra~sonografia 105

Figura 6.6: Resultados para ultra-sonografia 130.

Manual Caselles Mora Yang

Manual 1 2.4448%1073  2.76383*1072 1.00671*1072 1.43122*%10~2
Manual 2 2.4448%10™%  2.89571*10"2 1.07685*102 1.92199*10~2

Tabela 6.6: Medida de erro: Ultra-sonografia 130
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Figura 6.7: Resultados para ultra-sonografia 140.

Manual Caselles Mora Yang

Manual 1 7.48452*107%  2.44025*10~2  3.81877%1072  2.85574*10~2
Manual 2 7.48452*107%  6.25206*%1072  2.7502*10™*  9.78198*10~*

Tabela 6.7: Medida de erro: Ultra-sonografia 140

Figura 6.8: Resultados para ultra-sonografia 170.

Manual 2 Caselles Mora Yang

Manual 1 2.50685%107%  7.44693*%10~2 3.82256*107? 2.622%*1072
Manual 2 2.50685%1073  7.98469*102  3.889*1072 1.86958%10~2

Tabela 6.8: Medida de erro: Ultra-sonografia 170
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Valor « Iteracoes Raio

Figura 6.1 20 50 12
Figura 6.2 20 30 15
Figura 6.3 20 20 15
Figura 6.4 20 20 10
Figura 6.5 20 70 20
Figura 6.6 20 80 10
Figura 6.7 20 40 15
Figura 6.8 20 40 10

Tabela 6.9: Tabela de parametros utilizados para testes da abordagem proposta por
Caselles [1]. Ver se¢do 3.4.1. A primeira coluna é o pardmetro o descrito na Equagéo
3.6, a segunda é o nimero de iterages utilizado nos testes mostrados, e a dltima

coluna é o raio da curva inicial em pixels.

As diferencas entre as segmentagdes manuais podem ser percebidas visualmente
nas figuras apresentadas (6.1, 6.2, 6.3, 6.4, 6.5, 6.6, 6.7 e 6.8), e comprovadas através
dos valores de erro apresentados nas Tabelas 6.1, 6.2, 6.3, 6.4, 6.5, 6.6, 6.7 e 6.8.
Estas diferencas podem ser explicadas pela forma como cada especialista define uma,
regifio de interesse - baseados em seu conhecimento e experiéncia. A divergéncia
existente na delineagdo da fronteira da regido acaba afetando a andlise da medida
de similaridade entre duas segmentacoes, j4 que nao hd uma tnica curva exata.

Foram apresentadas tabelas onde sao comparados os resultados dos métodos
automéaticos com cada uma das segmentagGes manuais. Analisando essas tabelas,
verificamos que os resultados com maior similaridade entre um método automadtico
e uma segmentacido manual foram encontrados nas Tabelas 6.5 e 6.7. Nestes dois
casos os métodos propostos por Mora [2] e Yang [3] apresentaram medidas de erro
bem préximas a zero quando comparados a segmentagdo manual 2.

Em relagdo aos métodos automdticos, os modelos apresentados por Mora [2]
e Yang [3] se mostraram mais eficientes do que o modelo proposto por Caselles
[1], quando comparadas as medidas de erro. Além disso, o método de Caselles
[1] apresentou dificuldades em oferecer resultados com maior nivel de detalhes, pois

quando se diminufa a energia interna da curva em busca de fronteiras néo delineadas,
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Termo da Termo da Iteracoes Raio

Curvatura Imagem

Figura 6.1 1.00 1.00 30 10
Figura 6.2 1.00 1.25 30 10
Figura 6.3 1.00 1.75 30 10
Figura 6.4 1.00 2.50 30 10
Figura 6.5 1.00 1.25 30 20
Figura 6.6 1.00 1.40 30 10
Figura 6.7 1.00 1.25 30 15
Figura 6.8 1.00 1.25 30 10

Tabela 6.10: Tabela de parametros utilizados para testes da abordagem proposta
por Mora[2]. Ver se¢ao 4.2.A primeira coluna é o termo multiplicador da curvatura, a
segunda é um multiplicador do termo da imagem, a terceira é o ntimero de iteragoes

necessarias para o alcance da borda, e a tltima coluna é o raio da curva inicial em

pixels.
Curvatura Imagem Tteracoes Raio
Figura 6.1 0.25 10 20 15
Figura 6.2 0.10 50 40 15
Figura 6.3 0.10 25 40 12
Figura 6.4 0.10 25 40 10
Figura 6.5 0.10 25 40 20
Figura 6.6 0.10 30 30 10
Figura 6.7  0.10 20 50 15
Figura 6.8 0.10 50 60 10

Tabela 6.11: Tabela de pardmetros utilizados para testes da abordagem proposta por
Yang[3]. Ver segao 4.1. A primeira coluna. é o termo multiplicador da curvatura, a
segunda é um multiplicador do termo da imagem, a terceira é o ntimero de iteragoes
necessérias para o alcance da borda, e a tltima coluna é o raio da curva inicial em

pixels.
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outros segmentos desta curva vazavam em locais com menor gradiente.

Uma possivel justificativa para o melhor desempenho dos métodos de Mora (2]
e Yang [3] sobre o de Caselles [1] pode ser deduzida do fato de que este dltimo é
um método genérico, enquanto os outros dois s@o modelos desenvolvidos, especifi-
camente, para a segmentacao de imagens de ultra~sonografias (ver Capitulo 4). A
similaridade entre os dois métodos - Mora [2] e Yang [3] - pode ser notada quando
comparadas as curvas obtidas por cada um dos métodos.

Uma, outra caracteristica observada durante os testes estd relacionada ao local de
inicializagao da curva. O método de Caselles[1] se mostrou mais dependente de uma
inicializacao préxima a fronteira de interesse. Este fato nao ocorreu em nenhum dos
outros dois modelos, que acabaram apresentando resultados mais eficientes mesmo
quando a curva inicial estava distante da borda, descentralizada ou com didmetro
reduzido.

Fm relagao ao tempo de processamento, em todos 0s testes foram obtidos Te-
sultados em tempo real, o que significa dizer que para as imagens e pardmetros
utilizados, o tempo de processamento nfo foi maior do que um segundo. As ima-
gens utilizadas tinham, em média, dimensdes aproximadas & 512 x 512 pixels. Vale
ainda registrar que a resolugfo da grade de atualizagio da fungdo utilizada foi de

um pixel para cada célula da grade.
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Capitulo 7

Conclusao

Neste trabalho foi apresentado um estudo sobre os métodos dos level sets e suas
aplicagOes na area de segmentacgdo de imagens médicas. Inicialmente, discutiu-se
a idéia apresentada por Osher e Sethian em [7]. Os conceitos inerentes aos level
sets, tais como modelo de evolugao da curva, desenvolvimento da funcao de veloci-
dade, critérios de parada, calculo da curvatura e do vetor normal, e manipulagao
de mudangas topoldgicas, foram estudados e discutidos no Capftulo 2. Também
foram analisadas aplicagOes e dreas de pesquisa onde os modelos de level sets sdo
empregados.

Restringindo a area de estudos dos level sets, abordamos suas aplicacGes em
segmentagio de imagens médicas. Nesta fase foram descritos alguns dos principais
modelos propostos pelos pesquisadores da drea, entre eles os trabalhos de Caselles
et al [49], Malladi et al [20], Kichenassamy et al [51], Yezzi et al [23] e Siddiqui et al
[62]. Estes modelos, denominados “sem regularizadores”, utilizam informacdes de
gradiente e curvatura para calcular a evolugdo da curva. Os modelos com regulari-
zadores sao aqueles que utilizam informagoes locais e globais retiradas da regido por
onde a curva estd se movimentando, com o objetivo de computar a velocidade e a
direcao da evolugao da curva. Estes modelos - com regularizadores - foram divididos
em duas subclasses: a dos métodos baseados em clusterizacio (segio 3.5.1) e a dos
métodos baseados em modelos bayesianos (se¢do 3.5.2).

Apés iniciar os estudos sobre os modelos com regularizadores, focamos nossas
pesquisas nos trabalhos de Mora [2] e Yang [3] que apresentam abordagens especificas

para a segmentacao de imagens de ultra-sonografias. Estas imagens possuem carac-
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terfsticas préprias, como a presenca de speckles a pouca definigdo de suas bordas.
Estes modelos descrevem adaptagoes a estas caracteristicas e oferecem resultados
mais eficientes do que os modelos genéricos.

Com o objetivo de testar os algoritmos estudados, implementamos uma interface
grafica que oferece praticidade na intera¢do com os modelos de segmentagao e com
as imagens. Esta aplicagdo foi desenvolvida em C++ e utilizou em sua totalidade
somente ferramentas gratuitas e multi-plataforma, o que agrega a possibilidade de
utilizagdo da mesma nos mais diversos sistemas operacionais.

Os testes foram realizados sobre uma base de dados composta por cerca de 250
imagens de mamografias captadas por ultra-sonografias, todas elas ilustrando regices
com tumores benignos ou malignos. O objetivo era realizar a segmentacao de uma
dada regido de interesse de maneira automdtica, ou seja, apés a inser¢do de uma
curva inicial, o algoritmo deveria ser capaz de fazer a curva evoluir até a borda da
regifo. Considerando a dificuldade em se definir as bordas das chamadas regides de
interesse, foi usada como modelo uma base de imagens contendo as segmentacgOes
feitas manualmente por dois radiologistas. A eficiéncia de cada método foi medida
através do algoritmo PDM - Polyline Distance Measure - descrito no Capitulo 6.
Este método fornece uma medida de erro para cada par de curvas computadas,
permitindo que se quantifique a similaridade entre um resultado automético e uma,
segmentacdo manual feita por um especialista.

Os resultados comprovaram a superioridade dos métodos especificos para seg-
mentagao de imagens de ultra-sonografias, j4 que além de fornecer um maior nivel de
detalhes na deteccdo das bordas das regides de interesse, obtiveram um menor custo
de processamento. Mostrou-se também que os métodos automaticos se constituem
uma interessante ferramenta na segmentagao, oferecendo expressivo ganho de tempo
em relagdo ao trabalho manual. Entretanto, é imprescindivel o acompanhamento
dos resultados por um especialista responsdvel por validar as segmentagbes obtidas,
efetuando qualquer corregéo que se faca necesséria.

Como trabalhos futuros, podemos citar a inclus@o de medidas relativas a um
conhecimento prévio da forma da regifo a ser segmentada. Estas informagdes pode-
riam ser agregadas ao modelo de energia empregado para a evolugdo da curva.

Considerando a forma da captura por ultra-sonografia, onde hé aquisi¢do de ima-
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gens em seqliencia e as regides de interesse sofrem pequeno deslocamento em relagéo
a imagem anterior, um algoritmo de segmentagdo que considere o seqilencialmente
da imagem seria interessante, ja4 que poderfamos utilizar a segmentagio da imagem
anterior como inicializacao da curva da préxima imagem.

Além destes exemplos, poderfamos adicionar a implementacao de segmentagao
tridimensional, ja que esta ofereceria uma maior liberdade na visualizagao e andlise
dos resultados.

Em relacao & interface, durante uma segmentagio, pode acontecer da curva néo
oferecer a melhor segmentacéo. Sendo assim, é interessante que haja a possibilidade
de correcao dos segmentos da curva, seja durante ou apés o término do processo de

evolugao.
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Apéndice A

Convertendo da formulacao

paramétrica para a implicita

Vamos partir do modelo paramétrico onde a energia da snake C : u € [0,1] — IR?
proveniente do campo é dada pela integral ao longo de C de uma fungao real g
definida em cada ponto p da imagem pelo valor do campo numa vizinhanca de p.
Em um exemplo tipico, g pode ser a convolucdo de uma fungdo Gaussiana G com o
campo F' ou, mais geralmente, o resultado de um processo de difuséo aplicado & F.

Desse modo, a energia de campo Eiumpo(C) da snake C é dada por

9(C)ds, (A1)

em que ds expressa a diferencial do comprimento de arco C. Como essa diferencial

é dada em cada ponto C(u) por | C’(u) | du, temos entdo que

Beampo(©) = § 9(C) | C'w) | o (A-2)

Dentre as vérias possibilidades para energia interna de C, vamos optar por aquela
de descrigdo mais simples, considerando-a proporcional a drea A de regifo delimitada

por C. Neste caso temos:
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O desenvolvimento no caso de se considerar outras alternativas para a definigéo de
energia interna é inteiramente andlogo ao que serd feito aqui.

Vamos chamar de §(C) : u € [0,1] — IR® a uma pequena perturbagio na
definicdo de C, e relacionar precisamente esta perturbagéo com as variagoes Eeampo(C)

e 0E;n:(C) que ela determina nas energias de campo e interna da curva.

A.1 Energia de Campo

Podemos escrever 0 Fegmgpo(C) da seguinte forma:

5 By (C) = 6 ( ){ o(C) | C'(w) | du) , (A4)

e entdo, considerando a linearidade de um operador integral definido num espago de

funcoes, podemos passar a variagdo para dentro da integral, obtendo

}{ 6(g(C) e |>du. (A.5)

Como a diferencial de §(R.S) de um produto de fungdes R e S é dado por Rd(S) +
Sd(R), A.5 é equivalente a

7{ 5(9(0)) | C" | du+ ]f 9(C)5 | C' | du. (A.6)

Pela regra da cadeia, temos que

5(9(0)) = <Vyg(C),ds(C)>, (A.7)

assim, a primeira integral de A.6 se torna

f <V,8(C)> | C' | du. (A.8)

Para expressar a segunda integral em um formato mais apropriado, lembremos

inicialmente que
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| C' |= <C',C'>1, (A.9)

o que significa que:

51 C')) =3<G' C'>"1 . 6<C, C'>

=~<C” C'>"3 - 2<C, 6(C")> (A.10)

_<C’, 5(C")>
[C

Vamos aplicar agora o método de integragdo por partes, empregando especifica-

mente a seguinte igualdade:

b

/ab <R(u),S(u)>du =<R(u),/3(u)du] >

a

_/ab<d]§$)’ / S(u)du>du, (A.11)

com R = g(C) - IC’ e S =46(C).

Fazendo isso, lembrando ainda que §(C) = [ 6(C")du, obtemos

<C',6C"> g(C)-C’ ,
%g(c)_‘l‘_c,‘,l—' = f<<—'—O,T),5C >du
_ C' (u) v=t
= <g(C(u)) - T | 5C>} . (A.12)

j[ <i<g(0), g l) 5C>du.

Como entretanto C' é uma curva fechada, temos 6C(0) = §C(1) e conseqiiente-
mente a expressao dada na primeira parcela de A.12 toma o mesmo valor em % = 0
e u = 1. Portanto, essa primeira parcela é nula. Considerando isso juntamente com

a expressdo A.8, relacionamos finalmente §(C) e §Egmpo(C) por meio de
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5 Brarpo(C) = j[ <Vg,8(C)> | C' | du

— f <Ed&<g(c)|%:|> ,6C>du. (A.13)

Seja agora

5= [0,1] — R* | s(u) = /0 () | da (A.14)

a funcio que expressa o comprimento de um arco contido em C' com extremidades
em C(0) e C(z), e seja C, = C o s~ a expressdo de C em fungdo do pardmetro s.

De A.14 obtemos, imediatamente, que

& / |C’(x) | ds
= C'(w) |-

) (A.15)

ds | C'(u) |
Por definigao, a curvatura K(Cs(s)) da curva C no ponto Cs(s) é dada por

I d—qu:T(s—z |. Como entretanto || dcs(s) |= 1, temos que dzcsz(s) deve ser ortogonal a

dC’(s) d2Cs(s)

que tem exatamente a direcdo da tangente C' em C(s). Assim, =5~

é um
vetor normal a curva C em C,(s) e escolhendo N(C,(s)) adequadamente entre os

dois vetores unitdrios que tém essa propriedade, podemos escrever

d?C;(s)

- (A.16)

K(Cs(s)) - N(Ci(s)) =

Para voltarmos a parametrizagio original da curva v — C(u), devemos inicial-
mente aplicar a regra da cadeia e A.15 duas vezes, obtendo a seguinte seqiiencia de

igualdades:
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CON c"tu) ) (A17)

o)
(0@)) 1

T w\[CwW[) [CWT

8

Assim, a Equagio A.16 pode ser reescrita na forma

K(Cw) - NCw) = 52 (16 ) o (A18)

Omitindo a especificagio do ponto C(u), onde se aplicam os funcionais K e N,

podemos entdo escrever

Al CW \ oy
du(m(u) |) | C'(u) | -KN. (A.19)

Em vista desta expressdo, podemos explicitar a influéncia da curvatura K na
segunda integral da definigdo de 0Fcumpo em A.13. Para isso, devemos observar

inicialmente que

Zz%(g(c)'l%T) - (g( ))lglﬂ(c)_('g')

= <Vg(C).C"> - 1y +a(C) 1 €| K-

(A.20)

Levando A.20 em conta na definigao dessa integral, temos:

d ' o . , ,
j[<du<g(0)- ¥ I),5C’>du—f<(<Vg(C),C’>v o] +g(C)- | C"| -K-N),50>du

! . -
:j{<(<vg(|cgcl;> ¢ +g(C’)-K-N),6C>- || du.

(A.21)
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Nessa tdltima expressdo colocamos | C' | em evidéncia e, como esse termo ji

aparece explicitamente na primeira integral, podemos representa-la na forma

7 !
Ecampo(c) = f<Vg - <vg?CC'?I,|§' >G - g(C) . KN, (50> l Cl l du (A22)

Agora, observe que

<Vg(C),C"> - C" c' c'
. = —_— A.23

é exatamente o vetor projecéio de V(C) sobre a diregéo tangente & curva C em C(u).
Como I—g,—l e N formam uma base ortonormal do IR?, esse vetor, somado ao obtido
pela projecéo sobre N — <Vg(C), N>, N deve reproduzir o gradiente Vg(C), o que

significa que

! /)

C C

Empregando essa igualdade e lembrando que ds =| C' | du, podemos chegar a

uma expressao mais compacta para d Eegmp, que é

7{ < (<Vg(C'), N>-N-g(C) K- N) 60> ds. (A.25)

No desenvolvimento que iremos fazer posteriormente, serd 1til ter a Expressio
A 25 numa forma ligeiramente diferente.

Haviamos escolhido N(u) entre os dois vetores unitérios ortogonais a curva C
em C(u) como aquele que tem o sentido de %28—20— de forma que pudéssemos escrever
£¢ = KN, com K > 0.

Suponha que v — C(u) percorre a curva C no sentido positivo. Nesse caso,
nos pontos onde C' é céncava, IV aponta para fora da regigo delimitada por C, e
é obtida aplicando-se uma rotagio de 90° no sentido hordrio ao unitério do vetor
tangente C' = (C7, C} ). Nesse caso, N ¢, portanto, o vetor unitdrio de (+Cy, —Cy),
que representamos por N. Eo que acontece no ponto C(uy) na Figura A.1. N é o

vetor unitério & curva C que fica & direita dela considerando-se a orientacdo dada
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™

(C (). C,(u,))

(Cu)Cylu,))

(
(Cfu,) Cup)

X
L2 2\
~7

Figura A.1: Representacio do vetor N.

por C(-). Quando essa orientagio tem o sentido positivo, N aponta para fora da
curva.

Nos pontos onde C' é convexa, N aponta para dentro da curva e, para obté-la,
devemos aplicar uma rotagao de 90° no sentido positivo ao unitério de C’. Nesse
caso, ele é dado pelo vetor unitério de (—C,+C;) = —N. E o que acontece no
ponto C(u;) na Figura A.1.

Para obter futuramente uma expresséo de 0(E) de forma mais simplificada, va-
mos substituir N por N em A.25. Para isso, precisamos antes definir K € IR pela
igualdade KN = KN. K é positiva no caso céncavo e negativa no caso convexo.
Ela passa, portanto, a ter um sinal, enquanto K era sempre positiva. A Expressao

A.25 pode agora ser reescrita como:

f < <<Vg(C), N> N g(C)- mv) Cds.
(A.26)
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A.2 Energia Interna

Vamos agora expressar como varia a energia interna Fi,.(C) = a4, onde A é a
drea da regifio delimitada por C quando esta curva é alterada por um acréscimo
diferencial 6C : [0,1] — IR? com §C(0) = §C(1).

Conforme descrito no Apéndice B, a drea A pode ser obtida fazendo

/0 1 Co(u)Cpy(u)du (A.27)

e, em funcao disso temos:

Oq

Y mt( ) (Q'A)

= ab(4)
0 f a.we, (u)du)
a/ol (O (u) - C’(u))du (A.28)

1
0

Observe agora que a integral indefinida

Q

Il
=
/N

1)
(5(035 Ol (u) + Calu) - 5(0;)(@) du

/ 5 (c; (u)) du = §(C,)(w) (A.29)

e, aplicando a integragdo por partes, temos

1 1 1 d
Co(u)d(Cy)(u)du = Co(u)d(Cy)(u)| — [ | Co(w) | - 6(Cy)(u)
/0 1 L /0 d“< ) (A.30)
- /0 Gl (w)8(Cy) (w)du.
Isto porque como as curvas C' e C + §C séo fechadas,
C;(0) = C;(1) (A.31)

3(Cy)(0) = 3(Cy) (1),
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1

o que anula Cy(u) - 6(Cy) (u):, .

0

Podemos entéo expressar A.28 na forma

a/ol 6C,(u) - Oy (u) — Cp(u)d(Cy) (w)du = o /01 < [6Cm(u), 5Cy(u)], {C;(u), —C’;(u)] >du.
(A.32)

Pela prépria definicdo de N, temos que

)~ =1l ) | Few), (A.33)

e assim

1

o /0 1<[50w(u),50y(u)], [0;(11,),—0;(11,)} Sdu= o /0 <60(w), | C'(w) | ‘N(u)>du
—a /0 ' 50, Fw)>- || C'(w) || -du.
(A.34)

Mas, || C'(u) || -du = ds e assim, mantendo a notago, por simplicidade, apesar

da mudanca de parametro, podemos escrever finalmente:

0E;n(C) = aj{ <0C, N>ds. (A.35)

A.3 Energia Total

Juntando A.35 com A.26, o diferencial da energia total da curva § E(C) se torna
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SE(C) = 6 Eampo(C) + 8 Einy(C)

_ j{ < (<vg(0),w> N = () -T(W),é(bds ta ?{ <N, 6C>ds
= ]{< <<Vg(C),W> -N —g(C)- KN+ aN,§C>ds

_ ]{ (<vg(0),w, N> — g O)F + a> <N, 6C>ds.

(A.36)

A.4 Evolucao da Snake Segundo a Direcao de Maximo
Decréscimo

Seja S o comprimento de C. Considere agora que dC estd contida no espago das
funcbes de quadrado integravel de [0, S] em IR?. Neste espaco podemos definir o pro-
duto interno f-g = fOS <f(s),9(s)>ds e anorma || f |j2= (fos <f(s)- f(s)>ds) 1/2.
Podemos agora tentar entender o conceito de “diregdo de méximo decréscimo”de
JE(C). Ela serd a indicada pela perturbacgio 6C* tais que || dC |2= 1 para a
qual §E(C)(4C) atinge o valor mais negativo, entre todas as perturbagoes. Vamos
mostrar que podemos definir C* da seguinte forma:
seja G(s) = (—K(8)g(C(s)) + Vg(s)N(s) + @) - N(s). Defina, entdo, 6C* como
sendo a fungdo s — ﬁg%, obviamente, || C* |lo= 1.

Tome agora outra perturbagio 6C pertencente ao espago funcional em questéo,

tal que || 6C ||a= 1. Temos entdo:
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SE(C)(6C) = /0 " (Va(s) - N(s) — K(5)g(C(5)) + @) <N(s), 6C(s)>ds
_ /0 " <G(s),6C(s)>ds
_ /0 1 @ lls <8C*(s), 6C(s)>ds
1 G s /0 " <50 (s), 6C(s)>ds
— G s /0 T(6C2(s) - 6C4(s)) + (5C2(s) - 6C,(s)) ds
>[ G s / s —% [60;:(5)2 + 60m(s)2] - —i:[w;‘(sf + 50,,(3)2} ds
- _% I G 2 /0 ) <5C§(s)2 + 50;(5)2> + (501-(8)2 + 5Cy(8)2) ds
— _% Il G Il [/0 §C3(s)? + 6C(s)? ds + /0 3Cy(5)? + 6Cy(s)? dS]
=5 161 (160" L+ 1140 e

(
——5 161 (1+1)

== G2
(A.37)

A tinica desigualdade nesta segiiencia provém de —(a? + b?) < 2ab ou —1(a® +
b?) < ab. J4 que fazendo-se §C = §C* essa desigualdade se torna uma igualdade,

verifica-se que

SE(C)(5C) > SE(C)(SC*) Y 6C | || 6C |2 = 1. (A.38)

Assuma agora que C' varia temporalmente de forma diferencidvel. Vamos escrever
C; para indicar esta dependéncia, §E(C) serd dado, entdo, pela Expressao A.36
substituindo-se nela §C(s) por Ci(s) - §t. Lembrando ainda a defini¢do de G dada

anteriormente, esta expressao se torna

OE (Cy) (Ci(s)- ft) = (/: <G(s), C’;(s)>ds> At. (A.39)
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Se quisermos entdo que F(C};) decresga o mdximo possivel em todas as fungdes

C; de mesma norma devemos, em vista do exposto acima, fazer
C] -G

e, Tl (A.40)

Isso ser4 obtido se fizermos C} = —@G, o que por simplicidade é normalmente ado-

tado. Desse modo podemos escrever finalmente a equagao que descreve a dindmica
de evolucdo de uma snake paramétrica C com a fungao de energia descrita acima.

Ela é:

Ci(s) = (K(5)g(C(s)) — Vg(C(s)) - N(s) — a) N(s),Vs.
(A.41)

A.5 Formulacao Implicita

Suponha agora que C é definida implicitamente como sendo o conjunto de zeros
de uma funcio ¢ de classe Csy, isto é, C = {z | ¢(z) = 0}. Assumimos que ¢ é
negativa no interior da curva e positiva em seu exterior, Como ¢ cresce para fora

da curva e N por definicio também aponta para fora da curva, temos que:

Vé
Vel

Seja, uma vez mais, C; uma parametrizago da curva C' em fungdo de seu com-

N = (A.42)

primento de arco s. Conforme j4 foi visto, N ¢ igual ao unitdrio de (C,—C}) =
(Chyr —Cs ). Isso significa que o vetor tangente unitério (C;,, Cy,) = (—=Ny, Ny)
pode ser obtido aplicando-se a N uma rotacao de 90° no sentido positivo. Juntando
esse fato com a Equagio A.42, temos

d Vo

C —
*=(C.,,C.)=N-R=—— "R, A.43
g~ (G o) Vel (A.49)
01
onde R é a matriz que deve ser multiplicada & direita de um vetor linha,
10

para efetuar uma rotagao de +90° em torno da origem.
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Dado que a transformacio linear determinada por R comuta com o operador de

diferenciagao, temos que

RN - kv = 3(90) = & (Tolelhul ).
(

a8 )
") ()
( ” \
(¢, CL) - ) >\/<3¢>:<g¢)< ) \\/ < .
' @) W )

~ »

M
(A.44)
Esta ltima igualdade é obtida pela aplicacdo da regra da cadeia, multiplicando-
se a derivada em relagdo a (z,y) - que nos dé a matriz que aparece do lado direito
da igualdade - pelo vetor (C; ,, C; ) que é derivado de Cy(s) — (z,y).

O Apéndice C é dedicado a mostrar que essa expressao corresponde a

~ div( Vo (a(s), y(s)) )W, (A.45)

I Ve |l (z(s), y(s))

e, portanto, temos

KN=KN

g [ Y2E6)y6) R (4.46)
d@wwmmw)”

Em vista disso, podemos obter a partir da Equagdo A.41 a expressio que indica

como deve variar a fungdo ¢ em cada ponto, de forma que ela evolua segundo a

diregdo de maximo decréscimo de energia.
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Para isso, devemos observar que

¢1(z(s),y(s)) = —Vé(x(s), y(s)) - Ci(s)- (A.47)

A razdo do sinal negativo é o fato de que se féssemos de C;(s) para Cyyat(s) com

At suficientemente pequeno, entao

Cirai(s) ~ Ci(s) + Ci(s)At, (A.48)

e, em vista disso,

$:(Coins(8)) =2 Vi (Ci(s)) - Ci(s)At + ¢4 (Ci(s)), (A.49)

e, da mesma forma,

Prrat(Ci(8)) =2 <Virat(Corai(s)), Copnn(8)> « (—AL) + ¢rpat(Corat(s)). (A.50)

Mas se queremos que C; seja a curva de nivel zero de ¢,, entdo tanto ¢;(Ci(s)) =

0 como ¢epatCryat(s) = 0.

Desse modo,

() = o, BC) ~ )
—~ lim $e1at(Ci(s))

At—0 At (A.51)
Jim <V(t + AL)(Corar(s)), Clyar(s)> - (<1) +0

Il

= —<V(t)(Cy(s)), Cils)>.

Substituindo ent&o na expressdo de Cj(s) dada em A.41, N(s) por %&% e KN

por sua expressdo dada por A.46, temos:
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r_ i V_¢) _ve V¢ _ >._V¢_
iz <V¢’(d”(uv¢n 9=VIrgel ) Vel

. Vo V¢ ) <V, V>
_ \V/ D T A.52
<d”nv¢ng+ Ve T ) TTVe (A.52)
. Vo V¢ )
= { div—"'— \VJ IV .
(Vuwn“ Irvey t) Vel

Todas as funcdes indicadas no desenvolvimento acima precisariam ser aplicadas
apenas aos pontos de C;(s), mas nfo héd inconveniente se ela for aplicada a todos os
pontos do dominio da imagem.

Como

(Ve N\ . [ Vo v
div <gn Z n)‘d”<n Vo llg)+vgll Vol (A.53)

a Equagdo A.52 admite uma forma mais compacta, dada por:

.= (v (opggr) +o) 1901 (A54)

A.6 Férmula Geral

A partir de A.52 pode-se obter uma formulagéo geral que englobe algumas das
mais cléssicas abordagens para controlar a evolugdo de uma snake implicita [63].

Essa formulagao é obtida da seguinte maneira:

1. Acrescenta-se a A.52 um termo para fazer com que a evolucio de ¢ dependa

também de seu laplaciano. Seja cV?¢ este termo.

2. Admite-se que cada uma das parcelas da expresséo obtida com este acréscimo
seja multiplicada por uma poténcia diferente de g. Essas parcelas se tornam

entio:
divggr - 97, Vg-Ve-g7, al| Ve | g7, Vi gr.
A equagdo que controla a evolugdo da funcdo ¢ torna-se entdo:
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o =i () I V140V Ve+gma | Vol +ov o

(A.55)
em que p; sdo parametros constantes inteiros néo-negativos, e ¢ é uma coeficiente
real. A partir de entdo, podemos mostrar algumas das formulagoes classicas que
podem ser descritas por esta expressao.

Para se obter a equagio usada por Goldenberg em [60], fazemos p; = 1, py =1,
p3 = 1 ec=0. Com estes parametros e tendo em vista a igualdade A.53, a expressao

acima se torna

o¢ . V¢

o = sl (a-+aiv (st ug7) ) 1 71 (A56

o~ 4) TVl )
Como o autor supde ainda que ¢ seja uma funcdo distincia, tem-se || Vo ||=1 e

esta expressao se reduz a:

%% =g(a+div(gVe)) . (A.57)

A férmula usada por Caselles e Sapiro em [1] é obtida fazendo p; = 0, p2 = 0,

p3 =1ec=0. Assim, a expressdo A.55 é reescrita como:

9 _ (YN
o 90 laiv (arosr) +ag I Vo1 (A58)

A equagao proposta por Turello em [64] vem depy =0, py =1, p3 =2, c=1/2N

e py = 2, e em conseqiiéncia disso temos:

0 \Y%
=gl Vol (o) +o(Va Ve +agt | V91 +56" V0. (459

Finalmente, a de Schlegel [64] resulta da seguinte atribuicio: p = 1, py = 1,
ps=2,c=leps=2

2 _ NARZA ,
5 =91Vl av (opohy) +asl Vel +97%). (460
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Apéndice B
Regioes de uma Curva Fechada

Seja A a drea da regifo limitada pela curva simples, fechada e continuamente
diferencidvel u € [0,1] — C(u) € IR? ¢ {Ry, Ry, ..., Ry} uma particio dessa regido
em componentes convexas na dire¢do do eixo da coordenada y, tal como representado

na Figura B.1.

™Y Yo

sup

inf

B - ————

: yinf I Y.
: : 2 ; -
min min__mi ' min
1 Xz= len szngx XTaé Xz XTax X

Figura B.1: Um curva fechada e suas regides.

Faca agora A; ser a drea do fecho R; de R;, e s e z7"** o minimo e 0 méximo
da coordenada = dos pontos em R;. Observe entdo que a borda de R; é constituida.
por até dois segmentos com a direcdo do eixo da coordenada y e duas curvas C;?

sup

e C™ que sdo gréficos de fungdes reais 35 e ¢ definidas em [z, z7"*]. Nesse
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caso,

mas
H s

= [y [y @ (B.1)

min min
z; 3

pmas

Vamos agora redefinir cada uma dessas integrais em fungdo do pardmetro u.
Inicialmente, faca Cy(u) e Cy(u) expressarem as coordenadas de C'(u) em relagdo
a0 sistema Ty. Observe entdo que o grafico de y;"* constitui um trecho continuo da
curva C, especificamente aquele obtido limitando-se o domfnio da fungéo C a um
intervalo [uf§", ufy”] € [0,1].

Para todo u neste intervalo, temos

z = Cyp(u) = yi'?(z) = Cy(u). (B.2)

Suponha agora que v — C(u) descreve um percurso da curva no sentido hordrio
(se o percurso for anti-hordrio, o vizinho que deve ser empregado € inteiramente

andlogo). Nesse caso, como pode ser observado na Figura B.1, devemos ter:

Cuig™) = (7™, ;" (z7™"))
. (B.3)
Cluzp®) = (27", 4" (27"*"))-

Isso deve-se ao fato de que nesse caso R; tem que estar simultaneamente abaixo

de C*F e a direita dele, considerando-se a dire¢éio de percurso determinada por
u — C(u).

Em vista disso, e fazendo dz = C.du, podemos reescrever

NaT

/ Cy(a)da

min
T

como uma integral em u por meio das seguintes igualdades:

NOT
& u':_'nazz:

e = [ (O () du

S s = [ e C W)

T; U;;:Loaw (B4:)
- Cy(u) - Cp(u)du.

7L
U;

1.0
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Pode-se agora repetir o raciocinio com ;% no lugar de yz ! obtendo um intervalo

[u;”f”‘, uif] tal que C’([uf‘f", ;”1“]) = O’Z-mf , 86 que agora,

O™y = (o=, 4 (57)

Cluree) = (e, " (™).

(B.5)

B que nesse caso, R; tem que estar acima de C’ii”f e a direita dele, considerando-se
a dire¢do de percurso dada por u — C(u).

Em vista disso devemos ter:

753
maz Mg

=3 ) il Ui
[ @i = [ ow-Cwdu [ T C)-Ciwdn. (B6)
pin uppe upsin
Juntando B.4 e B.6 temos entao que
A; = / Cy(u) - C, (u)du+/ - Cy(u) - Cy(u)du. (B.7)

Ui

min max
Devemos considerar agora que o conjunto ¢ de intervalos composto por [u7g"™, uf

e [ufF™, uf?**] constitui uma partigdo de [0, 1], porque:

1. Todo ponto de C' estd em uma curva C? ou numa curva C™/;

2. As duas curvas nestes dois grupos podem ter em comum apenas as suas ex-

tremidades.

Em fungéo deste fato, tem-se finalmente que

u‘m.a.:c

Cy(w) - C (w)du + / o) - O w)du

-m.1.-n, mnin
g1

A= ZA Z /
_ /IGCCy(u)-C;(U)dU (B.8)

= /01 Cy(u) - Co(u)du.
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Apéndice C

Relacao entre Curvatura e

Divergente

Este apéndice se destina a mostrar que

g (YR 0)
Add=—di (u Vo] (zv(s),y(s))) , (D)

Trabalhando a expressao de cada componente da matriz M, definida em A.44,

temos:
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¢ 0%2¢ , 80 9%¢
%?(m"erﬁg‘ayaz')

2 2
u\/(a_qs) N (@) _ 2
Bx2 oz 3y Om 2 2

8y

(C.2)

e, de forma andloga,

(@) @

Além disso,
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a9 ¢ 8% , 09 020
a—y‘?’<5%'5ﬁ+53 am)

[OXe)

¥

9 B B [(9\? | (86\
o 2| 5y8:1:. (55 + (3_'y B 9 2 2 2
) (#) +(#)

(C.4)

e, similarmente,

@@

Portanto, M tem a forma dada abaixo:

2 2
Polog) _ 0% 0006 0% [06) _ 020404
1 8xz2 \ 9y 8ydr Oz 8y Ozdy \ Oz dz? Oz By

M = 3/2 . 2 2
2 2 8% (8¢ _ 20000 %[00\ _ 8¢ 940
(2‘2) + (ﬁaib) dydz \ Oy Oy 8z 8y Oy* \ Oz dzdy By Oz

oz dy
(C.6)

Além disso, conforme ja foi visto (C ,(s), C; ,(8)), o vetor tangente unitdrio de C
em C(s), o que significa que ele é o resultado de se aplicar uma rotacao de 90° a N

no sentido positivo, ou seja:
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Asgsim,

(Coals),

Cly(s) - M-R=

(Cia(s), Cs

Ny, Ng)
(_@ §2) (C.7)
Oz dy
2 2
o
)+ (3
9¢ 0 .
)2)2. \ 0z’ 5@/) .
ﬁ B
56 90\ . (09 09\ ..
“Sey) e (G y) M

(C.8)

onde M, ; é a j* coluna de M. Operando, obtemos que as coordenadas AeB

indicadas acima podem ser dadas por:

A:(_

o
X

o%¢
oz?

0y?

(
(

0?%¢
Ox0y

e

bolin

Q?)Z_@_ o (96\", 0% 0
Oy 0x0y 8z (83/) Oyox oz
2125 28 23
Oy 8m8y o Oy 3y2 3?/

9¢

(5
%)

)

0¢
8y = Oz
_9 0*¢ 0¢
0x0y By

8¢

o¢
Oy

) +2¢

(5

9¢

<_

oz

00, O
0
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que é o unitario do gradiente de ¢. Desta forma, podemos finalmente escrever que
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