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da malha poligonal.

Apresentamos uma ferramenta para criacéo e/ou deformagéodklos 3D a mao li-
vre atraves de tracos. O usuario pode explorar diferentgsegpe deformacéo alterando
a suavidade continuamente enffée C?, onde a variacéo da suavidade na deformacéo do
espaco € obtida por meio da mistura de splines poli-harraémas RBFs, sendo possi-
vel a comparacao visual dos resultados obtidos por transfges realizadas segundo os
dois métodos. Deste modo, a criacao e deformacdo de moddiosensionais pode ser
realizada de forma facil, rapida e intuitiva. O usuario poda um modelo simples a par-
tir de um traco e depois realizar operacdes de edi¢cao tais ammacao de caracteristicas
afiadas e caracteristicas suaves na superficie do modelo.
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This work discusses techniques for approaches modelingedlitthg triangular
meshes for three-dimensional representation of modelapMy two spatial deformation
techniques: one using Radial Basis Functions (RBFs) anthanbased on the discreti-
zed Laplacian operator. Comparisons between the appreachecarried out with free
hand manipulation of the polygonal mesh.

We present a tool for creation and/or deformation of 3D meteised on free hand
strokes. The user can explore different deformation optadtering the smoothness con-
tinuously betweerC® and C%. The smoothness variation of the spatial deformation is
obtained by blending poly-harmonic splines in the RBFyvailhg a visual comparison
of the results using the two approaches. In this way, thetioreand deformation of
three-dimensional models can be made intuitively, quickhd easily. The user creates a
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sharp and smooth features on the model’s surface.
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Capitulo 1

Introducao

A queda de precos dos computadores — além de caractertat&asmo reducdo das suas
dimensdes, alto desempenho e ubiqiliidade — passou a perexptoracéo de novos tipos
de aplicacbes, com uma tendéncia a suportar a cada um esitiitiecacdo mais “natural”.
Entre estes paradigmas de interacdo homem-computadeWipdB (Windows, Icons,
Menus, Pointers temos a realidade virtual, realidade aumentada, irtesfenulti-modais
e multimidia, interfaces de linguagem natural, interfateseconhecimento de som, fala,
tracos, etc.

No contexto da modelagem geométrica, interfaces baseadasagos estdo sendo
usadas para expressar idéias visuais em formstrd&es isto €, tracos simples espe-
cificados pelo movimento do ponteiro do mouse, ou da candteapsobre a tela do
computador, o qual gera a¢6es apropriadas por meio de@dabsgestuais dos tracos.

A natureza fluente e leve deste tipo de interface a fazem adaqara atividades de
desenho criativo e exploratorio. Com elas, pode-se exqréddias visuais nos compu-
tadores sem fazer uso de sequéncias de comandos cansatroger que lidar com um
grande numero de icones, menus e ferramentas de selecaa.phirstipal caracteristica
— a manipulacéo direta — tenta fazer do desenho uma ativetadeaestricdes artificiais.
Encontrar uma técnica de modelagem de superficies quensejativa, de manipulacao
simples, que modele a rigidez ou suavidade da deformacamadbjeto real e que néo

necessite de treinamento prévio para usuarios casuas @imah grande desafio.



Quando falamos de modelos tridimensionais de aparénce hos referimos a obje-
tos com contornos suaves e projetados sem o auxilio denmstiios, de maneira similar
aos desenhos bidimensionais feitos a méao livre. Mais amgeremos distinguir esses
modelos daqueles construidos usando, por exemplo, plaitioglros, esferas e outros
objetos geométricos facilmente reconheciveis.

Em termos de representacdo matematica, objetos de apatl&neiséo tipicamente
modelados através de curvas e superficies paramétrisasotaio as diversas classes de
splines Recentemente, entretanto, varias propostas para refaede de objetos usando
equacodes implicitas [109, 7, 105] — coletivamente denodas&squemas implicitos ou
representacdes implicitas — vém sendo sugeridas, particehte aquelas que empregam
Funcdes de Base RadigRadial Basis Functions — RBEsJurk e O’Brien [102] [104],
foram os primeiros a utilizar RBFs em modelagem, trabalbarmin uma reconstrucao
thin-platecombinada com a técnica de amostra por particulas deser@or Witkin e
Heckbert [109] para visualizag&o interativa.

Para obter uma renderizagéo precisa, Turk e O’Brien caawvestsuperficie implicita
em uma malha poligonal usando o algoritmarching cube§s7], por exemplo, ou geram
uma renderizacéo direta da superficie yrtracing Mas as duas técnicas sao bastante
lentas, ndo permitindo uma taxa de atualizacéo de tela epotesal ap6s mudancas na
superficie. Eles também descrevem algumas operacfesib@simo mover um ponto,
adicionar um ponto, mudar a normal, de forma a permitir megkrh de objetos tridi-
mensionais de aparéndiare.

Botsch and Kobbelt [11], apresentam uma técnica de def@onde superficies atra-
vés do operador Laplaciano e posteriormente usam RBFs galizar tais deformacdes
[12]. Algumas técnicas com operacdes baseadas em tracempmeservar os detalhes
da geometria do objeto, mas ndo permitem inserir uma lintatexistica na malha, como

por exemplo um sulco [30, 60]. As técnicas de manipulacébatelles isto €, regides



desenhadas sobre a superficie com comportamento rigitlo9§1 114, 12, 9] sao in-
tuitivas e produzem deformacdes suaves. No entanto, aeaé&formacdes por meio da
manipulacédo de urhandlepode se tornar uma tarefa bastante trabalhosa e pouco intui-
tiva. Recentemente, Nealen et al. [78] apresentaram oMésdr. uma ferramenta de
modelagem a méo livre que pode ser vista como uma extensaddy [55].

Em nosso trabalho, fazemos um estudo das técnicas de defwrda espaco por
meio de funcbes de base radiais e técnicas de deformac&ésatta operador laplaci-
ano, apresentando uma ferramenta que permite a modelagefiormdcao de superficies
atraveés de tracos. O usuario faz um traco em uma regiao deisigde seu interesse e,
entdo, pode realizar deformacfes na parte da superfielc@ehda.

Nossa idéia € usar a técnica de deformacéo do espaco por BBk e técnicas
de discretizagao do laplaciano para realizar deformacgde®ipjetos e inserir linhas ca-
racteristicas nas superficies dos mesmos, de modo que s @oaparar os resultados
obtidos pelos dois métodos.

Assim, fazendo tragos no plano da tela, podemos criar unwcofpjesseiro inicial, que
nao contém muitos detalhes, e por meio de deformacdesridstéasihes na superficie do
objeto, ou efetuar deformacdes mais complexas. Nossaip@também aceita a entrada
de malhas triangulares prontas, eliminando a etapa deéioria realizacdo de algumas
sequéncias de deformacbes possibilita a obtencédo de gusidiples de animacao dos

modelos.

Contribuicdo: As principais contribuices deste trabalho sdo a comparagéie os

métodos de deformacéo por meio do operador laplaciano entiefdo por RBFs, sendo
feito um estudo com relacdo ao desempenho das técnicas,dmemaccomparacao das
propriedades diferenciais das deformacdes obtidas pelesttodos. Adicionalmente
foi implementado um prot6tipo para deformacgéo e modelageréa@livre que permite a

comparacao visual entre as duas técnicas abordadas.



Este trabalho esta organizado como se segue. No Capitutegeapamos os sistemas
de modelagem 3D mais utilizados em computacgdo gréfica, squemas de representa-
cdo e algumas técnicas de construcdo e visualizacdo, e w&a geral dos métodos
empregados nos problemas de reconstrucdo de superficiapiulo 3 é dedicado a de-
finicdo e as aplicagbes das funcdes de bases radiais na em@pugrrafica. No Capitulo
4 discutimos as técnicas baseadas na superficie do modeéxdedo as representacdes
baseadas no gradiente e representacfes baseadas natepkadazemos um resumo
das técnicas de deformacdao linear e nado linear do espaco.apitu® 5 apresentamos
um sistema para modelagem e deformacao baseado em tragids gse 0s detalhes de
implementacéo sédo enfatizados no Capitulo 6. No Capituio7apresentados alguns
resultados obtidos utilizando o sistema implementado eapit@lo 8 apresentamos as

conclusdes e sugestdes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Sistemas de Modelagem Geomeétrica

Neste capitulo apresentamos os sistemas de modelagemteciopais mais utilizados
em computacdo gréfica, seus esquemas de representacamstgunicas de construcdo
e visualizacéo, e uma visao geral dos métodos empregadpsaibsmas de reconstrucao
de superficie.

No desenvolvimento de sistemas de modelagem existem deasdqs principais a
serem abordadas: representacao e especificacdo. A rapgésedo modelo lida com o
problema de como caracterizar objetos e como convertecasdaterizacdo em estrutu-
ras concretas. A especificacdo do modelo esta relacionad@asdécnicas usadas para

construir essas estruturas e a interface do sistema comadaufgL05].

2.1 Esquemas de representacao

Os esquemas usados na representacdo da geometria de eljapexficies podem ser

categorizados em trés classes gerais: discreta, parean@implicita [25].

2.1.1 Representacao discreta

Nesta representacéo, o modelo € uma colecao de complexgggim que podem incluir
pontos, arestas e poligonos. A principal vantagem destaseptacdo é a sua generali-
dade, ou seja, a capacidade de representar formas de tigpatbgraria com precisao

também arbitraria. O uso comum de representacfes polgoaai particular de tri-



Figura 2.1: Representacao discreta de modelos: da escpeala direita, o refinamento
da malha triangular da cabec¢a de David de Michelangelo.

angulos, tem conduzido ao desenvolvimento de hardwaretwasefespecializados em
processos de renderizacao acelerada desses modelosaiintnepresentacdes discretas
apresentam desvantagens. Em particular, tendem a ocapaegrquantidades de memo-
ria (complexidade de espaco) e podem apenas aproximaoslgjetvos dentro de uma

precisao estipulada. Veja na Figura 2.1 ilustragbes deptasentacao.
2.1.2 Representacao paramétrica

A superficie é representada por retalhpat¢he$, descritos por equacdes na forma pa-
ramétrica. Exemplos deste tipo de representacdo sdoaeBdizier Hermite cubicos,
B-Splines NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines)superficies de subdivisdo. As
superficies paramétricas podem ser amostradas em res@itméiaria e usadas para re-
presentar superficies suaves. A sua principal desvantagpme para formar um objeto
fechado é preciso combinar muitos retalhos, e a costura sudxe retalhos é problema-

tica.

2.1.3 Representacao implicita

Nesta representacao, a superficie € um conjunto de mével Get surface e se define
como o conjunto de pontos onde a funcao implicita assume lonegpecificado, usual-
mente zero. As representacdes implicitas podem descrgjeto® de topologia arbitraria

e nao requerem costuras para representar superficiesiéschHalas podem ser expressas
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analiticamente ou amostradas discretamente. Exemplasngéds implicitas discretas
incluem as grades volumétricas, as quais apresentam asasidsgvantagens que as re-
presentacdes discretas. Por outro lado, as represeniagdiéstas analiticas sdo mais
compactas do que as discretas, representam bem as segestiaves e podem ser avali-

adas em resolu¢des arbitrarias.
2.2 Primitivas para especificacdo de objetos implicitos

A representacao implicita usa um esquema de representagéioutiva e funcional, ba-
seada em funcdes primitivas de classificagdo de pontos. @dacom a maneira como
estas funcdes sdo especificadas, primitivas podem seraaigsipm quatro classes basi-

cas: analiticas, procedurais, baseadas em amostras ddmeseaesqueletds

2.2.1 Analiticas

As primitivas analiticas séo objetos implicitos definidos pma funcéo analitica. Essas
incluem funcdes algébricas, como as quadricas, e func@ealgébricas, como as super-
guadricas.

A funcéo geral para primitivas algébricas é dada pela equaca

flzy, 2 ZZZAUM y 2" (2.1)

O grau deste polinbmio é o grau maximo dos termos ndo-nutdse Arimitivas desta

categoria, temos:

2.2.1.1 OPlano

E a primitiva algébrica mais simples, dado por um polinérfiim a

Ar+ By+Cz+ D =0, (2.2)

*O material das secfes 2.2, 2.3 e 2.4 foi baseado em [105],aniéns uma excelente introducéo a
modelagem e visualizacdo de objetos implicitos.



onde(A, B, C) é um vetor ortogonal ao planal/2 é a distancia do plano a origem.

2.2.1.2 As Quadricas
S&o dadas por equagdes polinomiais de segundo grau
Ax? + By? + C2* + 2Day + 2Fxz + 2Fyz + 2Gr + 2Hy +2J2z+ K = 0. (2.3)

A combinacao dos coeficientes da equacao (2.3) resulta esnfigs quadricas com
formas particulares. Entre as principais, temos a esfegindro, o cone, o paraboldéide

e o hiperboldide (veja a Figura 2.2).

Figura 2.2: Exemplos de superficies quadricas: esferadoi e cone.

2.2.1.3 O Toro

E um produto cartesiano de dois circulos de réie B. E definido por um polinémio de
quarto grau

(22 + 92 + 22 — (A% + B%))? —44%(B? - 2*) = 0. (2.4)
2.2.1.4 As Super-quadricas

N&o séo algébricas, pois sdo definidas por equacdes poéiisoguie envolvem poténcias
de racionais. Elas generalizam as quadricas dando pacandetcontrole para manipular
a forma destas primitivas. As super-quadricas sdo umeaeatkssuperficies que possuem
descricdo implicita e paramétrica de forma natural. Samplas deste tipo os super-

elipséides, super-hiperboléides, super-toréides, etc.



Figura 2.3: Alguns exemplos de superficies super-qué&lrica

2.2.2 Procedurais

Primitivas procedurais sdo objetos implicitos cuja funcamcteristicgf é definida al-
goritmicamente, isto €, por um programa. Devido ao fato ddoyer funcédo poder ser
gerada proceduralmente, uma primitiva € classificada cowaegdural apenas quando a

sua descricao é inerentemente algoritmica.
2.2.2.1 Fractais

Tém uma descricdo algoritmica natural, podendo ser et por um procedimento
iterativo ou recursivo. O procedimento recursivo comega oma aproximacao do ob-
jeto, o qual é refinado pela alteracao repetitiva das sussspd procedimento iterativo
determina quando um ponto é parte do objeto baseado hum camento assintotico.
Este ultimo € o mais adequado para descrever fractais itaptiente. Um bom exemplo

deste tipo é o “conjunto de JuliaTle Julia Seétmostrado na Figura 2.4.



Figura 2.4: Estrutura fractal que descreve um conjunto lie. Ju

2.2.2.2 Hipertextura

E um esquema de modelagem procedural baseado em compasicéanél. Os ob-
jetos sao descritos por primitivas implicitas cuja funcacacteristica € controlada por
uma aplicacéo sucessiva de “funcdes de forrshaping functions As hipertexturas po-
dem representar modelos de objetos que possuem uma geomaisi complexa como

fumaca, fogo, explosao e pelo de animais, conforme mostiguaa2.5.

Figura 2.5: Exemplos de modelos baseados em hipertextura.

2.2.3 Baseadas em amostras

Primitivas baseadas em amostras discretas séo objetdsitogptiefinidos por uma cole-
¢ao de valoresf; = f(z;) da fungéof, num conjunto discreto de posi¢desi = 1, ..., n.
Para gerar uma funcéo continua a partir destas amostras usa-esquema de interpola-

cao.
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Estas primitivas podem ser classificadas com base em dtésiasi o padrdo de
amostragem e o0 esquema de interpolacao usado para reaofis@yadrao de amostra-
gem pode ser regular ou irregular. A reconstrucéo depentipalde padrédo de amostra-
gem e do esquema de interpolagéo.

Em alguns casos, este tipo de primitiva precisa de uma esirdé suporte. O propo-
sito de tal estrutura é duplo: organizar os dados por quedarmazenamento e definir

as relacdes topoldgicas para a reconstrucao da fuficao

2.2.3.1 Amostragem irregular

Corresponde a obtencdo de amostras em posi¢cdes quaisgespaln. Normalmente,
requer que se realize algum tipo de estruturacéo antesalestedir a funcag. Isto pode

ser feito usando diversas técnicas:

e Interpolacéo Linear Baricéntrica: requer que as amosgjasnsestruturadas numa
triangulacéo tridimensional de Delaunay. Para cada thwa&, com vértices
{vi,v9,v3, 04}, v; € R e correspondentes valorés,, f», f3, f1}, realiza-se uma

interpolacao linear baricéntrica. Isto é,

4
f(@)r = Z @i fi, (2.5)
i=1
onde oy, as, a3 € ay S&0 as coordenadas baricéntricas do pontdais que
Z?:l o; = 1.
Devido a adjacéncia entre tetraedrfsesulta numa reconstrucao linear por partes

da superficie.

e Interpolacdo do Fecho Simplicialnerpolating simplicial hul): inicia-se com
um poliedro que define a forma da superficie implicita. Enuiksgé construida

uma triangulacéo 3D deste poliedro. Para cada tetraedrordplexo simplicial,
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calcula-se um polindmi@ézier-Bernsteirtal que o conjunto zero deste seja um
termo da descri¢cdo polinomial por partes da superficie.aGada destas partes

pode ser considerada como um retalho da superficie inglicit

e Interpolacéo variacional: é definida como um método de potacdo de dados

desorganizados usando métodos variacionais.

Dado um conjunto de amostras, nas posiggescom valores correspondentgs
encontra-se uma funggoque minimize o funcional de energig,(x) e interpole
f(z;) = f;. O funcional de energia pode medir a energia de primeirajrgkgou

terceira ordem d¢ ou uma combinacédo delas.
2.2.3.2 Amostragem regular

As amostras sdo obtidas em posi¢cdes que seguem uma estegfuicr, em geral, asso-

ciados com os vértices de uma grade tridimensional.

e Arranjos de voxels\{oxel Array3: sdo colecdes estruturadas de amostras. A estru-
turacao refere-se ao posicionamento dos dados sobre aeséte uma grade re-
gular. Na maioria dos casos, esta grade é um arranjo re@anmiforme. Freqlien-
tementef é reconstruida a partir das amostras usando um esquemaig®iatao
trilinear. Para lidar com grandes quantidades de amost@asnp ser empregadas
técnicas de compressao de dados. Porém, para determiipmtode dados — por
exemplo amostras de campos de distancia — é possivel adoiaiueas baseadas
emoctrees, resultando num esquema mais econdmico. Este tipo de egpagdo

é bastante comum em aplica¢cdes meédicas.

e Malhas VolumétricasMolume Meshgs utilizam como estrutura uma grade regu-
lar ou semi-regular. Esta grade € ndo-uniforme em geral e pedtetraedral ou
hexaedral. A estrutura regular é adequada para métodosatestricdo que usam

funcdes polinomiais de ordem alta. No caso de grades heaaquivde-se usar
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polinbmiosBézier-Bernsteitomo as funcdes base de Geralmente, esta repre-
sentacdo é usada em Visualizacdo Cientifica, onde o corjentiados € gerado

por simulacdées numéricas tais como analise de elementtsfini

2.2.4 Baseadas em esqueletos

Primitivas baseadas em esqueletos séo objetos impli@fosdbs em termos de uma
medida de distancia a algum esqueleto [105]. Sdo exempksyleletos: pontos, curvas

e superficies. A fronteira de um objeto € uma superficie del afastada unidades do
esqueleto. Normalmenteé um parametro da primitiva, e sua fungcéo caracteristica é

expressa pof(x,y, z) — c.
2.2.4.1 Pontos

O esqueleto mais simples é aquele formado por um conjuriamisae pontos. Normal-

mente, a maior preocupacao na construcao destas pringstasa criacdo de uma fun-
cdo de distancia flexivel. As propriedades da funcdo derist@dleterminam o aspecto
das primitivas e como elas se misturam. Nesta categori@) esracterizados diversos

modelos, tais comdlobby ModelsMetaballs Soft Objectsetc.

2.2.4.2 Curvas

Um esqueleto baseado em curvas é construido a partir de unestgde curva erig?.
Esta curva define um cilindro generalizado com raio possieate variavel. Exemplos

deste tipo de primitivas sdo as retaspines

2.2.4.3 Superficies

Esta primitiva é definida como um deslocamento da superfiesrita a posicionar-se
a uma distancia fixa e normal a outra superficie. A superéisgpieleto pode ser repre-

sentada em forma paramétrica ou implicita. Na pratica, gptetidade do calculo da
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distancia s6 permite a implementagéo das formas mais srdpkte modelo. Sdo exem-

plos deste tipo de primitiva os poligonos e campos de alhgigl(t field$.

2.3 Construcao de modelos 3D

Como indicamos no inicio deste capitulo, a especificacdoodielos lida com as técnicas
usadas para construir modelos de objetos e a interface ddaido sistema, a qual deve
suportar meios para criacdo, modificacdo e acesso a refaederlos objetos.

Os objetos sdespecificadopor meio de descricdes de entrada que podem ser pro-
cedurais, interativas ou uma combinacéo de ambas. Esqueo@edurais Sdo essen-
cialmente linguagens de programacao baseados em comamdosdelagem. Tais lin-
guagens podem incluir estruturas algoritmicas avancéaias;omo funcdes e clausulas
de controle de fluxo. Esquemas interativos sdo programéisgg&ue apresentam ao
usuario um conjunto de operacdes para desenho e modificac@bjetos. Estes dois
esquemas sdo complementares e podem ser implementadosigalnica interface de
usuario, dando um mecanismo poderoso para especificacdodiztas.

Outro importante aspecto do problemaa$pecificacdae modelos refere-se aos pa-
radigmas de construcdo de modelos. As técnicas de modelagestituem a metodolo-
gia basica para a criacdo de objetos. No contexto da moaeldgebjetos implicitos,

podemos agrupa-las em duas classes: construtivas e dea‘fioret'.

2.3.1 Técnicas construtivas

Técnicas de modelagem construtiva sdo usadas para coonsijeids combinando partes
bésicas que vao formar uma estrutura composta.

Este método esta estreitamente relacionado ao enfoque G81&t(uctive Solid Ge-
ometry, o qual usa um esquema de representacao de objetos s@lidds de operacdes
sobre conjuntos (unido, intersecéo e diferenca).

Entre outras técnicas do enfoque construtivo, podemosiorerco instanciamento
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de primitivas e a combinacao de objetos [5].

No instanciamento de primitivas criam-se novos objetcavals do posicionamento
de objetos por transformacgfes geométricas (mudancasala,astacdo, translacao, etc.)
ou pelo uso de primitivas parametrizaveis. No primeiro cksgura 2.6(a), uma cadeira
pode ser modelada pela justaposicédo de paralelepipedosedumdo caso, cria-se um
conjunto de pecas geralmente complexas e de uso comum paletemminado fim — por
exemplo, engrenagens ou parafusos — e, a partir dessasiy@anpodemos criar uma
infinidade de variagdes desses objetos com apenas algurhdospara alteracao de

seus parametros (Figura 2.6(b)), como mudanca de altuiasheios.

——
T ﬁ ﬂ -
' e h
A
Y ri
(@)

(b)

Figura 2.6: (a) Modelagem pela justaposicédo de paraledepip (b) Alteracao dos para-
metros de primitivas instanciadas.

Por outro lado, a habilidade de combinar objetos para ctitos €, sem duavida, o
meétodo mais intuitivo e popular. Essa combinacéo €, na soaafmais simples, feita por
justaposicdo ou colagem de formas como mostrado na Figia) 20utra forma simples
de combinar objetos é fazendo uso de operac¢des sobre ams)jigtd €, unido, intersecdo

e diferenca (Figura 2.7(b)).
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() (b)

Figura 2.7: (a) Justaposicao de formas (b) Resultados d=efbd de operagdes boolea-
nas entre cubo, esfera e cilindros.

Finalmente, exemplos de sistemas implicitos baseadosoaicdé construtivas sdo 0s
sistemag$--Rep[82, 83] e oBlob[112]. Eles usam uma interface baseada em linguagem
textual, assim como técnicas de modelagem intera&Reptrabalha conR-functionse

tem sua propria linguagem. O sisteBlab usa a linguagem de extens@gthon

2.3.2 Técnicas de “forma livre”

Uma maneira efetiva de desenvolver técnicas de modelag&iorde livre”, € através do
uso de primitivas implicitas baseadas em amostras. As aBa@iio o0 controle necessario
para modelar a superficie do objeto desejado. Basicantemi&todo recai no contexto do
problema de interpolacao de dados ndo-estruturados; istalé os dados ndo requerem
nenhum tipo de estruturacao.

Usa-se o termo “forma livre” jA que ndo € necessario conhaaionprévio da forma
da superficie modelada. Esta técnica é empregada em diveabalhos [19, 104, 113,
26, 59], e serviu como ponto de partida para a presente tese.

Outro método € especificar o objeto implicito através de urdelmoparametrizado,
onde os parametros controlam o modelo localmente, e de urp difetencial. Witkin
e Heckbert [109] apresentam um método, baseado em pasticata a amostragem e

controle de superficies implicitas.
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2.4 Visualizacao de objetos implicitos

Todos os sistemas que usam objetos implicitos precisamaeala visualizacdo. As
principais técnicas de visualizacao deste tipo de objetemcser classificadas segundo a

primitiva de desenho empregada [105]: pontos, curvasrfojes ou volumes.

2.4.1 Pontos

Os objetos implicitos podem ser exibidos como uma nuvem diplas (pontos) distri-
buidos na sua superficie. O processo de espalhamento di@silparsobre a superficie
segue em geral um modelo baseado na fisica. Forcas de adgaBopostas para manter
as particulas sobre a superficie, enquanto que forcas dis@iepsdo usadas para manté-
las com um determinado afastamento umas das outras, gal@atsim uma distribuicao
mais uniforme. As forcas de atracédo usualmente sédo cazutad funcéo do gradiente e
do sinal da funcéo.

O uso de sistemas de particulas evita que procedimentosraigque garantam con-
sisténcia topologica tenham que ser aplicados. Uma vezgyparticulas ndo aparecem
conectadas explicitamente, a interpretacdo da topolagfgpfor conta do usuério. Isto
torna a visualizacao mais rapida, mas também pode trazglepras quanto a interpreta-

cao visual dos resultados por parte do usuario. A Figurds8a esta técnica.

Figura 2.8: Visualizacao por sistemas de particulas [7].
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2.4.2 Curvas

Uma técnica efetiva para visualizar objetos implicitos éo de curvas. Se estas sao
cuidadosamente selecionadas, as imagens resultantasaca@is principais caracteristi-
cas dos objetos com poucos tracos. O problema € como desgrguiais curvas podem
descrever melhor os aspectos geométricos mais importd@tes) objeto. Duas classes

de tragcos podem ser identificadas:

2.4.2.1 Curvas de silhueta

Um pontop de silhueta numa superficieé um pontg € S tal que a linha entre o olho
do observador @ seja tangente 8. Uma curva de silhueta em uma malhaé uma

curva constituida por pontos de silhueta. As curvas deet#hoais comuns delimitam a
borda entre o objeto e o fundo. Elas séo definidas como umrmomie curvas em que o
produto interno entre a normal & superficie e o vetor na@ireia visdo € igual a zero ou

a normal a superficie € descontinua (Figura 2.9(a)).

2.4.2.2 Curvas de nivel

S&o obtidas como produto da intersecédo do objeto com umademplanos perpendi-
culares a linha de visdo e que dele se afastam, da frentergareEistas linhas ddo uma
representacao geomeétrica sem ambiglidade e estao entagsagems para a visualizacédo

destes tipos de modelos (Figura 2.9(b)).
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Figura 2.9: Visualizac&o de objetos implicitos usandoasir¢a) Visualizacdo por curvas
de silhueta. (b) Visualizacao por curvas de contorno [7].

2.4.2.3 Superficies

Uma renderizacao realistica de um modelo de objeto defimgbditamente é alcancada

por meio da visualizacdo da sua superficie juntamente comadelo de iluminacao.

e Renderizacdo por poligonos: uma aproximacdao linear pdepaa borda de um
objeto implicito, junto com algoritmos de renderizac¢édo poligonos podem ser
usados para visualizar a superficie do objeto. Este métosilplita incorporar os
objetos implicitos em sistemas baseados em poligonos fpedtmtirar vantagem
de hardware gréfico especializado. Maiores detalhes dasiaa sdo abordados

na subsecao 2.4.3.

e Tracado de raiosRay Tracing: € um método tradicional usado para renderizar
objetos implicitos. Em esséncia, esta classe de algorimorsove o acompanha-
mento de um raio de luz no sentido inverso. Para cada pixelagem a ser gerada,
um raio (ou mais, no caso de super-amostragem) é lancadalaArarsecao desse
raio com um objeto da cena a ser renderizada, um calculo aeniigdo direta é
feito e um (ou mais, no caso de objetos translicidos, por pkgmovo raio e

lancado. Esse processo de acompanhamento termina quandivelnimite de
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(b)

Figura 2.10: Visualizacdo da superficie de objetos imjpléci (a) Modelo poligonal ilu-
minado [103]. (b) Tracado de raioR#y Tracing [7].

Figura 2.11: Visualizacao Volumétrica, lancamento desr@Ray castin
reflexdes é alcancado, ou é detectado que o raio possui paenaidade, ou que o
mesmo nao intersecta nenhum outro objeto.

Apesar de todo o esfor¢co no sentido de diminuir 0 seu cust@utaunional, 0s
algoritmos deay tracingndo séo rapidos o bastante para a visualizagdo em tempo

real.

2.4.2.4 \olumes

Existem duas situa¢cdes em que as técnicas de visualizagéritaeanteriormente ndo sao
adequadas. A primeira acontece quando o objeto implicitma superficie delimitada

clara. A segunda ocorre quando é necessario visualizamalguopriedade espacial da
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funcdo implicita. Em ambos casos, a solucédo € usar técrecasuhlizacao volumétricas.
Os dois métodos principais para fazer rendering volun@g@m métodos de projecdo e

lancamento de raiofR@y casting

e Métodos de projecéo: neste método o volume é decomposto manjcatridimen-
sional de voxels. Cada voxel € projetado no plano da imagam eantribuicdo a

imagem é calculada.

e Lancamento de raios: raios do ponto de visao através de cada@o lancados no
volume. A contribuicdo ao pixel € calculada integrando a&&ende densidade ao

longo do raio (Figura 2.11).

2.4.3 Poligonalizacao

Para capturar a geometria de um objeto implicito, é nedessdostrar a funcéo impli-
cita f que a define. Como esses objetos estao definidos indireamant, ndo ha uma
maneira direta de gerar o conjunto de ponfos que o definem, onde aqyii ! denota a
imagem inversa d¢. Por esta razdo, freqientemente, é necessério recorrexanag-
coes.

Em geral, uma aproximacao € uma decomposicao de célulasapiezuma parame-
trizacdo por partes de um objeto implicito. A ordem da apnaxido € determinada pela
geometria de cada célula.

Métodos de aproximacdes lineares para objetos implicécang uma decomposicao
do dominio da funcao implicita, assim como uma parametizéigear por partes asso-
ciada. Como esta ultima € uma aproximacéao poligonal da lwdzbjeto, é conhecida
também como um método de poligonalizacao.

Métodos de poligonalizagdo podem ser classificados de@cord o tipo de decom-
posicdo usado. Podem ser extrinsecos, quando o dominicastafuncao implicita &

subdividido, ou intrinsecos, quando o objeto implicito Bdvidido diretamente. Outros
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critérios de classificacdo podem ser a estratégia de amestra o método de estrutura-
cao.
Os meétodos de poligonalizacédo extrinsecos podem ser asdfatados de acordo

com [105]:
2.4.3.1 Aclasse de complexo celular usado na decomposic&oesdpaco

e Métodos nado-simpliciais: subdividem o dominio fleonstruindo um complexo
celular. O método de poligonalizagcao ndo-simplicial maishecido é o algoritmo
Marching Cubed67]. Este subdivide o espaco regularmente em células asibic
O método consiste de trés etapas principais (Figura 2.12)on@plexo celular €
examinado para identificar os cubos transversos; a topolkbgs poligonos em
cada cubo é determinada por meio de uma tabela de conedBuildavértices; e as

posicdes dos vertices sdo calculadas por interpolacéarline

_——-, superficie
- 5

o A
7-—<¢
H poligone

Figura 2.12: poligonalizacéo.

Estes métodos sdo rapidos e simples de implementar. A paindesvantagem
€ gue eles ndo sédo robustos. Por exemplo, veja na Figura &xXaso de am-
biguidade onde a intersecao entre uma célula cubica e ajpsrfcie ndo pode ser

determinada de uma Unica forma.
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Figura 2.13: Ambiguidade na poligonalizagéo.

e Métodos simpliciais: triangulam o dominio da fungé&o imitéiéormando um com-
plexo simplicial. A aproximacéo simplicial da superficamglicita € obtida calcu-
lando o nucleo dg sobre cada simplexo. Isto requer a solucdo de um sistema de
equacgoes [3].

A funcdo f é uma aproximacéo afim dg definida em cada simplexo por uma

interpolacao linear em coordenadas baricéntricas.

2.4.3.2 A estratégia deracking adotada para visitar as células intersectantes

e Métodos baseados em continuagdo: comecam com uma célidatesgoie sabida-
mente intersecta a superficie. Procura-se nas suas ceizilasas imediatas para
determinar qual delas também intersecta. Este procespetid@até que todas as

células transversas sejam encontradas.

e MétodosFull-scan visitam e classificam todos os elementos do complexo simpli

cial para descobrir quais células intersectam a superficie
2.4.3.3 O tipo de subdivisdo usada

e Métodos de subdivisdo uniforme: subdividem o espaco envaites regulares ge-

rando uma decomposicédo de resolucao fixa.

e Métodos adaptativos: os métodos adaptativos criam umanrgexzicao espacial
gue é sensivel a alguma caracteristica do objeto. Eles emmegm uma subdivi-

sdo inicial do dominio do objeto e o refinam recursivameréeae um critério de
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adaptacao seja encontrado. A Figura 2.14 apresenta cadgsualé um processo de

poligonalizacdo adaptativa.

Ha dois métodos basicos para a adaptabilidade. A princifeakdca esta na ma-
neira que eles restringem a subdivisdo. Um restringe akeéla decomposicao e

0 outro as arestas da poligonalizacéo.

!'h
% III II
o L
SEtEeEEERY
p =R L 44 Iln
o n

Figura 2.14: poligonalizagéo adaptativa [7].

2.5 Interfaces de usuario baseadas em tracos

Sistemas de modelagem 3D sdo normalmente projetados paega@ocprecisa e deta-
Ihada de modelos complexos [55]. Tais sistemas sdo poucuades para a criagao
rapida de modelos de aparéncia livre, isto €, modelos n&dictécou exatos, e que tém
um aspecto mais artistico: animais de pellcia, por exemplén disso, as interfaces
estilo “WIMP” com gue estes sistemas sdo implementados@sh representar uma di-
ficuldade adicional para usuarios sem experiéncia. Esbégna sugere a necessidade de
se explorar novos paradigmas de interacdo homem-compugadgermitam a criacdo
rapida e intuitiva desse tipo de modelos.

Modelos de aparéncia livre distinguem-se dos modelosdésiorque, enquanto que
0s ultimos buscam modelar objetos do mundo real com umadaesdaprecisdo, 0s pri-
meiros representam uma aproximacao grosseira e infornuahasbjeto, capturando mais
suas caracteristicas conceituais do que suas medidas etgeoriais modelos podem

ser gerados com o auxilio de um sistema gréfico baseado evs.trac
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Metin et al. [92], definem algumas propriedades basicas gasistemas baseados

em tragos:

e Devem permitir desenhar formas arbitrarias com um simpég®t sem requerer

gue o usuario desenhe objetos em pecas.

¢ Os sistemas nao devem ter “modos” de desenho para a espofua diferentes

formas geométricas ou de comandos (modos para criar, cqostabinar, etc.).
e Devem ser naturais ao USUario.

“A meta é fazer que os computadores entendam o que o usuédidesenhando em
lugar de exigir do usuario que desenhe de maneira que o cadpuentenda’192].
Por outro lado, Igarashi et.al. [54] chamam este tipo defate comd-reeform User

Interfacese a caracteriza com as seguintes propriedades basicas:

e Entradas baseadas em tracgos: internamente, os tracosegstdsentados por uma
seqUéncia de pontos. Durante uma operacao de tracadcgtarieaflo movimento
do traco € mostrada na tela e o sistema responde ao eventtoquasuario inter-
rompe o tracado levantando a caneta. A reacao do sistentzasstéda na trajetéria
completa do movimento da caneta durante o tracado. Em statrea classica ope-
racao de “arrastar” a resposta do sistema se baseia nagpbsajde possivelmente
nainicial, do cursor. A Figura 2.15 ilustra esta diferer@aracado é uma maneira
rapida, intuitiva e eficiente de expressar idéias gréaficas anmbiente computado-
rizado. E especialmente adequada para desenhar modedsgigos & mao livre, o

gue é uma atividade quase natural para as pessoas.

e Processamento perceptual: trata-se de um processamantmdo de tracos irres-
tritos inspirado pela percepcdo humana. O processamerdepbeal permite ao
usuario realizar complicadas tarefas interagindo diretdenna cena, nao reque-

rendo que a tarefa seja decomposta numa seqtiéncia de cancanaalicados.
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Figura 2.15: Diferenca entre o tracado e a classica opeckcaaastar.

e Apresentacdo informal: esta Ultima propriedade estabejee o sistema apresente
0 processo de desenho ou o resultado final com uma aparéfuciaah, por exem-
plo usando renderizacao nao foto realista (NW&R+-Photo Realistic Renderihg
Esta apresentacao informal € importante para despertaapopriada expectativa
do usuario acerca da funcionalidade do sistema. Se o sisfenege cenas precisas
e detalhadas, o usuario, naturalmente, esperara que tiadeswa modelagem se-
jam precisos e detalhados. Por outro lado, se o sistemaapaexjetos de maneira
informal, o usuério pode se concentrar na estrutura geredula sem se preocupar

muito com os detalhes.

Mesmo conseguindo uma interacéo fluente, que ndo € possimeinterfaces estilo
WIMP, as interfaces baseadas em tragos tém uma grandeciimita “ambigiiidade”. E
dificil construir aplicacdes que reconhecam diagramasem®s e tracos. O principal
obstaculo é que esses tipos de entradas sédo altamenteisagavmuitos aspectos. Por
exemplo, um traco fechado pode ser interpretado como a bas@&para uma operacao
de extrus&do ou como uma silhueta inicial para uma operagaoadgio.

Estes problemas de ambiguidade podem confundir o usuatisacproblemas de per-
formance e resultar num estilo de interacéo nao-fluido eatans criando uma barreira
para a aceitacéo e a aplicabilidade deste tipo de interacoes

Assim, uma vez que a ambiglidade seja descoberta, ela desasgida. Este pro-

cesso de correcdo é chamado de mediacéo, e geralmenteeealplin dialogo entre o
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sistema e 0 usuario para identificar corretamente a entratienplida pelo usuério. Na

verdade, existe uma variedade de estratégias de medi&jao [9
e Repeticdo: o usuario repete sua entrada até que o sistetegmeate corretamente.

e Eleicdo: o sistema exibe diferentes alternativas e o usséteciona a resposta

correta entre elas.

e Mediacdo automética: esta estratégia consiste em elegerinierpretacdo sem

envolver completamente o usuario.

2.6 Problema de Reconstrucao de Superficies

O problema bésico consiste em encontrar uma superficientgrpole um conjunto finito
den pontos doR? {z1,...,z,}. Nos referimos a esse problema como um problema de
reconstrucao de superfici®roblemas deste tipo aparecem em varias areas de aplicacde
como modelagem geomeétrica e visualizagao cientifica. Alémrdblema de reconstru-
cdo de superficies descrito acima, existe uma versao mgi¢es e classica onde os dados
estdo ndR?, mais precisamente, procuramos uma fungéio satisfazendo a alguns va-
lores pré-determinados, ou sefdx) = z, parak = 1,...,n. Este tipo de problema é
chamad@roblema de reconstrucéo de fungao

Algumas varia¢des importantes dessas versdes basicashlerpa incluem:

e quando os pontos sao fornecidos juntamente com uma triagiubu uma malha,
e quando os pontos sdo dados numa grade regular, tipicantaatgrade retangular,
e quando além dos seus valores, as hormais dos pontos sadieagas, e

e guando os pontos sao aproximados antes de serem interpolado

Sem quaisquer restricdes adicionais, podemos observaxigtem varias solu¢des

para o problema de interpolagéo de pontos espalhados. @wpéx quando os pontos
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sdo dados com uma triangulacado, a superficie linear papassociada a triangulagéo é
uma solugéo. Portanto, diferentes triangulagdes levanuedss diferentes. Quando uma
triangulacdo é fornecida, o foco da maioria das solucéesgtreor solucdes suaves que
sejam tangentes a triangulacdo ou que possuam curvatufaw@rEntretanto, os pontos
muitas vezes séo fornecidos sem qualquer triangulacddaumacéo de conectividade.
Em tais casos, pode-se tentar triangular o conjunto de pertonstruir uma interpolacéo
baseada na triangulacdo ou simplesmente usar uma intgfipdiaseada nos pontos que

nao requeira qualquer triangulacéo dos dados.

2.7 Metodos de Interpolacéo

Existem varios modos de classificar as solu¢cdes de umaataego de pontos espalha-

dos. Destacamos a seguir cinco categorias baseadas nad®mnesolucdo do problema.

2.7.1 Solucdo paramétrica polinomial ou polinomial contina por
partes

Talvez a representacdo mais popular no meio académico estiraypara resolugcéo

de problemas de interpolacéo de dados espalhados sejanarpiali continua por par-

tes ou solucdo paramétrica racional. As solu¢des polinersé@o representadas como

x=z(u,v),y = y(u,v) €z = z(u,v), ondex(u,v),y(u,v) € z(u,v) sdo funcdes poli-

nomiais nos parametrase v. O grau destes polinbmios é chamado o grau paramétrico

das solucdes. Uma leve generalizagéo é considerar soliaghiesais que podem ser ex-

z(u,v)
w(u,v)

, ondew(u, v) também & uma fungéo

pressas na forma = i((“ ?) Ly = )

)
u, w(u,v)?

polinomial.

2.7.2 Solucdes algébricas

Uma alternativa para as solu¢des paramétricas € constngidés ou superficies de forma

implicita, ou seja, a funcéo ou superficie pode ser reptadarcomo o conjunto-zero de
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alguma funcéo d&?. Mais formalmente, a solucéo é representada como algunesubc
junto satisfazenddg(x,y, z) = 0. Além disso, a fun¢ég é geralmente escolhida como
sendo um polindémio, e tais solu¢cdes sdo denominadas sslad@ebricas. O grau do

polinémio f é chamado o grau algébrico da solugdo. Uma forma implicite ger al-

cancada facilmente através de fungfes definidas: perg(z,y) reescrevendo-a como

flx,y,2) =2z—g(x,y) =0.
2.7.3 Funcoes de base radiais

O método de fungdes de base radiais € aquele onde as solégdashinacdes lineares
de fun¢des radialmente simétricas. S&o os métodos deofdedm com funcdes de base
radiais que utilizaremos neste trabalho, e que seréo astan mais detalhe no proximo

capitulo.
2.7.4 Métodos de Shepard

A idéia basica dos Métodos de Shepard é definir uma interdoldgs dados espalhados
f(z,y) como uma média ponderada dos valotes= f; escolhendo algumas fungbes
de mistura ou fungdes de peso. Mais precisamefite,y) = >, w;(x,y)f; onde as

funcdes de peso;(r, y) satisfazem as seguintes propriedades:
° ’(UZ'(.TJ‘, y]) = 52J,
e Propriedade da particdo da unidade, ou Sgja,, w;(x,y) = 1;

e w;(z,y) € ndo-negativa e pelo menos continua.

Uma interpolacéo de dados espalhados que usa o método derépede ser radial-
mente simétrica, polinomial, uma funcao racional ou umauradelas. Este método para
solugéo do problema de interpolacdo de dados espalhadasdemsado para resolver

problemas de reconstrugéo de fungao.
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Shepard sugeriu que as fungdes de pego, y) fossem% ondeo;(x,y) =
1

—. Em outras palavras, as funcGes de peso sdo obtidas nantuizse o inverso das
funcdes distancia. Estas funcdes de peso sdo radialmemiérisas, positivas e conti-
nuas. Em contraste com as aproximacao de fungdes de baars radia aproximacao

nao requer a resolugéo de um sistema de equagoes.
2.7.5 Métodos de subdivisdo

Os métodos de subdivisao aplicam um processo de corte dims cinum modelo polie-
dral, ou seja, o poliedro é refinado ou subdividido atravéaclasao de vértices, arestas
e faces utilizando uma heuristica adequada. As técnicaathas nesse tipo de solucdo
dependem fortemente da estruturacéo dos dados, ou sejalltma qual os pontos es-
tdo dispostos e, geralmente, ndo apresentam uma formacnf@thada. Entretanto, em
alguns casos particulares, como por exemplo quando osgestéo dispostos em uma
grade regular, essas solucdes reduzem-se a superfieigglantes bastante conhecidas,
como o produto tensorial d&splines Talvez a mais conhecida técnica de subdivisdo seja
aintroduzida por Chaikin em 1974 para curvas [21]. Ele garoa curva suave a partir de
um poligono refinando-o através de cortes sucessivos degetss. A curva suave ob-
tida por este esquema se mostra equivalente a umaBesplinequadratica obtida como
se 0s veértices originais fossem os pontos de controle. Héta foi generalizada para
superficies por Catmull-Clark [20] e Doo e Sabin [29] em 19NM@stes esquemas, uma
malha inicial 3D de controle € determinada. Embora as faestadonfiguracéo ndo se-
jam necessariamente planares, alguns casos particutaresaidos surgem quando cada
face € um tridngulo ou um retangulo. No limite, com o nUmerpasos de subdivisdo
finito, o poliedro converge a uma superficie. Com uma esaolidadosa da heuristica
para o corte dos cantos, € possivel mostrar que a supeirfidiada existe, é continua e

possui um plano tangente continuo.
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Capitulo 3

Funcoes de Base Radiais

Como a criagdo e as deformagdes de superficies que reaizaimnoosso trabalho usam
técnicas de deformacdo do espaco por meio de funcdes derbdsds (RBFs), desti-
namos este capitulo para definir e contextualizar o uso dduag¢des na computacao
gréfica.

Uma funcaop(||z — x;||) onde||.|| denota a norma Euclidiana é chamada diamgéo
de base radiaJ porque depende apenas da distancia Euclidiana entre tuspa;. Os
pontosz; sdo chamados deentrosou nds e denotaremos poY; 0 conjunto dos centros.
Em particular, a fungéo(||x — x;||) é radialmente simétrica na vizinhanca do centto
Note que estamos denotando pot (X, y, Z) um ponto ddR3.

A solucao do problema de interpolacéo de pontos espalhaolatid@ através de uma
combinacéo linear de translacdes de uma RBF convenienteresrolhida. Geralmente
um termo polinomial é adicionado a solu¢do quandocondicionalmente positiva defi-
nida, ou para alcancar precisdo polinomial. De modo mamdfra solucéo procurada

do problema de interpolacao tem a seguinte forma:

s(x) = p() +Z>\i¢(H$—xiH)7 (3.1)

onde:

e s ¢ afuncéo de interpolacéo,
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e p é um polinbmio, geralmente linear ou quadratico,
e 0S); sdo os pesos da funcéo de interpolacéo,
e ¢ €é afuncao de base radial.

A funcao interpoladora consiste de uma soma ponderada dédsmle base radiais
radialmente simétricas ao centrg adicionadas a um polindmjode baixo grau. Dado
um conjunto de: pontosz; e valoresw;, 0 processo de encontrar uma interpolagédo RBF

s, tal que

s(x;) = wy, i=1,2,...n (3.2)

€ chamado dajuste O ajuste RBF é definido pelos coeficienteda funcao de inter-
polagdo no somatorio, juntamente com os coeficientes d@tpaimomialp(x). Deno-
taremos pofP,,, o espaco dos polinébmios de grau menor gueNote quem = 0,1, 2
corresponde respectivamente aos casos quando nao tentasmpolindmio, quando
uma funcédo constante é adicionada, ou um polinémio linedrafomado a interpolacao.
Se tomamogp;, ..., p;} uma base de monémios do polinémiec = (¢, ..., ¢;) Seus
coeficientes dados em termos desta base, entéo a condigéerpelacéo (3.2) pode ser

escrita como um sistema linear na forma matricial por

(v o)((3) =

onde

Aij = ¢(Tij), Tij = |z — %H ,7=1,...,n
Py =pj(xi), i=1,..,n, j=1,..,1

w = (wy, ..., w,)"
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A=A, AT

Resolvendo o sistema linear (3.3) determinarh@sc, e consequentementér). Além

disso, assumiremos que 0s pontos satisfazem a seguinie@ogeéomeétrica :
p(x) € P, plx;) =0,i=1,....,n = p=0 (3.4)

Ha mais de 30 anos, Hardy [46] introduziu uma das mais pogsiluncdes de
base radial chamada deulti-quadrica de Hardy As multi quadricas sao definidas por
#(r) = v/r2 + h2 ondeh é um parametro escolhido convenientemente. Note que amulti
guadricacrescequando a distancia entre os centros aumenta. Para evit&tastly usou

a multi-quédrica inversap(r) que diminui & medida em que a distancia dos

centros aumenta. As multi-quadricas de Hardy e multi-qoadrinversas eram usadas
com sucesso em varias aplicacdes sem muita justificativi@aeguando Harder e Des-
marais [45] introduziram athin-plate splinegTPS) que teve um estudo tedrico bastante
amplo feito por Duchon [32] que desenvolveu uma teoria lzsem principios variacio-
nais. Posteriormente as TPS foram estudadas por MeindljeMadych e Nelson [68].
As TPS em 2D s&o definidas pofr) = r*logr e também sdo RBFs que crescem com o
aumento da distancia aos centros. O sistema (3.3) semps®otegdio paran > 2. Além
dessas trés RBFs, multi-quadricas, multi-quadricas sagee TPS, existem varias outras

RBFs bastante pesquisadas, e entre as diferentes fundéss e tém sido usadas na

solugéo do problema de interpolacdo destacamos as da Babela

Funcéo base
TPS bi-harménica 2D o(r) =r?logr
TPS bi-harménica 3D o(r)y=r
TPS tri-harmonica 2D o(r) =rtlogr
TPS tri-harmonica 3D o(r) =13
TPS transladada o(r) = (r* + h?) log(r? + h*)'/?
Multi-quadrica de Hardy | ¢(r) = v/r2 + h?
Multi-quédrica inversa O(r) = 7=
Multi-quadrica generalizadag(r) = (12 + h?)*/?
Gaussiana o(r) ="

Tabela 3.1: Principais funcdes radiais usadas para resofy®blema de interpolacéo.
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3.1 EXxisténcia

Dada uma RBF»(r) e n pontos espalhados, consideremos a matriz x n quadrada
simétrica como na equacao (3.3). A RBE") é dita positiva definida se, e somente se,
v!Av > 0 para todov € R". A RBF ¢(r) é dita condicionalmente positivo definida se
v'Av > 0 sempre que # 0. Se a funcao de base radial é estritamente positiva definida,
entdo a matrizA é inversivel, condicdo necessaria e suficiente para queemsisde
equacoes lineares (3.3) tenha solucéo.

Consideremos agor@,, o espaco dos polinémios de grau menor guee sejal/ =
(v1, ..., v,) UM vetor doR™ que satisfad ", v;q(z;) = 0 para toda; € P, e todo centro
x; da RBF¢(r). A RBF ¢(r) é dita condicionalmente positivo definida (CPD) de ordem
m se, e somente se’!Av > ( para todov € V. A RBF ¢(r) é dita condicionalmente
estritamente positivo definida (CEPD) de ordensev'Av > 0 parav # 0. Pode ser
provado que o sistema (3.3) tem solugdo Unica se a RBF é comaimente estritamente
positiva definida de ordemn e os pontos espalhados satisfazem a condigcdo geométrica
(3.4).

Foi provado por Micchelli [73] a seguinte caracterizacaagancdes condicional-

mente positiva definidas, de onde deriva o seguinte resultad

Teorema 3.1.1.A funcéof(t) é condicionalmente positiva definida de ordenemR*
para k > 1 se, e somente sé,—l)jjTjjf(\/E) > 0,t > 0,57 > m. Se além disso

42 f(Vt) # constante, entdo f(t) é condicionalmente estritamente positiva definida

de ordemm.

Agora fica facil verificar quéhin-plate splinegm > 2), multi-quadricas/. > 1) e
multi-quédricas inversasi{ > 0) sdo condicionalmente estritamente positiva definidas.
Podemos obter alguns resultados derivados do teorema.a€mparticular o problema

de interpolacéo de pontos espalhados tem solugéapard) e f(t) CEPD de ordem,
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sempre que(t) < 0 parat > 0. Tal resultado garante a solucdo para o problema de in-

terpolacdo para multi-quédricas sem a adicdo de qualgnstastte ou termo polinomial.

3.2 Escolha de parametros

Algumas RBFs como multi-quadrica, multi-quadrica invezshin-plate splinedransla-
dadas como na tabela 3.1 dependem de um pararmeFora alguns resultados tedricos
isolados, a maioria dos resultados sdo experimentais.s Esseltados indicam que o
desempenho da interpolacéo radial depende de forma até@ieacolha deste parametro
[17]. Nos primeiros experimentos, este parametro era leislikotomo sendo a distancia
média entre os pontos e funcionava de forma satisfatoriadig8 Subseqiientemente, a
exatidao de tais interpolacfes foram melhoradas pelalesdelum parametro que redu-
ziu a diferenca entre a interpolacdo multi-quédrica e aqulédrica inversa [37]. Para-
metros com valores diferentes e diferentes pontos tambémfosados para melhorar a
exatidao destas interpolacdes [58]. Entretanto, obssgue é facil construir conjuntos
de pontos no qual a matriz da Equacao (3.3) pode ser singudandq valores diferen-
tes de parametros séo usados em diferentes pontos. As glhtgrpolacdes multi-
guadricas usam uma combinacéo linear de funcdes baseadantro mesmo ponto mas
com valores diferentes para o paramétijd6]. Floater e Iske [36] também construiram
interpolacdes em varios passos usando funcdes de basks k@mia suporte compacto.

Discutiremos fungdes de base radiais com suporte compacegéo 3.7.

3.3 InterpolacaoThin-Plate Spline

Thin Plate SplindTPS) em 3D é um método de interpolacdo que encontra umdisiger
suave com energia de curvaturainima, e que passa por todos os pontos dados. A TPS
para trés pontos de controle € um plano, para mais de tréskngete uma superficie

curva e para menos de trés é indefinida. O n6ien Plate” advém do fato de que

*A definigdo formal de curvatura pode ser encontrada no Agéndi
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a TPS simula o comportamento aproximado de uma fina folha deriaddlexivel com
elasticidade infinita, quando forcada em determinadososade controle. A folha resiste
a mudancas suaves nas posi¢cdes entre os pontos. Estancésifit@ciona como uma
funcao de energi&.

As TPS sao particularmente populares na representacadandgéormacdes de formas,
por exemplomorphingou deteccéo de formas e é freqiientemente usada em visdo com-
putacional.

Existem vérias solucdes distintas para o problema de witgg@o de pontos espa-
Ihados da Equacéo (3.2). Mas se definirmos “suavidade” de adorparticular, existe
uma Unica solucéo para tal problema, e esta solucéo € adlaegpthin-plate splinedos
pontos.

Consideremos a funcéao energia

po - [ (S (P, (P

2s(x)\’ 82s(x)\ > 2s(x)\’
2 ( 8x3y) +2 ( 520> ) +2 ( G99 ) dzdydz

Esta fun¢éo € uma medida de “suavidade”, ou seja, € uma medidarvatura de(x)

(3.5)

em uma regido di3. Qualquer saliéncia ou protuberancia na superficie @suim um
aumento no valor d&. Uma superficie suave que ndo tem regiées com curvatura alta
tera baixos valores patfa. Como (3.5) possui todos os termos elevados ao quadrado, nao
podemos ter valores negativos para

A Interpolagéahin-plate splinepara o problema de interpolacéo € uma fung@g

que satisfaz (3.2) e que tem o menor valor possivel pasa

3.4 Selecéo dos centros

Até agora consideramos apenas o caso quando os centrostpgralacao de base radial

estéo localizados nos pontos dados. Entretanto, isto r@sseriamente é verdadeiro. A
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pergunta é: O que acontece se 0s centros sdo outros pontagfaH#ase tedrica a qual
garante que a interpolacédo € ideal se os centros estdabmadi nos pontos dados [90].
As experiéncias com posicionamento de centros focalizaaprincipalmente em méto-
dos de aproximagéo [70]. Embora a aproximac¢&o por minimadrgdos seja a mais po-
pular, outras funcdes objetivas também foram considezatasminimizacao [88, 43]. O
objetivo é alcancar uma boa aproximac¢ao com poucos cetgtogpode reduzir o tempo
de computacdo em construir e avaliar a interpolacdo ou unoxiapacéo. Os resultados
indicam que esta economia significativa resulta em intro@dues muito pequenos [18].
Entretanto, o comportamento do niumero de condi¢des e poxamproblemas de estabi-
lidade da computacéo (dependendo do espaco entre 0s pelatidgos ao parametro da
multi-quédrica) para interpolacao por fungées multi-qicas leva a uma interpolacao de
minimos quadrados. Sivakumar e Ward [94] deram limitesrsogs para as normas da
inversa das equac¢des normais associadas ao problema dergmé@o de minimos qua-
drados. Franke, Hagen, e Nielson [39] descreveram um méudso para a selecdo de
centros (nOs) para aproximacdo de minimos quadrados. nRgrtan algoritmo guloso
pode ser usado para ajustar iterativamente uma RBF aomtaldo desejada

Um algoritmo guloso simples consiste dos seguintes passos:

Algoritmo 3.1

1. Escolha um subconjunto de nés de interpolacao e ajustRiBRausando apenas
estes nos.

Avalie o residuog; = w; — s(z;), em todos 0s nés.
Semax{|¢;|} < exatiddo desejadpare.

Sendo acrescente novos centros anéegrande.

o & N

Reajuste a RBF e volte para o passo 2.

Se uma exatidao diferenteé especificada em cada ponto, entdo a condicdo no passo

3 pode ser substituida pgf| < J;.
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A reducao do numero de centros ndo é essencial quando sas uséthbdos rapidos.
Entretanto, reduzir o nimero de centros da RBF resulta enomgspaco de memoria e

menor tempo de avaliacdo, sem perda de exatidao.

16000 pontos 32000 pontos

Figura 3.1:Modelos do coelho gunny) de Stanford.

A Fig. 3.1 ilustra o processo de ajuste com reducao de cemosedida que mais
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centros sdo adicionados a RBF, o conjunto-zero aproxintad# vez mais do conjunto
inteiro de pontos dados. O algoritmo guloso frequentenrestdta num tempo menor ao
fazer o ajuste, mesmo com uma reducdo moderada no numeratdescdsto deve-se a
eficiéncia associada a resolugéo e avaliacao de um sistemethsmte em cada iteracéo e

ao fato que iteracdes iniciais resolvem problemas muitoomesn

3.5 Funcdes de base radiais na computacao grafica

A idéia de usar RBFs para modelagem de superficies im@ifmtantroduzida por Sav-
chenko [89] e Turk and O’'Brien [103]. O método consiste entdpmr um campo escalar,
no qual a superficie desejada € o conjunto-zero, enquaetpantos interiores e exterio-
res a superficie sdo mapeados em valores positivos e negatgpectivamente. Infeliz-
mente, a natureza global desta representacéo limita senausodelagem de superficies
descritas por um grande nimero de pontos.

Morseet al. [77] usaram funcBes base de suporte compacto, introdupiolaWen-
dland [108] para confrontar este problema. Kojekitel [62] melhoraram o método
organizando a matriz esparsa produzida por Morse humazegparsa de diagonal do-
minante, a qual pode ser resolvida mais eficientemente.dDeas multiplos conjuntos
de nivel zero criados por este método, a funcao resultameypdicacdes limitadas em
CSG, interpolacéo ou aplicagbes similares [77].

Carr et al [19] usaram RBFs para reconstruir a superficie de objetos @& quais
dados provenientes de escaneamentordbge data estavam disponiveis. Para poder
lidar com grandes quantidades de dados, eles benefici@raasotimizacdes reportadas
por Beatson [8]. A figura 3.2 mostra alguns dos resultadad@htMais tarde, Laget al.
[64] introduziram a$Parametric Radial Basis Functionsimilar ao trabalho de Carr, mas
adaptado para suportar objetos suaves assim como tambétnsodym arestas “afiadas”

(sharp boundaries
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Figura 3.2: Reconstrugdo de modelos obtidos usando o mékastRBF A nu-
vem de pontos para o Buda e o dragéo é constituida de 543.652.648 pontos
respectivamente. [19]

Recentemente, Ohtalet al. [80] introduziram aMulti-level Partition of Unity Impli-
cits, uma nova classe de representacao implicita especificamies¢nhada para a criacao
rapida e exata de superficies constituidas de milhdes degoBasicamente, a funcao
implicita global da superficie € dada por uma combinacidaudedes quadricas locais
respeitando um peso derivado do método de Particdo da Uni@achétodo de Particao

da Unidade é visto com maiores detalhes na Sec¢éo 3.9.

3.6 Modelagem Implicita usando RBFs

A modelagem implicita de superficies usando RBFs € umad&calativamente recente
em computacao gréfica. Oferece a habilidade de interpdlteg@macao através de falhas
grandes e irregulares em superficies incompletas senmggstr topologia do objeto e
sem precisar de algum conhecimento prévio sobre a forma j@toobA figura 3.3 do

trabalho de Caret al. [19] ilustra isto.
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Figura 3.3:Reparacéo automatica dos buracos do modelo. [19]

Além disso, nos oferece as seguintes vantagens:

e Representacdo compacta numa so6 fungao analitica.

e Asiso-superficies extraidas sdo variedades (i.e., nAatéonintersecoes).
e Pode interpolar dados esparsos e nao uniformemente esgacad

¢ Pode interpolar e/ou aproximar os dados.

e Podem ser avaliadas em qualquer lugar do espaco e assimngahars de uma

resolucao desejada.
e Gradientes e derivadas superiores podem ser analiticaroaiculados.

e Normais a superficie sdo facilmente computadas.

3.7 Funcdes de base radiais com suporte compacto

Para resolver o sistema de equacdes, métodos diretos ativsrsimples tém comple-
xidadeO(n?) para o armazenamento(¥n?) para as operacdes. Para dados com mais
de dez mil pontos, que geralmente aparecem em problemasutdizacao cientifica, a

utilizacdo de métodos simples fica impraticavel.

41



Além disso, para as RBFs da tabela 3.1, a matriz resultanie g afetada por pro-
blemas de mau condicionamento. Isto ocorre porque as estredmatriz vao crescendo
a medida que se afastam da diagonal.

Estes problemas de instabilidade e o alto custo comput@a@ssociado a construcao
da funcéo interpoladora tém incentivado pesquisas ndadei obter fungdes radiais que
decres¢cam com a distancia. Um trabalho bastante intetessdavido a Wendland [108],
em parte iniciado por Wu [110, 111] que foi um dos pioneiropesquisa de matrizes
simétricas positiva definidas com suporte radialmente emtop De fato, Wendland de-
monstrou que certas func¢des polinomiais por partes sagisfa todas essas propriedades.

Geralmente, as funcdes de base radiais com suporte coni@&R8Fs para abreviar)

tém a seguinte forma [108]:

o(r) = { g(r) se O=r=l, (3.6)

ondep € um polinébmio.
Para varios graus de continuidade da superficie interppld@ndland [108] derivou

as CSRBFs mostradas na Tabela 3.2.

(1—r)? cY
(T =)+ (4r + 1) C?
(1 —7)%+ (35r% +18r + 3) ct
(1—7r)®+(32r° + 2572 +8r + 1) | C°

Tabela 3.2: Fungdes radiais com suporte compacto com actesperdem de suavidade
do interpolante.

Usando CSRBFs, o sistema de equacdes lineares tende a sstaimadinear esparso.
As entradas na matriz serdo zero para pontos com distanaiasasique o raio do suporte.
Os sistemas lineares esparsos podem ser eficientemented@spor métodos diretos ou
iterativamente.

Apesar do procedimento de céalculo acelerado que as CSRBFxeMm, elas tém alta

sensibilidade a densidade dos dados a serem interpoladosoiiiraste, as funcdes de
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suporte global podem facilmente lidar com este problemammalmente, oferecem me-
lhores resultados. Porém, a complexidate?) para os métodos diretos, tém originado
uma intensa pesquisa a fim de reduzir este alto custo conmadEntre estes métodos
podemos mencionar os métodos iterativos para fun¢des dedidiais de suporte global.
Estes métodos sao responsaveis pela solugéo do sistemzagées|e da rapida avaliagdo

da funcéo interpolante.

3.8 Meétodos iterativos

Na prética, métodos de interpolacdo como funcdes de basésrado usados frequente-
mente para aproximacfdes com grande numeros de pontosteecass, a solucdo nume-
rica resultante dos sistemas lineares tornam-se naaisrigm face de alguns problemas
como erros de arredondamento. Além disso, 0 armazenansnt@in pode se tornar
um problema significativo se a quantidade de centros é mratolg, até mesmo com as
mais modernas estacoes de trabalho as quais frequentet@enggande quantidade de
memo©ria principal.

Varios pesquisadores relatam métodos que conseguemeaslleadlta qualidade para
o problema de interpolacédo de dados espalhados. A adocdnélodos em aplicacbes
maiores, por exemplo em reconstrucao de superficies, ondmero de pontos é grande,
tornam-se invidveis pelo alto custo computacional. Eatret, isto estd associado a solu-
cdo numérica das equacdes de interpolacéo e a avaliacaodaragrao resultante.

Para a maioria das funcdes de base radiais que encontragnagat, resolver as
equacdes de interpolacédo (3.3) com métodos diretos, tab etiminacdo Gaussiana, re-
quer O(n?) operagdes, sendo computacionalmente caro e consequeteegpneibitivo
para o tamanho de como mencionado anteriormente. Isto ocorre porque a nariz
interpolacdo ndo é esparsa a menos que as func¢des de basegejdim de suporte com-

pacto como visto anteriormente. Isso ajuda a aliviar o thabaumérico, mas na maioria
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dos casos ndo é suficiente. Se a matriz de interpolacdo é&aagfinida, o método de
Cholesky [16] pode ser aplicado, visto que requer baixoregfoomputacional, mas até
mesmo este trabalho reduzido também sera grande se ho@p&otos, por exemplo,
ou mais.

Em resumo, uma aproximacao util consiste em aplicar méitetasivos para resolver
grandes sistemas lineares em vez de algoritmos diretas € lespecialmente desejavel
guando os métodos sdo usados dentro de outros esquemtgoienaor exemplo, na
solucdo numérica de equacdes diferenciais parciais. Assitugbes aproximadas de
problemas de interpolacdo sédo aceitaveis, se sua precithéer elentro de uma margem
de erro especificada, que estdo de acordo com a precisao timosée aproximacdes
gue usam funcgdes de base radiais.

Destacamos trés tipos de aproximagdes para resolver esasstineares por iteracao.
As aproximacdes sao responsaveis tanto pela solucdo rdpsdsistemas de equacoes
lineares acima mencionados quanto pela a avaliacao rdpglaptoximacdes, uma vez
gue os dois assuntos estao intimamente relacionados.

A primeira aproximacao usa o fato que as funcdes interpedamor exemplathin-
plate splineq ou também multi-quadricas), apesar de seu suporte glohakalidade
atuam localmente. Isto ocorre especialmente no caso emsqu@dos sdo armazenados
em uma grade quadrada de inteiros e no qual ocorre um dedairapido das funcdes de
Lagrange no espaco das funcdes de base radial de interpofssm, de um certo modo,
espera-se poder localizar bem a computacéo dos coefictenteterpolacéo. Isto motiva
a idéia basica da primeira aproximacao que nés chamarerétmsio BFGRlevido seus
inventores (Beatson-Faul-Goodsell-Powell) o qual tem immdementacéo alternativa na
forma de um subespaco de Krylov [16].

Este método assume que os coeficientes da funcao intedepeéndem quase ex-

clusivamente da vizinhanca dos pontos espalhados, ent@ongendo e resolvendo o
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problema adequadamente e derivando um método interatéveguz rapidamente os re-
siduos em cada passo. O tipo de aproximacao empregada ristoré a de decomposi-
céo do dominio. De fato, esta aproximacao subdivide o denespacialX do problema

gue contém todos 0s pontos em pequenos subdominios comspoeminos (pequenos
subconjuntosY; C X), onde o problema pode ser resolvido mais facilmente, gstoé

muito menor. A idéia difere dos algoritmos de decomposigadaiminio habituais, ja que
os subdominios onde estao os centros ndo sao disjuntos, Eidem estar sobrepostos.

O segundo método denominado multipolasutipole), € uma aproximacao criada
para funcdes de base radiais devida principalmente a PdBeztson, Luz e Newsam.
Originalmente, porém, a idéia basica é devida a GreengaokleliR (1987) que usaram
o método de multipolos para resolver equagdes integraiencamente usando ndcleos
com suporte global para matrizes de discretiza¢cdes grandimssas. Assim eles queriam
reduzir a complexidade computacional de simula¢des depkt O método de multipo-
los faz uma decomposicéo dos dados de um modo semelhangoatmad de BFGP, mas
nao usa a localidade das fungbes aproximantes ou qualqgédeomo as de Lagrange.
Além disso, os conjunto&’; nos quais os centros sao divididos, sdo geralmente disjunto
como uma estrutura de grade.

Em vez da localidade da funcdo de Lagrange, os métodos sdgédmultipolosfast
multipolg usam o fato de que as funcdes de base radiais sao ttmmplate splinesex-
ceto na origem, expansivel em séries de Laurent infinitas.iPglementacdo numéerica,
estas séries sdo truncadas depois de alguns termos, e rdgrtermos é determinado
pela precisdo que desejamos alcancar. Entdo a idéia € ageupantos dentro de certos
dominios locais e aproximar todos os termostda-plate splinegelacionados a esses
centros como um todo , por uma Unica e curta expansao agsinttsto reduz substan-
cialmente o custo computacional, porque os termothuaplate splineselacionados a

cada centro ndo precisam ser computados um a um. Isto éutertiente pertinente no
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caso dehin-plate splinespor exemplo, por causa do termo logaritmico que necessita s
avaliado repetidamente, o que é proibitivamente caro. Onoésverdade no céalculo de
raizes quadradas quando multi-quadricas sao usadas.

O terceiro método de aproximacao faz o pré-condicionameéingbo da matriz de
interpolacdo fazendo um pré-condicionamento da métrfzonforme equacgéo 3.3) que
€ a idéia padrdo. Métodos iterativos como Gauss-Seideld@Gjradiente conjugado

podem ser aplicados.

3.9 Método da Particao da Unidade

A idéia basica do Método da Particdo da uniddetjtion of Unity Methodl € dividir o
dominio dos dados em vérias partes, aproximando os dadoadarsabdominio separa-
damente, e entdo “colar” as solucdes locais de forma suaaado fungdes de peso cujo
somatoério € 1 em todo o dominio. De modo mais preciso, comsites um dominio com
bordo2 emR3 e um conjunto de fun¢des ndo-negativas de suporte compagkdais

que

Zwizlem(l.

Denotando o suporte de; por supp(w;), associamos um conjunto de aproximacdes
locais de funcded;; & cada subdominieupp(w;). Assim, uma aproximagdo de uma

funcéof(z) definida e é dada por

f(z) ~ Zwi(x)si(x), (3.7)
ondes; € V.

Dado um conjunto de fun¢des ndo-negativas com suporte abonfdd; (x)} tal que
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as fungbeqw;} da particdo da unidade podem ser geradas por

Wi(x)
wi(2) = (3.8)
Zj:l Wj(z)
Uma aproximacéo feita por meio das equagoes (3.7) e (3.i8jaat principal ca-
racteristica dos métodos de elementos finitos da particéaidade feitos por Babuska e

Osborn [6], que lembra o método de Shepard modificado feité-mke e Nielson [40]

3.9.1 Funcodes de peso

As funcdes de peseo; estdo relacionadas com a continuidade entre as fungdes fpea

a continuidade global da funcéo de reconstrutaas funcdes de peso descritas abaixo
sdo as usadas inicialmente por Franke e Nielson [40], enpmstente usada por Renka
[87] onde denotaremos peyo centro do cubo que envolve o conjunto de pofitps R;

0 raio suporte d¢;.

wi(z) = [(Ri - '"””‘Ci“*r onde  (a), :{ a se a>0, (3.9)

Ri|x — ¢ 0 caso contrdrio

A Solugdo do sistema de equacdes (3.3)\dentradas requed(N?) iteragdes e
O(N?) posigdes de meméria. Portanto fica claro que métodos dindtogpodem ser
aplicados para um numero grande de pontos.

Com o método da particdo da unidade, o domfnié dividido emK subdominios.
Se supomos uma boa distribuicdo dos pontos, todes eéentémN/K pontos, a nova
solugéo teréD (K (N/K)?) iteragdes & ((N/K)?) posicbes de memoria. Comé/ K
pode ser considerado como constante, a complexidade desteagfio €)(K), ou seja,
linear em relacdo ao numero de pontos. Outra vantagem désteloné a avaliacdo da
funcao interpolante, pois os métodos que utilizam RBFsaitalequeren (V) iteracbes
para cada avaliacdo, enquanto que com funcbes de supaate dogecessario apenas

dois passos: primeiro encontramos todas as regifes que@stdmas ao ponto a ser
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avaliado, e depois, avaliar a funcéo nesta pequena regidianko o numero de iteracdes

seraO(K + N/K).
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Capitulo 4

Deformacdes de Superficies

Neste capitulo apresentamos um sumario dos recentes avamctgcnicas variacionais
lineares de deformacdo de malhas e técnicas de deformaggspdgo do objeto. Tais
meétodos foram desenvolvidos para a edicdo detalhada desmdghalta resolucao, geral-
mente obtidas a partir de objetos do mundo real por meio decammsr tridimensional.
Essas técnicas tém se tornado populares nos ultimos anio® degua robustez, velo-
cidade de processamento, resultados intuitivos e fad#idie controle, sendo Gtil em
aplicacdes com interacdo com o usuario. Uma ferramentafdentigdo intuitiva deve
fornecer resultados fisicamente plausiveis e esteticanaeeitaveis das deformacdes da
superficie e, adicionalmente, deve conservar seus dstgdmmeétricos. Os métodos de
deformacéo de superficie recentemente pesquisados getalséo formulados como um
problema de otimizacéo variacional global que represenpaapriedades diferenciais da
superficie editada. A robustez e eficiéncia sdo obtidaslipelarizacdo de um funcional,
de modo que o resultado da otimizacao global é obtido por deesmlucdo de um sistema
de equac0es lineares esparsos.

Ininialmente discutiremos as técnicas baseadas na stipadfi modelo destacando
as representacdes baseadas no gradiente e representsgadals no laplaciano. Depois

fazemos um resumo das técnicas de deformacéo linear e erao dio espaco.
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4.1 Representacdo Baseada no Gradiente

O trabalho pioneiro de Yu et al [114] usa a equacdo de Poissmo dundamentacao
tedrica, no qual as modificagBes obtidas na malha sdo réatizgravés da manipulacéo
do campo gradiente. Eles consideram o gradiente das fungdedenadas da superficie
x,y, z definidas no domini@2 (que geralmente sdo os dados de entrada da superficie
S). No caso continuo, a superficie deformada é definida atida® fungdes coordenadas
2.y, 2 que minimizam

/ V2 — g.||*dudv
Q

(e 0 mesmo ocorrendo pagee =) sob alguma restricdo de modelagem, onde= Vzx
sdo os gradientes das fungcbes coordenadas originais ddiciepeA equacao de Euler-

Lagrange desta minimizacao é a equacao de Poisson

V' = div g,. (4.1)

Como a malha que representa a superficie de um modelo é uosmtotipear por
partes e os gradientes das fun¢cdes coordenadas sao cemstantada face, fica simples
definir o gradiente das fung6es coordenadas neste conjistietd. Quando o dominio
€ a propria malha, entdo em cada triangulo o gradiente d@duné a projecdo do eixo
unitario (1,0,0)” sobre os planos dos triangulos, e similarmente para assciliies co-
ordenadas. De modo mais formal, consideremos uma fupd¢i@ear por partes sobre o
dominio da malh&' definida pela interpolacdo baricéntrica dos vértifes f(v;), tal
que

flu,0) =" fi®i(u,v),
=1
onde (u,v) sdo parametros sobre o dominio da malhd;e) sédo as funcdes de base

lineares por partes associadas ao dominio de vértices dhaneal sejap;(vi,) = 0. O

Gradiente dg é portanto
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V f(u,v) i fiV®;(u,v). 4.2)

Os gradiente¥ ®;(u, v) séo constantes em cada face do dominio da malh@; Se, pi)

sdo vértices de um tridngulo da malha, entdo os gradiensefsidgbes correspondentes

®;, @;, Dy, s@o
(pi — pi)* /10 -1
(V(I)Z, V(I)j, V(I)k) = (pj — pk)T 0 1 —1 s
n’ 0 0 O

onden € a normal unitaria da face. Com esta formulacéo, fica assgéguue o gradi-
ente estd no plano da face triangular [15]. A equacdo (4.@¢ ger formulada usando
um operador globalr, escrito como uma matrizm x n que multiplica o vetorf den
coordenadas dos valores discrefoafim de obter um vetor de: coordenadas gradien-
tes, onde cada gradiente tem trés coordenadas espaciai§,@numero de triangulos.

Assim, obtém-se a seguinte férmula para a malha de entrada:

Ga' = Gz,

e 0 mesmo ocorrendo para as outras duas func¢des coordenadas.

No entanto, o resultado desta técnica de edicdo ndo é saiisfgporque tenta con-
servar os gradientes originais da malha, com sua orientag&tstema de coordenadas
global, ignorando o fato que na superficie deformada osigmteb devem ser rotacio-
nados, visto que eles sempre estdo nos planos dos triangslqeais se alteram com a
deformacédo da superficie.

O problema de transformacéao locélcrucial nas técnicas de edig&o diferenciais; isto
ocorre porque a representacao depende de uma posicaalpade superficie no espaco;
ou seja, nédo é rigida-invariante, e portanto quando a sSujgedeforma, a representacéo
precisa ser atualizada. Infelizmente isso se torna praiilem pois a superficie defor-

mada néo é conhecida a priori.
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4.2 Representacao baseada no laplaciano

As técnicas baseadas na representagdo do laplaciano tss@ibé&mnhecidas como coor-
denadas diferenciais ou coordenadas Laplacianas [2, @.cdordenadas sédo obtidas
aplicando o operador laplaciano aos vértipesla malha, conforme a Equacéo (B.2),

obtendo o vetor curvatura normal (maiores detalhes no Apér):
0 = V(pi) = —2H;n; (4.3)

ondeH; é o vetor curvatura médid = ’“Lz’“? emuv;, como visto no Apéndice A.5.

As técnicas de deformacéo baseadas no operador laplaciamo flesenvolvidas pa-
ralelamente as técnicas baseadas em gradiente, e de fonelaapte, a obter a deforma-
¢cdo minimizando diretamente a diferenca entre as coordsrndel entrada da superficie

;. No caso continuo a minimizacdo da energia € formulada como

min/ |Ap" — §||*dudv. (4.4)
r Jao

A equacéo de Euler-Lagrange obtida desta minimizagéo é
A?p' = AJ.

Quando esta equacédo toma valores no dominio dos parametesgrdda da superficie,
o operador de Laplace coincide com o operador Laplacedbeith ¢ obtendo a equacéo
discretizada

L* = Lé, (4.5)

gue pode ser separada em trés componentes coordenadasorfdmigdo analoga foi
usada para definir a técnit@ast—Squares Meshf6]. Apesar do sistema de equacdes
ser bastante simples, podendo ser resolvido eficienterpentmétodos diretos, os re-
sultados visuais sdo satisfatorios apenas quando a supénictial € uma thin-plate ou

membrana. Nos outros casos os detalhes séo distorcidespesmos motivos da técnica
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baseada no gradiente: o sistema tenta preservar a oriemtag&etores laplacianos com
respeito ao sistema de coordenadas locais, quando na geteaeriam ser rotacionados

com a superficie deformada.

4.3 Deformacéo do espaco

Nas secdes anteriores, todos os métodos baseadas emcsaiperfiputam um campo
de deformacao suave na superfisie Nos métodos lineares, isto se resume a resolver
um sistema laplaciano equivalente a equacao diferencieigbale Euler-Lagrange, de
alguma energia quadrética, enquanto métodos néo lineamgsizam energias de ordem
superior usando técnicas como a de Newton ou Gauss—Newtaa desvantagem destes
meétodos é que sua eficiéncia e robustez dependem da conaglexddjualidade da malha
da superficie. Na ocorréncia de triangulos degeneradosradgr laplaciano discretizado
ndo esta bem definido e conseqiientemente o sistema lineantpaela se torna singular.
Estes problemas sao evitados com técnicas de deformac@palgoe que deformam
0 ambiente do espaco tridimensional e com isso deforma esoshjele imersos (ver Fi-
gura 4.1). Diferentemente dos métodos baseados na sigmefitécnicas de deformacéo
do espaco utilizam uma fungdo de trés variaveisR® — R? para transformar todos os
pontos da superficie origindl na superficie modificad8’ = {p + d(p)|p € S}. Como
a funcdo de deformacgédbda representacdo da superficie ndo depende de uma represen-
tacdo particular da superficie, ela pode ser usada parantkaféodo tipo de superficie

representada explicitamente.

Figura 4.1: Deformacéao do espaco do objeto
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A seguir, daremos uma visao geral de técnicas lineares dentiefdo do espaco.

4.3.1 Deformacao de forma livre

Os métodos classicos de deformacdes de forma livre (freefil@formation—FFD) [91]

representam a deformacéo do espaco por um produto terdmfiai¢cdes Bézier ou spline

d(z,y,z) = Z Z Z(ScijkNil(x)N;L(y)NlT(z)'
ik

Assim como nas splines de superficie, estas técnicas exigeracdes complexas
com o usuario e podem ocasionar problemaslgesing Para satisfazer as restricbes
de deslocamento, o método FFD inverso [48] resolve um s#starear para os pontos
de controle;;;, para os movimentos requeridos, que também ndo obtém neagssate

uma boa deformacao para baixas energias de curvatura.

4.3.2 Funcdes de base radiais

No caso das deformacdes baseadas na superficie, a boadealius resultados sao ob-
tidos pela interpolacdo de condi¢gBes de contorno fornegdi usuério através de uma
funcdo de distancid : S — R3 que adicionalmente minimiza um funcional de energia.
Isto deu motivacdo para se procurar interpolacdes suadenegnsionais de funcdes de
deformacéo do espagb: R* — R? que minimizam funcionais de energia similares.
Como visto no Capitulo 3 as fungfes de base radiais sao btasfasientes em pro-
blemas de interpolacdo de dados espalhados. Uma deforiR&fade trés variaveis é

definida em funcéo dos centrase R? e pesos\; € R? por

d(z) = ZAM(IICJ — ) + p(2), (4.6)

onde¢(||c; — .||) € a fungéo base correspondente ao j—€simo cen&g(x) € um po-
linbmio de baixo grau usado para garantir precisdo poliabnffara construir uma in-

terpolacéo RBF para as restricGég,) = d;, 0S centros sdo tipicamente tomados como
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restricdesd; = p;) e um sistema linear € resolvido (como o da Equacéo 3.3) pamne

trar os pesos; e os coeficientes do polinémjgzx).

4.4 Trabalhos relacionados

Nesta secao, nés listamos e discutimos varios trabalhosmpeegam representacao di-
ferencial da superficie, e técnicas de deformacao do espatoindo as técnicas mais
recentes de deformacao néo linear do espaco, destacandaaggis diferencas entre
elas.

O primeiro trabalho a usar coordenadas diferenciais padaca@®de malhas foi de-
senvolvido por Alexa [1] que sugere o uso dos laplacianagira@is da superficie com
constantes de suavizacdo. Como as transformacdes locassio&omputadas de forma
apropriada, esta técnica obtém bons resultados na edic@@ddicies suaves sem deta-
Ihes, ou na realizagé&o de deformagdes que nao envolvendestac

Em 2004. Lipman et al. [65] adicionaram uma rotac&o locaimesta a fim de sim-
plificar o paradigma de edicao por laplaciano. Esta é cordaugiapartir da solucdo de
Alexa [1]. Eles mostram que suavizando a transformagcémada por uma vizinhanga
maior e utilizando uma média de pesos, os resultados daoepagiem melhorar signi-
ficativamente, embora haja um custo computacional maiar igtw. Tal técnica € bem
empregada em superficies relativamente suaves sem mérglzes acentuadas. Por outro
lado, a suposicéo inicial de que a edi¢c&o por laplacian@irse mantém néo se sustenta,
e arotacao estimada falha. Em particular, a técnica apgeeddiculdades com caracteris-
ticas da malha que ndo podem ser descritas como um campaidesalbre a superficie
suave.

Botsch et al. [15] propuseram uma técnica conceitualmdnigas, que faz uma
estimativa das rotagfes locais a partir da superficie Basesua versdo deformad#,

e entdo aplicam esta rotacao para o gradiente da malha deapiara a construcao do
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resultado final usando a técnica de Poisson.

Sorkine et al. [98] propdem utilizar a representacéo pda@ano juntamente com a
otimizacao de transformacdes implicitas, obtidas a pdwtit-anel da regido de deforma-
cdo. Esta técnica pode manipular superficies mais conmgleran uma maior variedade
de caracteristicas; entretanto esta técnica é limitadataovalo de rotagdo permitido,
visto que a aproximacao linearizada da rotacao local éaalenas para angulos peque-
nos. Na pratica, rotacGes acima fi@odem ser realizadas [95]. Para grandes rotagoes,
basta “quebrar” a técnica em varios passos, dividindo agdes grandes em pequenas
rotacoes. O método de Sorkine et al. [98] juntamente comizdigéo de transforma-
cOes implicitas foram empregados por Igarashi et al. [56 pananipulacdo de malhas
triangulares 2D. Eles apresentam um sistema no qual o oguddie deformar e movi-
mentar a malha sem a necessidade de estabelecer previamesggueleto do objeto ou
deformacéo de forma livre (freeform deformation — FFD). @arg move varios vértices
da malha comdandlee o sistema calcula as posi¢coes dos vértices livres restpata
reduzir a deformidade de cada triangulo. Para alcancaciies em tempo real, o algo-
ritmo é dividido em dois passos. O primeiro passo acha uragdotapropriada para cada
triangulo e o segundo passo ajusta sua escala. A idéiaineiusar métricas de erro
quadraticos de modo que cada problema de minimizagcédo segstema de equacdes
lineares. Depois de resolver as equacdes simultaneasam diai interacao, as posicoes
de vértices livres sdo encontradas durante a manipulatgativa. Esta técnica permite
rotacBes maiores que as de Sorkine et al.[98], mas necdssita calculo mais refinado
da média relativa aos termos da transformacéo; entretafdonulacéo da transformacao
implicita pode ser definida pelo 1-anel plano, no qual a peazéio é requerida.

A edicédo baseada no laplaciano foi posteriormente usadaspgaemas de edicao ba-
seadas em tracos [79] e deformagfes volumétricas [116]leNeaal. [79] empregam

a propagacao de transformacdes implicitas e propéem o usagds sobre a superficie
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comohandlese para definir as restricdes de deformacgéo. Nos editoresadésjue utili-
zam deformacéo pdrandle a posicdo dtvandleé manipulada diretamente pelo usuario,
e portanto, fornece restricdes rigidas de posicionamantcaso de sistemas baseados em
tracos, restricdes flexiveis sdo geralmente vantajosgts, yiie 0 usuario pode introduzir
tracos imprecisos que apenas sugerem a forma desejadadonagspecificam de forma
exata. Zhou et al. [116] usam uma variante da propagaca@usféormacao geodeésica
para obter deformacdes baseadas em tracos, combinando lepia@ano a edicdo de
um gréfico volumétrico. A utilizacédo do laplaciano no grafictumétrico, cria conexdes
entre os pontos distantes na superficie e assim tende anarethvolume do modelo.

Yu et al. [114] propdem a representacdo baseada no gragiaerdea edicdo de ma-
Ihas, combinada com a propagacao geodésica da transfarioaedi Zayer et al. [115]
trocam a propagacao geodésica pela interpolacao harn®mnioatram que esta mudanca
fornece transformacdes locais suavemente distribuidasseqliientemente melhores re-
sultados. Popa et al. [85] generalizam a propagacéo hacmpara uma transformacao
gue depende do material. Diferentemente das técnicaasitatteriormente, estes mé-
todos so trabalham quando umndlede transformacéo é especificado adicionalmente
para a translacdo (ndo sensiveis a translacdo). A repaederthaseada no gradiente foi
recentemente relatada por Sumner et al. [99] para a trénsfarde uma sequéncia de
deformacdes de uma malha em uma outra.

Lipman et al. [66] desenvolveram a representacédo baseadaasinos e usa esta téc-
nica para a edicao e interpolagéo de superficies. Estatéeniprega uma representacao
rigida—invariante, onde as restricdes de transformag@essi sdo obtidas explicitamente
por meio de otimizacao. As restricdes de deformacédo podelzaerotacdes acima de
7 ainda preservando os detalhes, tendo também a limitag&@odgen sensivel a transla-
¢Oes, ja que a solucao para os quadros é decomposta conoretagdtricdes de posicao.

Deste modo podem ser especificadas explicitamente resgnigtacionais para os quadros
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dehandle

Fu et al. [41] apresentam um sistema baseado em um laplanigticito linear, que
captura efetivamente as informacfes da rotacéo local ueandicdo. Primeiramente
€ computada uma transformacédo afim definida implicitamemteéquas as coordenadas
Laplacianas por intermédio da solucao de varios sistemearks esparsos, e em seguida
sdo extraidas as informacdes de rotacao e escala de cafarraacao afim resolvida. O
sistema produz deformacdes visualmente coerentes pagdestcom angulos grandes.

Nealen et al. [78] apresentam o sisteRilaerMeshpara a modelagem de superficies
a mao livre a partir de uma colecéo de tracos desenhados g#oia, de modo que as
curvas que determinam a superficie podem ser editadastaefdera modifica a super-
ficie do modelo. O algoritmo de deformacao das curvas usavanente do método de
deformacéo com preservacao de detalhes pelo uso de codadeatiterenciais [95] com-
binado com o método co-rotacional [35]. O modelo é represientisando coordenadas
diferenciais, e o resultado final é obtido por meio de umaé&ecjé de solu¢des de pro-
blemas lineares de minimos quadrados. Para computar da fggropriada as rotagdes
para as coordenadas diferenciais, € usada uma técnicarsamisada por Sorkine et al.
[98] e Fu et al. [41], sendo que as matrizes de rotacdo sdes@amiadas explicitamente
por variaveis livres separaveis.

PriMo [13] € uma versao néo linear de deformacgéo por minimizacéacianal de
energia. A superficie € modelada como se fosse uma fina cdoratkeda por prismas tri-
angulares, os quais sdo unidos por uma energia elasticmpaao Durante a deformacéo
0s prismas continuam rigidos, o que possibilita uma otigia@eométrica extremamente
robusta.

Sheffer e Kraevoy [93, 63] consideram as coordenas pirasgano uma versao nao
linear das coordenadas Laplacianas, tornando as coomaedderenciais invariantes por

movimentos rigidos, sendo usado para deformacdesrphing
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Huang et al. [53] aplicam uma versao nao linear do graficométuco laplaciano,
que também preserva caracteristicas néo lineares dagdestde preservagédo do vo-
lume. Para melhorar a performance e eficiéncia eles usamaanigd de subespaco: a
malha original € imersa em uma malha de controle, e a otidzégealizada nesta ma-
Iha enquanto as restricbes da malha original sédo consakerad problema de minimos
guadrados.

Botsch e Kobbelt [12] propdem um método de minimos quadramwemental que
essencialmente resolve de modo eficiente um sistema litaimalimite de erro espe-
cificado. A utilizacdo deste método para pré-computar agdes base de deformacéo
permite a deformacao interativa de modelos complexos. Ali&so, as avaliacdes des-
tas fungcbes base sao feitas através de placas gréficasaadeler processo e obtendo
deformacéo do espago em tempo real. Entretanto, para asndefies do espaco aqui
discutidas, a superficie deformaslfadepende linearmente das restricdes de deslocamento
d;, e consequentemente, efeitos ndo lineares como rotagiadetalhes ndo podem ser
realizadas, similarmente aos métodos lineares baseadsgparficie. Apesar de as téc-
nicas de deformacéo do espaco poderem ser melhoradas picagéde multi-resolucéo
[69], elas ainda sofrem as limitacdes das técnicas lineaseguais levaram ao desenvol-
vimento de técnicas ndo lineares de deformacéo de espaco.

Sumner et al. [100] realizam a deformacéo do espaco comrpaegs® de detalhes
através de uma colecéo de deformacdes afins organizadas @estmuiiura de grafo. A
cada no do grafo é associada uma transformacédo que deforeneegio do espaco. As
restricbes de posicionamento sdo especificadas nos pamtoisjeto imerso. Como o
usuario manipula as restricbes, um problema de minimizagédinear é resolvido para
encontrar valores 6timos para as transformacgdes afins. sewagado de caracteristicas
é codificada diretamente na funcdo objetiva pela avaliagdmdacdo de cada transfor-

macéo a partir de uma rotacao real. Além de geometria esté&ste método pode ser
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aplicado em animacgdes de malhas e sistemas de particuteasds.

Botsch et al. [14] fazem uma extenséo do sist&mio [13] para a deformacao de
objetos sélidos. O modelo de entrada € representado de tatapdavel povoxelse as
células hexaedrais resultantes se mantém rigidas sobrdefoes para garantir robustez
numérica. A deformacao é governada por uma energia el&gtacinear unindo células
rigidas vizinhas.

Uma outra classe de técnicas usa campos de vetores de disiarfjére para defor-
mar objetos [4, 106]. A vantagem destas técnicas é que patrogéo elas produzem
deformacdes livres de interseccdes, além de preservaretnme. Uma desvantagem é
a dificuldade em construir campos de vetores que satisfagataneente as restricdes de

deformacédo definidas pelo usuério.
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Capitulo 5

Sistema para Modelagem e Deformacao
Baseado em Tracos

Neste capitulo, apresentamos o prototipo desenvolvidd pariacdo e deformacéo de

objetos tridimensionais a partir de tracos bidimensiodegenhados pelo usuéario.
5.1 Criacéao

Existem varios paradigmas para a criagdo de objetos tridiioeais. No contexto da
modelagem de objetos implicitos, podemos separa-los esngdapos: construtivos e a
“mao-livre”.

Técnicas de modelagem construtivas sdo usadas para @oaobfjatos combinando
partes basicas que vao formar uma estrutura composta. Esbeloresta estreitamente
relacionado ao enfoque CSG.

Uma maneira de se obter um objeto 3D a mao-livre é desenhlruatsi do objeto
através de um traco bidimensional, e em seguida, infla-lenolo um objeto 3D con-
forme mostra a Figura 5.1.

Dado um traco fechado 2D que representa a silhueta de uno@ipetexistem va-
rias técnicas para infla-lo. Um modo de se fazer isto € obtarta plo traco 2D duas
regides planas e R’ € R? com bordo delimitada pelo traco, de modo que seus bordos
coincidam. ComaR e R’ estdo no plano da tela (plang), para gerar uma altura, alguns

pontos do interior de cada regido sofrem um acréscimm@ coordenada na direcao
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Figura 5.1: Criacdo de um modelo. (a) O usuario desenha @etdldo objeto através
de um traco. (b) O objeto é inflado. (c) O objeto visto de outrgudo no qual foram
acrescentados caracteristicas localizadas dando aoonodederfil mais expressivo.

normal a regido, obtendo-se os pontos da superficie 3D géie seerpolados por uma
funcdof que representa implicitamente esta superficie. Em outdasnas, a geometria
para a superficie abstrata pode ser realizada fazendsponger ao gréafico das funcdes
f,—g: S — Rdado porf(z) = g(x) = d(x,0S), a distancia de ao bordo der. Alter-
nativamentef e g podem ser fun¢des continuas quaisquer tais que se anuléamexde
no bordo dekr.

Uma realizacdo geométrica deste tipo produz apenas stipeff. Para geometrias
suaves, nos podemos realizar um procedimento em duas :etapassuperficie linear

por partes € gerada e entdo os dados obtidos séo interppladasia fungéo implicita.
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Para o primeiro passo € preciso fazer uma triangula¢d® aten vértices internos (e
arestas). Valores nao nulos séo atribuidos para os vériteesos que podem ser obtidos
automaticamente. Para evitar objetos com artefatos ij@es® ou com auto-intersecdes,
€ necessario que a curva de entrada apenas represente arigedeie

O critério de escolha dos pontos interiores as regides depbmntipo de superficie que
se pretende obter apés a inflagdo. Resultados bastante/od@ proximos de objetos do
mundo real sdo obtidos escolhendo pontos pertencentexad/iedial ou Eixo Cordal
[86] de cada regido, e tomar o acréscitheomo sendo a distancia do ponto ao bordo de

R. Este & o método usado por Igarashi et al. [55] e ja adotad®grari e Esperanca [81].

5.1.1 Geracéo da superficie linear por partes usando o eixeal

NOGs obtemos um primeiro esbo¢o da geometria da superfi@arlpor partes através do
uso do eixo cordal da regid®.

O Eixo Medial (MA) é o conjunto de centros das circunferéscigaximais emk,
onde uma circunferéncia € maximal étrse ela ndo esta completamente contida em uma
outra circunferéncia no interior dB. SejaS uma circunferéncia maxima d&, uma
cordaC' de R é dita umacorda de tangéncia maxim@CT) se ao menos um dos arcos
subentendidos pela corda € livre de pontos de tangéncia ¢mrdo deR. A Figura 5.2
mostra alguns exemplos de MCTs.

O Eixo Cordal (CA) deS € o conjunto de todos os pargsd), ondep e § SAo respec-
tivamente o ponto médio e a metade de uma MCT, ou sédo o centrai@ @e um circulo
méaximo que tem pelo menos trés MCTs (ver Figura 5.2).

Portanto, de posse da regidodeterminada pelo traco que representa a silhueta do
modelo 3D, e do eixo cordal (ou medial), pode-se obter umarticge do modelo.

Note que o eixo cordal pode ser determinado de forma ink@ratbm o usuario ou
computado automaticamente. Nés geramos automaticamegiti® a@ordal utilizando

uma triangulacédo de Delaundy, restrita a curva de entrada na qual as faceg d@o
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Figura 5.2: Trés circulos maximos (vermelho) na regido e sespectivos MCTs (azul),
e 0 eixo cordal (verde).

classificadas em faces terminais (triangulos com duasaaresijacentes &), faces de
borda (triangulos com uma aresta adjacenty),daces de jungao (triangulos sem arestas
adjacentes &) e faces externas (triangulos que se encontram ford)d&eja a Figura
5.3(b).

O processo de obtencéo do eixo cordal se inicia na arestaant® um triangulo
do tipo terminal e conecta os pontos médios das arestamastdos triangulos de borda
vizinhos. Caso o triangulo visitado seja do tipo juncaocsualse o centro do triangulo e
visita-se recursivamentfgé a partir das outras duas arestas (Figura 5.3(c)). Paraaaua r
deC'A, e comecando numa face terminal, faz-se a identificacadéahgtros irrelevantes,
isto é, aqueles que estdo contidos no circulo cujo diameiyaat ao comprimento da
tltima aresta, ndo restrita, visitada neste processo. MiesmeS € constituida por
todos os vértices d€'A, exceto aqueles cujas arestas pertencem somente a taéangul
irrelevantes (Figura 5.3(d)).

As arestas da espinha sao passadas por um processo dec@@meirados 0s vertices

da espinha séo inseridos na triangulacdo; em seguida,esémles a uma altura proporci-
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onal & distancia média entre ele e 0s seus Vvértices exterstandente conectados sendo
a triangulacéo resultante simplificada com base num proaEssemocéo de arestas in-
ternas de comprimento menor quét; € um valor heuristico que pode ser tomado como

um percentual da média dos comprimentos das arestas dagidn8d). Veja Figura 5.3(e).
5.1.2 Obtencao da superficie suave

Para obter a superficie suave a partir de uma superficiarliper partes inicial, faz-
se necessario o uso de algum tipo de interpolacdo de dadagi. issq € obtido pela
implicitizacdo da superficie por meio de funcdes de basdisisa(RBFs). Dados um
conjuntoX = {xy,...,xy}, uma sequéncia d&¥ valoress;, um polindmiop(z) e uma
funcdoo¢ : R — R, uma interpolacdo dos dados empode ser obtida como a solucéo,

para 0s\;, do sistema linear de equacdes:

s(z) = p(z) +;Az—¢(llx—xill) (5.1)
s(x;) = s, i=1,2,...,N
Denotando pop; o vértice da superficie de aproximacao obtida na secéaoiamter
a cada vérticep;, estimamos um vetor unitario normal, como a média das normais
das faces adjascentepae construimos uma nova superficie fazengo= p; + tN;
(t = 1 em nossa implementacdo). Esta nova superficie nos perisaténtinar o interior
da superficie, onde fazeme$p;) = 0 e s(¢;) = 1. O Sistema 5.1 é entdo resolvido

utilizando o pacote LAPACK [51] e a superficie-zero é poaligada através do algoritmo

de Bloomenthal [10] estendido pelo método [81].

5.2 TransformacOes geométricas

Uma transformacdo geométrica muda a forma do objeto semr &igdh topologia. Uma
ferramenta de modelagem deve permitir a aplicacao de tnanatdes sobre o objeto de

forma rapida e intuitiva. Além disso, sdo de particularregése as transformacdes de
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Figura 5.3: (a) Poligono de entrada. (b) Triangulagédo dalbely restrita e classificacdo
dos triangulos. (c) Calculo do eixo cordal. (d) Determimagéa espinha. (€) Remocéao de
arestas pequenas. (f) Triangulacao comG(éIevagéo da espinha



deformacgéo que se caracterizem por uma certa coeréncia éil&m de permitir grande
variabilidade de formas.

Alcancar todas estas propriedades simultaneamente seumatarefa dificil, pois as
vezes tais propriedades se tornam incompativeis. Pasfiegati algumas destas proprie-
dades na deformacao ndés utilizamos técnicas que realizamraigacéo de um funcional
de energia [11, 12].

Por motivos computacionais, utilizamos apenas funciodai®nergia quadraticos,
visto que as equacdes de Euler-Lagrange séo lineares, mas deodo geral, outros
funcionais de energia podem ser utilizados.

Denotemos pof uma superficie compacta. Uma transformacgéo geométricdgou
formacgao) & uma funcgo— p + d(p), onded(p) € um vetor de deslocamento. Tomando
por exemplo o comprimento e 0 suporte dlpequenos, pode-se obter transformacoes
bem proximas da superficie original. Usualmente, as toamsfcoes de superficies sao
obtidas dividindo-se a superficie em trés regides: commerestatica, componente livre

e componente rigida [11] (veja a Figura 5.4).

(@) (b)

Figura 5.4: (a) Selecédo das regides: pontos fixos (vermgloajos de controle (verde) e
pontos livres (azul). (b) a regido de controle foi transtiedpara cima, e os pontos livres
foram realocados segundo o funcional de energia (5.3)icen?.

Denotando poF’, H e P as regides estatica, rigida e livre respectivamente, tequs

a regiaof’ nao é modificada pela deformacéo. A regidsera transformada rigidamente
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(composicéo de rotacdes e/ou translacdes) mantendo seetivarade com a regiab.
A deformacéo dos ponta8 dependem da transformacéo sofrida pela regig®devem
minimizar a um funcional de energia.

Denotemos poS C R?* uma superficie, cuja parametrizacdo é dadagpoer) C
R? — S C R3. Essa superficie sera deformada ghadicionando a cada pontgu, v)
um vetor deslocamenté(u, v), tal queS’ = p/(2) comp’ = p + d.

Sabe-se da geometria diferencial [27] que a primeira e skegforma fundamental,
I(u,v), I1(u,v) € R?*?, pode ser usada para medir propriedades geométricasetas
de S, tais como comprimentos, areas e curvaturas. Alterac@®maas fundamentais

fornecem uma medida de deformacéo [101]:

E(S'):/leHI'—I||§;+kd||ff'—ll||dudv, (5.2)

onde!l’ e II' sdo as formas fundamentais 8lg ||.|| denota a norma de Frobenius, e os
parametros de rigidek. e k; sdo usados para controlar a resisténcia de elasticidade e
dobra da deformacéo.

Quando realizamos uma deformacéo interath/atem que ser recomputada pbr
toda vez que o usuario movimenta a regido rigifla Portanto, esta minimizacao nao
linear € muito cara para realizar deformacdes interatim. isso, ela é simplificada
substituindo as primeiras e segundas formas fundamerghis primeiras e segundas

derivadas parciais da funcao de distantja07]:

E = /Q/’-Ce(lldull2 + [[dull?) + Ka([|dual® + 2/ du||* + 2[|duo|1?) (5.3)

onded, = 2ded,, = %Zyd.
A minimizacéo da Equacédo 5.3 pode ser realizada de modorgégmr meio do

calculo diferencial, o qual nos fornece a equacao difeadmparcial também conhecida
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como equacao de Euler-Lagrange:
—k,Ad + kqA%d = 0, (5.4)

que caracteriza a minimizacao de (5.3).e A? representam os operadores laplaciano e

bi-laplaciano, respectivamente:

Ad - dZ'UVd - duu _|— dvu7
AQd = A(Ad> = duuuu + Qduuvv + dvvvv-

(5.5)
Portanto,5’ pode ser encontrada diretamente através da solucao des{fjelda a restri-
¢Oes de contorno.

Para que mudancgas nas derivadas segundas em (5.3) sejaspoadentes a mudan-
cas na curvatura da superficie, a parametrizagaode ser escolhida o mais isométrica
possivel. Como consequiéncia, tipicamenteescolhido como sendo a propria superficie
inicial S. Isso é conceitualmente similar aos funcionais de Greinalr §44].

Como consequéncia, o operador laplacidn@om respeito a parametrizacacse

torna o operador Laplace-Beltraltiy = divsV s com respeito a superficie [27]:
—k.Agd + ]CdA?gd =0. (5.6)

Esta minimizacéao variacional é recentemente relatada@mcts de modelagem va-
riacionais [107], [76], onde a area e a curvatura da supedén minimizadas em fungéo
destas mudangas. A energia linearizada tipgmbranae thin-plate correspondente a

Equacéao 5.3 sdo definidas como

fzjmemb = [ lIpull® + [[po]Pdudv,
Epiate = fQ Hpuu||2 + 2||puv||2 + 2Hpva2dUdU'

(5.7)
Analogamente a Equacdo 5.6, as equacbes de Euler-lagramgespondentes séo
—Agp = 0 eAZp = 0, respectivamente.

Ndés implementamos solucdes baseadas no laplaciano diggestmetria diferencial

discreta) e interpolacéo de solucdes por funcdes de batiassramétodos de elementos

finitos), ver [12].
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No contexto da deformacao pela técnica de discretizacapetador laplaciano, para
computar a solugdo do problema de otimizacdo, as equacdeslieleLagrange podem

ser escritas na forma matricial determinando o sistemariegparso:

Ak P 0
0 Ir 0 || F|=| F (5.8)
0 0 Iy )\ H H

onde A é uma discretizacdo do operador laplaciano de orélgjaeetalnado no Apén-
dice B), P = (pi,...,p,)T € R™3 é o vetor de pontos livres na regido suporte=
(f1,..., fi)f € R™>3 s&o os pontos fixos fora da regido suporté] e= (hy, ..., h,)? €

R™*3 sd0 os pontos da regido de controle (handiék H determinam as condicdes de
contorno do sistema e apenas 1 anéis dos pontos fixos sao necessarios para determinar
asC*~! condicdes de contorno. O laplaciano de ordeéndefinido recursivamente por

AFS(x) = A(AF1S(2))
AYS(z) = S(x) (5-9)
Denotando poL! a primeira matriz do lado esquerdo da Equacéo 5.8 pard, obser-

vamos que.! é uma matriz simétrica dada por
0, i # Jyx; & Ni(w;)
L= cotgzozij + cotg By, Z # j, z; € Ni(x;)
abwen ijeNl(:ci) (cotgayj + cotg Bi;) =17
ondeN,(x;) representa a 1-vizinhanga dg isto é, os vertices que possuem aresta co-
mum az;.

Com respeito ao método dos elementos finitos, depois dedatetas as regides fixa,
livre e de manipulacdo, uma funcdo de deformacdo RBR?® — R? que associa a cada
pontop € R3 na malha um vetor deslocament(p) tal que o ponto resultante apds a
modificacdo é dado pgr = p + d(p)

Este deslocamento é suavemente interpolado por uma RBFrda fo
d(r) = Noi(x) +pl), (5.10)
j=1

ondeg;(.) = ¢(||c; —.||) € afuncéo base correspondente ao j-€simo cenep(z) € um

polinbmio de grau baixo para garantir precisdo polinongi@lmodoque’ f € F,h € H
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se tenhal(f) = f,d(h) = h'. Combinando estas restricbes em um conjutitg) = b;,
paral < i < m, e selecionar os centros da RBF coma= z; leva a um sistema linear

simétrico

(o)) =
onde® € R™ ™ & definida po;; = ¢,(c;) e P € R™*? & definida poP;; = p;(c:), g;
séo os coeficientes do polindmie ¢ € a quantidade de elementos da base do espaco dos
polinémiosP? > p, ondeP? denota o espaco dos polindmios em trés variaveis de ordem
n, isto €, de grau menor ou iguaha— 1.

Resolvendo o sistema (5.11) em funcéo das novas posicogedtmsh’ € H' e dos
pontosf € F' obtem-se\; e ¢;, e consequentemente os novos poptas P’ respeitando
a um funcional de energia do tipo (5.3).

A Matriz P e portanto o sistema completo é singular se todas as resstricéstao
sobre uma quadrica [74]. Neste caso omite-se o polinbmiaabdgixa de ter grande in-
fluéncia e as deformacdes continuam a ser de boa qualidadeniicidade de notagcao
sera omitida a parte polinomial de (5.11) em todas as di6essseguintes e focaremos

apenas o bloco superior esquerdo< m, 0 qual denotamos por

F
oW :( s ) (5.12)
com pesosV = (A, ..., \,)7, vértices fixost' = (fi1,... f;)" e vértices de manipula-

cdoH' = (h},...R,)T. A generalizacdo para o sistema completo (5.11) é direta.

Afim de evitar que os sistemas (5.8) e (5.11) sejam inteiréermmputados toda vez
gue os pontos dé& sdo modificados, o que acarretaria em um acréscimo no custo co
putacional, as funcfes de base séo pré-computadas, ascquaispondem ao grau de
liberdade da regido de manipulagdo. As solugdes de (5.81L&)(podem ser explicita-

mente expressas por suas inversas e as transformacdes gerderessas por

71



Figura 5.5: Inclusdo de caracteristicas afiadas e suav@sia@squerda) o traco inicial;
(acima-direita) as regides fixa, livre e rigidas sdo autmaatente determinadas pelo
sistema; (abaixo-esquerda) caracteristica afiada aditdoao modelo; (abaixo-direita)
caracteristica suave adicionada ao modelo.
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P=P+B (8hy, 6ha, 6hs, 5h4)T, ondehy, ho, h3 € hy, SA0 quatro pontos

- -

—:6C
daregidad. A pré-computacdo das funcdes de base € tratada com mdiedata Secédo

6.2.4.

73



Capitulo 6

Detalhes de Implementacao

6.1 Determinacao das regioes de deformacéo

A determinacédo das regidoe, F' e H da superficie pode ser feita de duas formas. Na
primeira, o usudrio pinta diretamente os vértices da sigieride acordo com a regido
de interesse escolhida, através da utilizacdo de um afgoue pintura. Para isto, o
usuario pode escolher entre dois instrumentos de pintucaneta e o quadrilatero. O
primeiro tem um funcionamento similar a uma caneta, vistgm um pequeno alcance
pintando apenas os vértices por onde o ponteiro do mousa.pa&so instrumento de
pintura quadrilatero pinta toda a regido compreendida emyuedrilatero que é definido
também arrastando o mouse.

O usuario pode também determinar as regides fazendo usagds tiDepois de posi-
cionar adequadamente o modelo, este desenha um traco solarswperficie para definir
automaticamente a regiao do modelo que sera deformada.

Finalmente, ap0s a determinacédo de regides, o0 usuario gpltea e interagir com
adeformacaalo modelo. Uma mudanca na posicado dos pohtdara com que a regiao
conformada pelos vérticd3 sejam reposicionados seguindo um perfil “suave”. Para isto,
é criado um triedro (trés vetores ortonormais de mesmarajigesicionado no centro
de massa da regidd definido por quatro pontos. Um desses € a origem comum dos

vetores e 0s outros trés pontos séo as extremidades de ¢caddweeferido triedro. A
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translacéo e/ou rotacéo do triedro, definem a translac@oretacdo da regiadé/, visto
gue os quatro pontos do triedro original e 0os quatro pontasogto triedro determinam
uma transformacéo rigida, de modo que esse triedro funcioma um handle de mani-
pulacdo. O sistema permite mudar a posicad/datravés da manipulagdo do handle ou
pela descrigdo dada por um trago.

O usuario pode eleger o método no qual a deformacao serédbadeseada no la-
placiano ou em RBF) e modificar a suavidade da deformacéo dmnsaos métodos. A
reciproca também € permitida.

Além das deformacfes o sistema também permite inserirtegistecas localizadas
nos modelos, ou seja, caracteristicas afiadas e suaves.xdfople, para inserir uma
caracteristica afiada numa superficie, o usuério simpleteriaz um traco indicando a
regido da superficie que ficara afiada. A suavidade desemdegnitude do vinco pode-
réo ser controladas pelo usuario. Na verdade, a deternainiasiregides e a deformacéao
da regidoP apés uma mudanca na posicaoMestao baseadas no mesmo paradigma de
deformagéo.

A Figura 6.1 ilustra uma sessao simples de modelagem feiteacterramenta apre-

sentada.

6.2 Algoritmos

Nesta Secdo apresentamos as idéias principais usadaslamenpacéo de nosso proto-

tipo pra modelagem e deformacéo de superficies.

6.2.1 Determinacgédo das regides através de tragos

Uma vez que o usuério desenha um traco no plano da tela, maigt®jeta o traco na
superficie do modelo. A partir deste traco determinamos ketiores no plano da tela ge-
rados pelo primeiro e pelo Gltimo segmento do conjunto deégsoque representa o traco

inicial. Tais vetores determinam dois planos perpendieslao plano da tela. Cada plano
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(@) (b)

(©) (d)

Figura 6.1: Deformacé&o. (a) O usuério seleciona uma regédotdresse através de um
traco. (b) As trés regides: Fixa (Vermelho), Suporte (Azuhlandle (Verde) (c) Uma
segunda curva induz o perfil da deformacéo. (d) O modelo chefdo.
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deve intersectar a superficie do modelo gerando varios dréiiangulos (Figura 6.6(b)),
dos quais escolhemos aquele mais proximo do vetor que ggulano de interse¢cédo. O
mesmo procedimento é realizado para o outro plano, de maglolgfemos dois anéis de
triangulos na superficie do modelo (Figura 6.6(c)). Osie&stque pertencem a regido do
modelo limitada por estes dois anéis de tridangulos coivétito conjunto de pontos livres
P. Os vértices do modelo que estéo no lado contrarif dem relacdo ao segundo loop
, constituirdaH . Os vértices remanescentes formaréo o conjéntconforme Figura 6.1
(a) e (b))

Os vértices em cada uma das trés regides sao determinalifcendts um algoritmo

de “flood-fill”.

6.2.2 Algoritmo de projecao de curvas

A idéia principal deste algoritmo é projetar de forma cotrema curva plana na super-
ficie do modelo. Para tanto, determina-se a projecdo de mbo pe@ uma parte da curva,
e entdo computamos 0s pontos restantes atravessando ficgipEste procedimento é
adequado visto que parte da curva tende a comecar ou tereninama linha de silhueta.

A Figura 6.2 abaixo ilustra este conceito através de um elebigimensional.

segmentos de
curva projetados

silhuetas

direcdo de /' \

projecao

curva de entrada

Figura 6.2: Esquema de projecao do traco na superficie
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Assumindo que a curva de entrada é representada por umaplitiganal, a curva
projetada sera composta por uma ou mais linhas poligomais,para cada componente
conexa (trés segmentos de curva na Figura 6.2, por exemplo).

Um segmento de curva possui dois tipos de vértices. O prntigio consiste de
pontos produzidos pela projecdo da curva de entrada encesrta superficie, os quais
sdo obtidos pela intersecdo entre um raio de projecao e waarfangular da superficie.
O segundo tipo corresponde a intersecdo entreswathgerado por dois raios paralelos

e arestas da superficie (ver Figura 6.3).

swath

/
.

projecao

vértices da curva
projetada

curva de
entrada

superficie
triangulada

Figura 6.3: intersecéo entre tlswathe uma aresta da superficie

O Algoritmo 6.1 abaixo resume 0s passos para computar osesggsda curva pro-

jetada a partir de uma curva de entrada.
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Algoritmo 6.1

1. Compute todas as arestas de silhueta.

2. Sejar 0 raio que comeca no primeiro vértice da curva de entradaeatado se-
gundo a dire¢éo da projecgao.

3. Para cada ponto de intersegéaentrer e uma face triangular fronta} faca:

() Crie um segmento de curva projetagla armazeng; nele.

(b) Siga a projecao pela superficie comecanda pearmazenando os pontos de
intersecao em,;.

4. Defina umswathS; como uma parte do plano entre dois ratp® s; cuja origens
séo dois pontos consecutivos da curva de entrada e orisrgagondo a diregao de
projecéo (ou seja, os dois raios de projecdo mostrados ma tga).

5. Para cadawathsS; faca:

(a) Para cada vértice de silhueta faca:
I. SesS; intersecta;, no pontop;;, ento:

A. Escolha a face triangular frontg|, entre os dois triangulos que pos-
suem a arestg, em comum.

B. Crie um segmento de curva projetagpe armazeng;; nele.

C. Siga a projecéao pela superficies comegande pearmazenando 0s
pontos de interse¢ao e,

6. Retorne todos os segmentos de cutva

Observe que este algoritmo retorna todos 0os segmentos\des @rojetadas nas faces
frontais e ndo nas visiveis. A rotina mais importante do Atgwm 6.1 corresponde aos
passos 3(b) e 5(a).i.C. Estas rotinas consistem em seguijegfio da curva na superficie
por continuidade. Para este propdsito € dada uma faceliniocgqual esta o primeiro
ponto do segmento da curva projetada e umadistie vértices subsequientes da curva de

entrada. A rotina segue—curva é detalhada no Algoritmo 6.2.
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Algoritmo 6.2

1. Para cada vértice faca:

(a) Sejar o raio que comeca em e € orientado segundo a direcédo de projecao.
(b) Ser intersecta no pontop; entéo:
i. Armazenep; ha curva de saida.
(c) Senéo:
I. Sejas um raio comecando em + 1 e orientado segundo a dire¢éo de
projecao.
ii. SejaS oswathentre os raios e s.
iii. EnquantoS intersecta alguma das trés arestadet no pontop, faga:
A. Armazenep; na curva de saida.
B. Se a aresta; € aresta de silhueta retorne.
C. Tomet como sendo o triangulo do outro lado da aresta

6.2.3 Selecao das regides para insercdo de caracteristiedmdas e
suaves

Para realizar operacdes de edi¢cdo localizadas, primeitenuélizamos o algoritmo de
projecéo visto na Sec¢ao 6.2.2 para projetar um traco dedarfieéio no plano da tela na
superficie. Em seguida utilizamos um algoritmo de corte dihansimilar ao descrito por
Mitani [75], que simplifica o traco projetado e retriangulae-for o caso — as faces da
superficie intersectadas pelo traco, de modo que cada goritaco simplificado seja um
vértice da superficie retriangularizada (ver Figura 83Algoritmo 6.3 a seguir descreve
este processo, onde os dados de entrada sdo a malha tnialgaoiadelo e o traco feito

pelo usuéario.
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Algoritmo 6.3
procedure regionsForSharpSmoot{imodelq traco)

1. Projetaitraco na parte frontal donodelo;
. Simplificar otraco;

. Realocar os vértices d@aco;

2

3

4. Simplificar novamente vaco;

5. Split (se necesséario) das faces intersectadadiaeia
6

. DeterminarP, FF e H;

A sub-rotinaSimplificar no pass@ retira todos os pontos do trago projetado exceto
agueles que intersectam as arestas da face, reduzindoogsdeasitersecao entre os tri-
angulos e traco projetado. O passiaz um ajuste nos vértices da malha que estédo muito
proximos do traco evitando assim o surgimento de triancuagsienos ou magros. A Fi-
gura 6.5 ilustra os casos de splits que podem ocorrer no pabkopass® do algoritmo,

0 conjunto dos vértices do traco projetado simplificado qyorapertencem a superficie
sdo marcados como Vvértices de controle determinando assigigaH . Os vértice livres

P serao os vértices do-anel de cada ponto dé que ndo foram marcados como vértices
da regido de controle:(é um parametro definido pelo usuario). Os pontos fiXas0

agueles que nao foram marcados. Assim temos as refidé® H determinadas.
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() (d)

Figura 6.4: Triangulacéo em fungéo do trago projetado. (ajadha inicial (b) Um traco
€ projetado na malha. Uma lista de triangulos intersectadwmda. (c) Os vértices do
traco projetado séo realocados. (d) A malha é retriangulada
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I L.

(@) (b) () (d)

Figura 6.5: Tipos de intersecdo do trago com os triangulasugdarficie e os respectivos
splits [75].

6.2.4 Algoritmo de Deformacéao

A técnica de modelagem a méao-livre baseada no operadoci@ptarequer a solucao do
sistema linear (5.8) para os vértices liviegsempre que 0 usuario movimenta a regiao
de manipulacddi. A taxa de amostragem do objeto pode ndo ser r4pida o suéicient
especialmente quando a suavidade pretendida é elevadaneeocnde vértices da regido
de suporte é da ordem dé* ou mais.

Para pré-computar um conjunto especial de fun¢des basespgespondem ao grau
de liberdade da regido de manipulagéo, o custo computdgoda ser reduzido signi-
ficativamente a cada amostragem. Se denotarmog. @omatriz da Equacao (5.8), a
solucéo para este sistema pode ser expressa explicitaemetéemos de sua inveréa!,
de modo que o conjunto de funcGes bases é representado ploes\coluna dé—t. A

solucao explicita de (5.8) €

P 0 0 0
F |=7'| F |=¢7'| F [+ 0 |, (6.1)
H H 0 H
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onde o primeiro termo do lado direito da equacgéo permanetaite e o segundo termo
depende dos pontos da regido de manipulacdo. James e Redgbiilcomo Desbrun et al.
[22] usam func¢des base pré-computadas utilizando as cotlasmatrizes inversas com
0 objetivo de acelerar a solucéo de problemas de condi¢dasndierno. Entretanto, para
realizar uma deformag&o complexa com um grande numero tlieegdde manipulacéo
m = |H|, esta pré-computa¢do aumenta, tornando-se equivaleasalaer o problema
m vezes, 0 que € muito caro computacionalmente.

Felizmente, no nosso caso, devido as caracteristicas dagmscdes de base, pode-
mos restringi-las a interacdes simples com o usuario, aytsansformacdes de controle
simples da regido de manipulacéo. Durante a edicédo interddi objeto, usa-se uma in-
terface intuitiva para controlar uma funcdo afimR?® — R3, que é aplicada aos vértices
H daregido de manipulacdo. Pode-se entdo definir um sistamd@afioordenadas locais
gerado por quatro pontos, trés a trés ndo-colineakesy, hs € hy, NO interior da regido
de manipulacdo. Entdo existe uma mafiz= R/7/** da combinacéo afim contendo os
pontosh € H tal que

H = Q(h’17 h’27 h37 h’4>T-
Devido a invariancia afim, os pontos transformadd$) podem ser expressos por
meio da funcéo afim
t(H) = t(Q(hy,hy, hs, hy)")

= Q(t(h1),t(ha), t(h3), t(ha))".
e consequentemente podemos escrever (6.1) como:

P 0 0 0
F =" F|=L7'F [+L7] O |(h1,h2,h3,ha)T
H H 0 Q

Isso faz com o sistema 5.8 seja resolvido em um passo de grégsamento para

sete termos diferentes: as trés colunag@é’,0)” e as quatro colunas de,0,Q)7,

84



que nos leva a um termo constante pré-computade- L=1(0, F,0)’ e a matrizB :=
L=1(0,0,Q)7.
Quando o usuario move a regido de manipulacéo, o conjintds, hs, hy)’ é trans-
formado em(R}, h}, b, h))T, e a solugéo do sistema (5.8) pode ser computada por
P

F | =C+B(W, 1y, iy, 0,)T (6.2)
H

a qual pode ser realizada em tempo real.
Escrevendo a Equacao (6.2) em termos da superficie atlalezeemovendo os ter-
mos constantes para simplificar a notagéo temos:

P" = P+ B (6hy,0hy, 6hs, 6hy)" -

-

—5C
Este conceito de matrizes pré-computadas foi propostdfiodp]. Em nossa imple-
mentacao os pontds,, ..., h, sdo tomados de modo a formar um triedro composto de
trés vetores ortonormais com origem no centro de massa id@ idg manipulacdo. Desta

forma, considerando a nova posicgéodos vértices livre$> como

P =P+ B5C. (6.3)

O primeiro passo é computar a matBzrelacionada com o0s pontos da regido

Denotando pof;,,;; 0 triedro da regido de manipulacao inicial e iy, o triedro da
regido transformada, o valor d¢’ = T.,, — T;,;; sera a diferenca entre a posicao atual
do triedro e da posicao inicial dele. A posi¢ao inidgl;; € computada pelo sistema no
momento de computar a matiiz. A posicaor,,, € dada pelo usuario fazendo um traco
ou através da manipulacéo direta do triedro.

Com esses dados, o0 sistema computa a nhova posi¢ao doss/Bfticsando a equacao
6.3. A nova posicdo do conjuntd sera dada pela mesma transformacéo rigida sofrida
pelo triedro.

T.nq € T:niy SA0 armazenados para possiveis mudancas de suavidadeémmidast
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de deformacao, isto €, apdés uma transformacgéo por defoondacdspaco com uma “su-

avidade”k = 2, por exemplo, 0 usuério pode executar uma deformacao catiyzar

mudando para deformacéo por laplaciano, ou se preferiranadalor da “suavidader.
Dependendo da escolha do usuario, o sistema usa um dostssgugoritmosCom-

puteB_LAPLACIANDU ComputeB_RBIpara computar a matriz B.

Algoritmo 6.4
procedure ComputeB_LAPLACIA{node)

1. Posicionar o triedro inicidl},,; no centro de massa dé;
2. Montar a MatrizL e computar sua inverda !;

3. Montar a matriZ00Q)* em funcéo d€;,,;;

4. Montar a matriZ0F0)7;

5. ComputaB = L~ x (00Q)T x 6C;

Por outro lado, no caso de deformagOes baseadas em RBRssertando-se por

®~! a inversa da matri# na Equacdo (5.12), pode-se escrever a solucéo de (5.11) como

L (F
W= (),

Note que analogamente a deformacao baseada no operadaidapl/’ permanece
constante durante a deformacéo por RBF’s, e que os vérticesmdipulacadi sao so-

mente de forma afim e portanto podem ser representados paramimanacao afim

H = M(hl,hg,hg,h4)T = MC

usando a matrid/ € R™** das coordenadas afins com respeito as coordenadas locais
definidas por quatro pontos de contréle= (hy, hy, hs, hy)? € R**3. Movendo a regido

de manipulagdo dé' para uma nova posicd8d = m(C'), temos que a regido é transfor-
mada en¥!’ = M (C’. Explorando este fato, o sistema, acima, para computarsosiig

simplifica-se em
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W =ao! (g) + ¢! <J‘O4> C’

A avaliacdo da deformacg&o em todos os pontos liftes (P, ...Py) € um operador
linear emlV e pode ser escrito pat’ = ¢,W com(®,);; = ¢;(p;). Portanto, os novos

pontosP’ podem ser computados pbf = ¢, (Ig) + P, (]\04) .

As matrizesBr € RV*3 e B ¢ RV** podem ser pré-computadas e representam as

funcdes base para a deformacdo. Quando escrita em termegtdoss deslocamento

(6C = C" — (), esta férmula reduz-se a

P' =P+ BéC

A seguir descrevemos o algoritmo para computar a matrpara a deformacao do

espaco.

Algoritmo 6.5
procedure ComputeB_RBgnode)

1. Posicionar o triedro inicial no centro de massdde
. Montar a matrizb usandaoF' e H;

. Computar a inversa de ( denotada po®—1)

2
3
4. Montar a matrizb p
5. Montar a matriZ0, M)
6

. ComputaB = ®pd~1(0, M)T

No caso da deformacéo baseada em RBF, a suavidade da deforéndeterminada
pela spline poli-harmonica escolhida. As splines poliati@micas enR? sédo funcdes da

forma

f(2) = pi(@) + 3 Allz — ™, (6.4)
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ondek é um inteiro positivo &, é um polinbmio de gra&. Uma justificativa para o
nome poli-harmonica spline é quje||**~! € um mdltiplo da solugdo fundamentalda

equacao de distribuicao

Ak’-i-lq) — 50’

ondeA denota o laplaciano & é a medida de Dirac na origem. Duchon [31, 32] mostra

gue as splines poli-harmdnicas séo da forma

r?*=dlog(r), parad par

(1) = { r2k—d parad impar (6.5)

Como estamos trabalhando éntemosd = 3. Tomandok = 2 na Equacéo 6.5 obte-
mos a fungdes basgr) = r dando origem uma spline bi-harménica e tomahde 3
obtemos uma spline tri-harmdnica com as fungées base= 3. A suavidade da defor-
magéo pode variar continuamente no interv@l8, C?] através de uma mistura entre as

funcdes bases da RBF de modo a obter uma spline poli-harenéonveniente.

6.2.4.1 Determinando uma transformacéao rigida a partir de mn traco

Depois que o usuario faz o traco para a sele¢éo das regi@esdf.6(a) a 6.6(d)) o sis-
tema computa o triedro inicial a partir do vetor unitario diefd pelo primeiro segmento
do traco, juntamente com outros dois vetores, de modo qué®sdjam ortonormais, e
orientados positivamente. Em seguida o usuério faz um rmago {Figura 6.6(e)) que

induz uma deformacao segundo a nova posicao da régiéefinida pelo novo triedro,

gue € obtido de modo analogo ao triedro inicial, sendo atilizo segundo traco (Figura
6.6(f)). O usuério pode modificar a posi¢do dos pontos de@enia suavidade e ainda

alternar entre deformacdes por meio do laplaciano ou defpdes por RBF's.
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(b)

(d) (e) (f)

Figura 6.6: Determinacao das regibes de deformacédo por deetcacos. (a) O traco
inicial. (b) O sistema detecta véarios anéis de triangulosiadelo. (c) Apenas um par de
anéis é escolhido. (d) Um algoritnflood fill determina as regides para a deformacéo. (e)
Um segundo traco define o perfil de deformacéo. (f) O modelordefdo.

6.2.5 Caracteristicas suaves e afiadas

Depois de selecionar as regiéBs F' e H conforme a Secado 6.2.3, determinamos uma
direcdo na qual os pontos da regiHoserao transladados. Esta dire¢do é a média da

direcdo dos vetores normais a superficie em cada ponto @d@ordg O usuéario pode
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escolher a deformacéo a ser executada no modelo, podemaidivearmente entre RBFs
e laplaciano com suavidades que variam e@tte C? segundo o método visto em 6.2.4,
escolhendo a suavidade que melhor satisfaz as suas nedessiier Figura 5.5 para

uma ilustracao).
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Capitulo 7

Resultados

Com o objetivo de avaliar a abordagem proposta e compararasteristicas diferenciais
entre os dois métodos, além de inspecao visual e desempeintanstruido um protétipo
de modelagem e deformacg&o a méao-livre.

Na construgao do protdtipo utilizamos as bibliotecas CGBartputational Geome-
try Algorithms Library [49] que possui uma vasta colecao de estruturas de dadas par
tratar geometria, LAPACKL({near Algebra Packagg51] do qual utilizamos as rotinas
para resolver os sistemas de equacdes envolvidos em naspagee FLTK Fast Light
Toolkit) [50] que foi usado na construcdo da interface com o usud@penGL Open
Graphics Library [52] para visualizacdo e manipulacdo dos objetos. Osstéstam re-
alizados em um computador Pentiun 4 Core 2 Duo com proceasgdady3 Gz com 2 Gb

de memoria RAM e sistema operacional Fedora 8.

7.1 Poder de expressao

Com 0 nosso prototipo, € possivel realizar deformacdeati@stxpressivas e de grandes
proporcdes, bem como a insercdo de caracteristicas suafeglas na superficie dos
modelos.

Na Figura 7.1 o camelo sofreu deformacdo baseada em RBFisapdeformacéao

suave e baseada no laplaciano para caracteristica afiadaino n

91



(b) (c)

Figura 7.1: Deformac&o no nariz do camelo: (a) Modelo oaljinb) Caracteristicas
afiadas. (c) Caracteristicas suaves.

No modelo do manequim a (Figura 7.2) foi modificada a expredadoca, deforma-

¢Oes no nariz e orelha, inserida uma cicatriz na face e unsardatéo na testa.
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(@) (b)

Figura 7.2: (a) Manequim original. (b) Manequim com variegodmacoes.

O modelo do tigre (Figura 7.3) sofreu varias deforma¢des agicmnamento das
pernas, tronco, cabeca, cauda, e foram acrescentadatedatmas afiadas para criar

algumas costelas e varias deformacdes na boca (como méstnara 7.4).

(b)

Figura 7.3: Deformacéo. (a) Modelo do tigre original. (byré deformado com a ferra-
menta apresentada.
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(@) (b)

Figura 7.4: (a) Cabeca do tigre original. (b) A boca foi aberforam inseridos dentes

7.2 Testes de desempenho

Realizamos vérios testes para a compara¢ao entre as g&deidaformacéo por laplaci-
ano e por RBFs. Nos testes de desempenho, utilizamos desm@pd.U, refinamento
iterativo e ftoracdo de Cholesky para resolver o sisteneatirelacionado a cada técnica.
As tabelas a seguir relacionam a quantidade de pontosHixibges P e de manipulacao
H e o tempo de execucado das rotinas dos Algoritmos 6.4 e 6.5apakcnicas de de-
formacdo baseadas no laplaciano e em RBFs respectivamélitando decomposicao

LU.
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sl #p [#F | #0 ] L | L7 B > [t ] P B LAP | RBF
0| 192 | 96 | 96 | 0,04]| 004 | 0,08 |001] 005|001 011 | 008 | 0,11
0| 576 | 192 | 384 | 0,12 065 | 0,78 | 0,12] 054 | 0,1 | 121 | 0,8 | 1,22
0| 960 | 192| 768 | 0,2 | 2,67 | 2,87 | 0,32] 2,55 | 0,26| 508 | 29 | 5,09
0 | 2048 384 | 1664| 0,99| 30,49 | 31,49 | 1,19| 23,51 1,16| 44,81 | 31,64 | 44,88
0 | 3072| 384 | 2688/ 2,19 98,73 | 100,94| 2,7 | 82,22 2,64 | 159,01 101,16 159,07
0 | 4096 | 384 | 3200] 4,37 | 235,28| 239,76 4,76 | 198 | 4,93 | 373,84| 240,44 | 373,91
(@)
sl #p [#F | #5 ] L | L7 B > [ o] P B LAP | RBF
1] 192 ] 96 | 96 |015| 005 | 02 |0,01| 0,04 [002] 01 02 | 0,11
1] 576 | 192| 384 | 042| 1,19 | 1,61 [011] 05 | 01| 1,15 | 1,63 | 1,17
1] 960 | 192| 768 | 0,8 | 1,14 | 5,94 [ 0,29| 2,54 [ 0,26| 1,02 | 597 | 5,04
1] 2048 384 | 1664 2,27| 47,91 | 50,19 | 1,18 23,58 1,17| 45,1 | 50,33 | 45,17
1| 3072 384 | 2688/ 6,09 | 164,88 170,99 2,7 | 82,93] 2,65| 160,3 | 171,23| 160,36
1| 4096 | 384 | 3200/ 11,8 396,21| 407,49| 4,75 198,9] 4,62 | 374,72| 408,16 374,8
(b)
sl #P [#F [ #H | L L1 B > [ o] P B LAP | RBF
2] 192 ] 96 | 96 | 0,43 | 006 | 0,49 [ 0,03] 003|002 01 049 | 0,11
2| 576 | 192] 384 | 1,22 1,37 | 2,59 [016] 05 |017| 1,26 | 261 | 1,27
2| 960 | 192] 768 | 2,19 | 564 | 7,83 | 0,43] 2,58 | 0,42| 5.4 7,86 | 5,42
2 | 2048| 384 | 1664| 6,63 | 56,26 | 62,8 | 1,9 | 23,75| 1,91 46,76 | 62,94 | 46,82
2 | 3072 384 | 2688 6,33 | 163,79| 170,14| 4,32 | 83,97 4,32 164,74| 170,37 | 164,81
2 | 4006 | 384 | 3200 18,66| 418,62 437,42| 7,45| 198,7| 7,45| 379,85| 438,223| 379,91
(©)

Tabela 7.1: Tempo de execucdo em segundos para montar a matamputar sua in-
versalL !, computar a matrizz, montar a matrizb, computar sua inversb !, computar

a matriz P,, computar a matriz3, o tempo total da deformacéo por meio do operador
laplaciano e o tempo total da deformacao por meio de RBFsald@com o numero de
pontos usando decomposicdo LU para suavidaldgs) C! (b) e C? (c).

A seguir sdo mostrados os gréaficos de desempenho das deforp@emeio do ope-

rador laplaciano e por RBFs com base nas informacdes daaralel
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Figura 7.5: Gréficos baseados nas informacfes das Tabgl@g,1b) e (c) destacando o

desempenho das técnicas de deformacéo por laplaciano 8penRando decomposicao
LU para as suavidades® (a),C! (b) eC? (c).

Tempo (s)
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7.3 Propriedades diferenciais

Fizemos uma analise de algumas propriedades diferenefaigntes as duas técnicas de
deformacéo discutidas neste trabalho. Calculamos a cwavghussiana e a curvatura
média na deformacdo de um cilindro, considerando as suwmsd®, C' e C? com a
finalidade de verificar qual técnica fornece as caracteasstiliferenciais desejaveis ao
usudrio. A seguir mostramos o resultado da deformacéo caridaesC?, C! e C?
destacando a curvatura gaussiana em cada deformacasgergpralo com a cor vermelha

0s pontos de menor curvatura e de azul os pontos com mai@tatangaussiana.

l,61

-2,42
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1,24

1,24

-2,14

(©)

Figura 7.6: Na esquerda deformacédo por laplaciano e naadneformacdo por RBF
destacando a curvatura gaussiana com suavidatiés), C* (b) e C? (c).

A seguir mostramos o resultado da deformacdo com suavidatjeS' e C? des-

tacando a curvatura média em cada deformacao, represertanda cor vermelha os
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pontos de menor curvatura e de azul os pontos com maior auavaiedia.

I : (
I -3.44

(@)
I 1.42 /
I -2,14

(b)

99



-2.14

()

Figura 7.7: Na esquerda deformacédo por laplaciano e naadgeformacdo por RBF
destacando a curvatura média com suavidades), C* (b) e C? (c).
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Capitulo 8

Conclusao

O trabalho prop&e uma ferramenta & méo-livre para a modulagkeformacao de super-
ficies através de tragos. O prototipo permite transformagsdaves e afiadas na geometria
da superficie do modelo. A edicao de objetos € realizada esmmo paradigma intuitivo
drag and drop A regido de manipulagéo pode ser movida livremente por eheguces-
sivos tragos ou pela manipulagéo direta usando o paradigmicad and drop enquanto

a regido de suporte se ajusta sem perder muito a sua geotoetiaA deformacao da
regido suporte € baseada na minimizacédo de um funcionakdgiaicom apelo fisico e é
implementado de duas formas diferentes: Geometria Dié@akDiscreta (discretizagcéo
do operador Laplaciano) e Métodos de Elementos FinitosKkpagdes de Bases Radi-
ais). Em ambas implementac¢des de deformacado, o usuéarionpodar continuamente

a suavidade da deformacéo enffeée C? e comparar visualmente os resultados obtidos
pelos algoritmos de minimizagéo (Laplaciano e RBF'’s).

A criacdo e manipulacdo de modelos tridimensionais com smestema é facil,
rapida e intuitiva. NOs seguimos principalmente a técnasehda em tragos para realizar
selecbes no modelo para a especificagdo das regides de faaagsuporte e fixa. O
sistema permite ao usuario criar uma aproximacao inicigledsnetria de um objeto por
meio do desenho no plano da tela uma curva que da uma idéiéhdataido objeto,

e intuitivamente, realizando transformacgfes geométriglaer uma geometria final do

objeto.
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Para inserir caracteristicas afiadas a superficie de umlm@ddeformacgéo baseada
no operador laplaciano produz melhores resultados, vistoagdeformacéo por RBFs
tende a gerar deformacgdes suaves devido as caracteristigaseca deste tipo de defor-
macao.

Para as deformacdes de continuidaea deformacéo dos pontos livres baseada no
laplaciano caracteriza-se como uma superficie membranal deopta minimizar a area da
superficie (Figura 7.6 (a)). Para continuidadea superficie deformada por laplaciano
dos pontos livres caracteriza-se como uma supethiaeplatea qual tenta minimizar o
bendingda superficie (Figura 7.6 (b)) e com continuidd&feobtemos uma superficie que
tenta minimizar a variacdo da curvatura minima lineariggigura 7.6 (c)). Continuida-
des maiores qué™? ndo sdo recomendadas devido a instabilidades numéricas.

As propriedades diferenciais nos resultados obtidos patsmedade’? usando as
duas técnicas sdo muito préximos, sendo que a técnica derdef@o por RBFs produz
uma malha final com melhor qualidade, e menor tempo de exeq@aya realizar a de-
formacgéo da regido do pontos livres. Este melhor desempsmldeve ao fato de que
na deformacédo por RBFs a matriz para resolver o sistema lasta relacionada apenas
com os pontos de manipulacébe os pontos fixo$’, sendo tal matriz menor (na grande
maioria dos casos) que a usada para deformacao por lagagiarusa pontos d€, H e
P.

Na resolucdo dos sistemas de equacdes lineares envohadateformacdes, testa-
mos o desempenho da decomposi¢édo LU, do método iteratitora¢do de Cholesky, e
verificamos que o método que utiliza fatoracdo LU teve o nreleeempenho. A decom-
posicdo LU é uma das técnicas mais usadas para resolvenasstie equacdes algébricas,
sendo usada para decompor a matriz dos coeficiehtesn duas matrizes e U, onde
U é uma matriz triangular superior (todos os elementos alsExaiagonal principal sdo

nulos), el € uma matriz triangular inferior. A decomposicéo LU tem cterjglade as-
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sintéticaO(n?), sendo compativel com os resultados obtidos em nossos testiorme
mostra a Tabela 7.1.

As deformacdes por laplaciano possuem melhor desempemasypavidades entre
C? e C'!' enquanto as baseadas em RBFs possuem melhor desempealas sntrvidades
C' e C? conforme mostram os gréaficos (a) e (c) da Figura 7.5.

Como trabalho futuro, pretendemos implementar a avalidedduncdes RBFs e a
solucéo dos sistemas de equacao por meio de programacao @riGe&phics Proces-
sing Uni) com o objetivo de melhorar o desempenho da avaliacdo das RRfa so-
lucdo dos sistema envolvidos. Também pretendemos estuttas dipos de RBFs na
implementacéo da deformacao baseada em RBFs para obtéadesumelhores para as
continuidades entr€® e C.

Nosso protdtipo e alguns modelos podem ser encontrados em

www.lcg.ufrj.br/Members/disney/.
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Apéndice A

NocoOes de Geometria Diferencial

Neste capitulo faremos uma breve abordagem de alguns tasgtis da Geometria Di-
ferencial aplicados a curvas e superficies, apresentanclaraaturas média e Gaussiana,
mostrando que ambas séo generalizacbes da nocdo de capatarcurvas planas. A
descricéo a seguir, foi baseada em [28] e trata 0 assunto de bastante sucinto. Uma
abordagem mais aprofundada com todas as demonstra¢cOesgp@teontrada nos Capi-
tulos 1, Il e Il de [27] e uma excelente exposicao intuitieaeicontra no Capitulo IV de

[47].
A.1 Curvas

Uma curva regularé um conjunto uni-dimensiondl que é suave (possui derivadas de
todas as ordens) em todos os seus pontos (Figura A.1 (a)).a¥idaule garante que a
reta que passa pgf e p, € C' se aproxime de uma posigao limite quanpge p, tendem

a um pontop € C. Essa posi¢éo limite é chamada de (reésalgentea C' no pontop
(Figura A.1 (b)). Portanto uma curva regu@possui uma tangente em cada ponto, e tal
tangente varia continuamente com o ponto. Isto evita “Bicomo o da Figura A.1 (c).

Por simplicidade, omitiremos freqientemente o adjetigoilia.
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(@) (b) (©)

Figura A.1: Em (c), o limite da reta, ,p, depende de comm e p, Se aproximam de .

As curvas mais simples sdo a reta e o circulo. A nocdo de tegasce da compa-
racdo de uma curva com uma reta (a tangertteesm p € a reta que melhor aproxima a
curva nas proximidades @g. Mostraremos que a comparacdo de uma curva plana com

um circulo da origem a idéia de curvatura.

A.2 Curvaturas de curvas planas

SejaC uma curva em um plan®. Escolhamos um sentido de percurso para um
sentido de rotagéo eifi; diremos entdo qué' e P estdoorientados Associemos a cada

pontop € C'um vetor tangente unitariq (p) na orientacéo dé’ (Figura A.2 (a)).

T(a)

A )
»

(@) (b)

Figura A.2: A aplicagéo tangente.

SejaS! um circulo de raio um e centr@ em P. A aplicacéo tangentd” : C —
S' é definida associando a cagac C' a extremidade de,(p), quando sua origem é

transladada par@ (Figura A.2 (b)).
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Sejamp e ¢ dois pontos préximos d€' e sejads 0 comprimento de arco efi de
p aq, ondeds € positivo sep se desloca par@na orientagdo da curva. Indiquemos por
d9 0 @ngulo deT'(p) a T'(q), na orientagédo do plang (Figura A.2 (b)). Entdo como

consequéncia da suavidade(deexiste o limite

e o0 seu valor é chamadaarvaturade C' emp.
Intuitivamente, a curvatura epnmede a velocidade de variacdo da reta tangente nas

proximidades de, o que justifica 0 uso da palavra curvatura (Figura A.3).

P

/4 P t
Figura A.3: A curvatura mede a velocidade de variacdo deetarg

A curvatura de uma reta € nula em todos os pontos (visto quicaggn tangente é
constante) e a curvatura de um circulo de r&ié igual al/R (pois, neste caso temos
ds = dp)-

A curvatura tem um sinal que muda quando um dos dois, a o¢@nida curva ou do
plano muda.

Uma maneira “visual” de determinar o sinal da curvatura é@asa cada pontp €
C', um vetor unitarie,(p) na dire¢cdo da normal@emp (anormalé a reta perpendicular
a tangente &' em P), e orientado de tal modo que o anguloaép) e ex(p) sejaj na
orientagdo do plan®@. Nos pontos ondé(p) # 0, a curva esta, nas proximidadesge
de um mesmo lado da reta tangentg; @ semi-plano assim determinado € chamado o

lado da concavidadde C' emp, e ndo depende de qualquer orientagéo (Figura A.4).
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€ (p)

k(p)>0 €1 (p)

Figura A.4: O sinal da curvatura

A curvaturak(p) é positiva se aponta para o lado da concavidade da curvaatvaeg

no caso contrario.

A.3 Superficies

Uma superficie (regular)é um conjunto bi-dimensional que é suave em todos 0s seus
pontos. Em particular, dados trés ponpesp, e p; € S, 0 plano determinado por esses
pontos tem uma posicao limite quangg p» e p3 tendem para um pong < S, de uma
maneira qualquer. Este plano é chamaduamo tangentd S a .S emp. Pela propria
construgao/},S contém as tangentes as curvasenue passam pgr. Como no caso de
curvas, omitiremos com freqiéncia o adjetivo regular.

Dizemos que o espaco tridimensiodal estaorientadoquando escolhemos trés ve-
tores unitarios e ortogonais, e;, e3, hesta ordem. Qualquer outro terno de vetores
unitarios e ortogonaig;, f», f3 esta na orientacadee, e;, e3 quando, se deslocarmos
(rigidamente)fy, f», f3 de modo quef; coincida come; e f> coincida cone,, entdofs

coincide come; (Figura A.5).
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€3

€2

€4

(@) (b) ()

Figura A.5: O ternofi, f2, f3 estd na orientacdo dg, e, e3 em (b), e ndo esta na
orientacéo de, e;, e3 em (C)

Dada uma superficig, é possivel escolher em cada ponte S dois vetores unitarios
normais ao plano tangente,S. Se for possivel escolher um destes vetores de maneira
continua em toda a superficie diz-se ques € orientavel. Um exemplo de superficie ndo

orientavel é a faixa de Mobius (Figura A.6).

Figura A.6: A faixa de Mdbius € ndo orientavel: Percorrend@curva fechada na su-
perficie, o vetor unitario normal volta na posicao opostai® mostra que ndo € possivel
defini-lo continuamente

Uma superficie que € limitada (isto €, esta contida no imtete um bola de raio
suficientemente grande) e ndo tem fronteira € chamadasupeficie fechadaEsferas
e elipséides sdo exemplos de superficies fechadas. @$irdparaboldides infinitos ndo
sao superficies fechadas por ndo serem limitadas. Porladwpuma parte do cilindro
e uma parte do paraboldide ndo séo fechadas por possuirgos penfronteira. (Figura

A7 (e) e ()
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(@) (b) (©)

(d) (e) (f)

Figura A.7: (a) esfera. (b) elipséide. (c) cilindro. (d) alawlbéide. (e) parte de um
cilindro. (f) parte de um paraboloide.

A faixa de Mobius da Figura A.6, que é ndo orientavel, ndo édda. Isto ndo
acontece por acaso, e pode ser provado que toda superfitié farhada é orientavel.

Uma superficie orientaved esta orientada quando escolhemos em cada post§
um vetor unitario normalV(p) a S que varia continuamente copn N é chamada um
campo normal unitariolntuitivamente, isto corresponde a dar continuamenteantido
de rotacdo a cada plano tangefil¢' que, junto comV, coincide com uma orientagéo

dada de? (Figura A.8).
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Figura A.8: A orientacao do plano tangente, juntamente 8grooincide com a orienta-
cdo dada dé?.

Pretendemos agora estender a no¢ao de curvatura de cuamas phara superficies.
Sejap € S, ondeS C R3 é uma superficie orientada de um espaco orienfatloSeja
N(p) o vetor unitario normal & emp, na orientagdo dada dg e sejay um vetor unitario
do plano tangent#),S. O planoP,, que contemy e N, corta a superfici& segundo uma
curva plana’,, chamadaecc¢édo normadle S emp segunda. A curvatura normalk, de
S emp segunda é definida como o valor absoluto da curvaturajeom sinal positivo,
seN esta voltada para a concavidade'tie e negativo caso contrario. Note que= %_,

(Figura A.9).

Figura A.9: As curvaturas de Euler

QuandoP, gira em torno deV, v descreve um circul®! de raio um en},S. E
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possivel mostrar que, depende continuamente des S e, portanto, atinge um maximo
k1 e um minimok, em S*. As curvaturas; e k, sdo chamadasurvaturas principaisie

S emp, e as dire¢des correspondentes (ou seja, 0s vetores osiitarrespondentes) sdo
chamadaslirecdes principaigmp. Euler provou em [34], que conhecidas as curvaturas
principaisk; e k; e 0 &ngulo que faz com, digamos a dire¢do correspondente, &, é

dada por

k, = ki cos® o + kasen’a.

Portanto %, e k, determinam todas as curvaturas normaigem

Chamamosurvatura Gaussiande S emp o produtoKX = k; k, das curvaturas prin-
cipais ecurvatura médiea média aritméticdl = £t das curvaturas principais. Note
gue se mudamos a orientac&ode S, as curvaturag; e k, mudam de sinal; neste caso,
a curvatura Gaussiana néo se altera mas a curvatura medsedasthal. Consideremos
agorap € S um ponto de uma superficte H(p) a curvatura média em p. Denotaremos
por Ag o operador que mapeia a cada poptde S 0 operadoiAg(p) = 2H(p). Ag €
conhecido como operadourvatura média normalou operador de Laplace-Beltrami da
superficieS, que vem a ser uma generalizagdo do operador de Laplace.

Na verdade a curvatura Gaussiana foi introduzida por Gaus$827 [42], ndo da
maneira acima mas imitando, para superficies, a definic&artatura de curvas planas.
Gauss provou em [42] que a curvatura por ele definida era@guatoduto das curvaturas

principais de Euler.

A.4 Curvatura Gaussiana

Descreveremos agora como Gauss definiu a curvatura de uerdisiep
SejaS uma superficie orientada$?(1) uma esfera de raio um e centtb A apli-

cagdo normalou aplicagdo esféricau aplicagdo de GaugsV : S — S?(1) é definida
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fazendo corresponder a cagl& S a extremidade do vetor unitario normslp) da ori-

entagdo deS, quando a origem d&’(P) é transladada para o centfode S?(1) (Figura

A.10).

NEDZ

Figura A.10: A aplicacao normal de Gauss

Se a aplicacado normal de Gauss deixa de ser biunivoca nasgtages de um ponto
p € S, 0 seu comportamento pode ser bastante complicado: Elatpodgormar um
dominio regular em um dominio limitado por uma curva em fodmam 8 (Figura A.11);
ela pode recobrir parte ja coberta do dominio (Figura A.12 ¢Ja pode transformar a

fronteira do dominio em uma curva que da varias voltas amtésathar (Figura A.13).

Figura A.11: O dominio regular € transformado em uma curvéoema de 8
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Figura A.12: A Aplicacdo Normal de Gauss recobre parte j&daldo dominio

@

/

d
SN

Figura A.13: A Aplicacdo Normal de Gauss transforma a frioatem uma curva que da
varias voltas antes de fechar

Entretanto, quando, nas vizinhancas de um penéo S, a aplicagdo normal é biu-
nivoca, podemos tomar um dominio limitado C S em torno dep, e medir a &rea de
sua imagemV (D); dizemos que a area d€(D) é positivase a fronteira déV(D) é
percorrida no mesmo sentido que a fronteirat@-igura A.14 (a)), enegativano caso

contréario (Figura A.14 (b)). Indicaremos pdra area deD e porA a area deV (D).
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(@)

(b)

Figura A.14: O sinal da area da imagem esférica quando aagpbicnormal € biunivoca

Seja agora € S. Se ndo existe uma regidd em torno dep na qualN é biunivoca,
fazemosK (p) = 0. Caso contrario, define-9€(p) como o limite
A
m — = K(p).
Observe que esta definicdo é o analogo para superficies dic@efde curvatura para
curvas planas, tomando a aplicacdo normal no lugar da gfbcangente (no caso de

curvas planas, poderiamos ter tomado a aplicacdo normakseiterado o resultado) e

areas no lugar de comprimentos.
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A.5 Curvatura média

Agora vamos mostrar que a curvatura méditambém € uma generalizacao da curvatura
k de curvas planas. Para isto, precisamos dthgnbre outro ponto de vista.

SejaC' uma curva plana cori(p) # 0 para todop € C. Na normal a cada ponto
p € C' marque, no sentido da concavidadeldaum comprimento constante Quandag
descreve”, a extremidade do segmentoda normal a descreve uma cun@’ que sera
chamada umparalelaa C' a distancia. Observe agora que (Figura A.15 ) quanto maior
for a curvatura enp, tanto mais rapidamente decresce o comprimento de um paquen

arco em torno de nas curvas paralelds’.
Figura A.15: Curvas paralelas

Para entender melhor esta idéia intuitiva, € convenientergézar um pouco a situa-
¢céo acima.

Diremos que uma fun¢éo definida em uma curva ou superfeiég(diferenciave)
se, composta com qualquer parametrizacdo da curva ou gigeefa admite derivadas
continuas de todas as ordens. E possivel mostrar que tih@sé@ depende da parame-
trizacao.

SejaC' c E? uma curva orientada em um plano orientddoe sejaf : C — R

uma funcéo suave edl. Para cada € C, marque sobre a normal positivg(p) um

comprimenta f(p), t € (—e,€). A curvaC"® (Figura A.16), cujos pontos sdo dados por

pt =p+ tf(p>€2<p)> te <_€> 6)7

€ ainda uma curva regular se- 0 é suficientemente pequeno. Daqui em diante, admiti-
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remos que satisfaz esta condicao.

Figura A.16: Uma variagdo normal

Afamiliade curvag’, t € (—¢, €), € chamada umaariagdo normabeC dada pory.
Para cada, C* é chamadaurva da variagcdoObserve qué® = C, isto é, uma variacéo
pode ser pensada como uma perturbacao’dgque passa erd’ parat = 0. Observe
também que s¢ = 1, as curvas da variagdo sdo paralelds a recaimos na situacdo
inicial.

SejalL(t) o comprimento de arco d&'. Pode ser provado que

L'(0) = —/Ck;fds,

onde a integral acima tem o sentido usual de somas: Divideeseva em n segmentos
Jds,, toma-se o valor da fungdof em um pontg;, deste segmento, e passa-se o limite na

soma

n

> (kf)(pi)s,

1=1
quandon — oo edg, — 0.

Podemos agora dar outra interpretacdo para a curvatgiade C' em p. Quando

f =1, aexpressao acima fornece

L'(0) = —/Ck;ds.

Tomando um pontp € C' e um pequeno arc deC de comprimentdg em torno dep,
o teorema da média do Calculo Integral, aplicado a expressawm, mostra que

. I(0)
1 = —k
Jim = (p),
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isto é,—k(p) é a velocidade de variagdo do comprimento de curvas paraial& por
unidade de comprimento de C

Esta é a interpretacdo geométricakdgue estavamos procurando e que foi sugerida
pela Figura A.15. Um processo analogo fara apargceo lugar dek.

Mais explicitamente, seja S uma superficie orientada efsefa— R uma funcéo em
S. Umavariagdo normalde S, dada porf, € uma familiaS?, ¢t € (—e, €), de superficies
de superficies dadas por

Stipt=p+tf(p)N(p),

onde N é o campo normal unitario da orientacdo$leQuandoe > 0 é suficiente pe-

queno, cada superfici®¥ € uma superficie suave chamagerficie da variacaoOb-

serve ques® = S e quef = 1, St é umasuperficie paralela S a uma disntancia
SejaS*’ uma variagdo normal d€, ¢t € (—¢,¢), dada porf :— R. SejaD C S um

dominio limitado deS e seja
D'={p' e Spe D}
o dominio correspondente effi. DefinamosA(t) = dreaD". Pode ser provado que
A(0) = —/ Hfda.
D

Quandof = 1, obtemos de maneira analoga a que fizemos para curvas; (e
€ avelocidade de variacao da area de superficies paralel&speor unidade de area de
S. Sob este ponto de vista, a curvatura média € uma geneéaidagcurvatura de curvas

planas.

A.6 Curvatura média e divergente

A interpretacdo de curvatura média da Seccéo A.5, estdoeéata com a nocao de di-

vergéncia de campos de vetores B
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Considere uma superficie orientada e limitade a variacdo normal’, ¢t € (—¢,¢)
de S por superficies paralelas. Como sempre, estamos admiind0 suficientemente
pequeno para que cada seja uma superficie regular. Neste caso, é possivel praear g
existe um dominid” c E3, contendaS, de modo que por cada ponto tepassa uma
Unica superficie da variagdo. Defina um campo de vetdresn IV tomando em cada
ponto deV o vetor unitario normal a superfici¥ que passa por este ponto. Afirmamos

que, sep € S entéo

(divN)(p) = —H(p).

A prova é simples. Sejai? C S um pequeno dominio que contéme D! o dominio
correspondente esf. O dominio “cilindrico” deE? que é constituido pab, D! e pelos
segmentos das normais que ligaha D! sera indicado pdi” (Figura A.17). Sejami(0)

e A(t) as areas d® e D, respectivamente.

Figura A.17: Representacao bidimensional do dominiodrilto

ComoXN é unitario e normal, o fluxo d& através dé é A(0), e o fluxo deVN através
de D' é A(t). Como a superficie “lateral” ndo contribui para o fluxo (pbdi€ tangente a
esta superficie), o fluxo total4(¢) — A(0). O fato que queremos usar sobre a divergéncia
€ que
fluxo total

divN(p) = [im o mar
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como o volume déV” é aproximado potA(t), temos finalmente, usando a interpretacéo

anterior deH, que

div N (p) :ggw Zggnp% = —H(p),

t—0
como haviamos afirmado.
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Apéndice B

Geometria diferencial discreta

Neste capitulo, apresentaremos algumas quantidadesrdiiais Uteis associadas a uma
superficie discreta representada por uma malha trianguiaioria das definicbes con-
tinuas vistas no Capitulo A precisam ser reformuladas pass® discreto usando média
espacial. Podemos pensar em uma malha como sendo o limitmadamilia de su-
perficies suaves, ou uma aproximacao linear de uma supeafigitraria. Definimos as
propriedades (quantidades geométricas) da superficieadm@rtice como uma média
espacial em torno deste vértice. Se estas médias sao feifiasth consistente, podemos
estender a definicdo de curvatura ou vetor normal de suigsrfiara o caso de malhas

discretas.

B.1 Curvatura média normal discreta

Denotaremod/ por uma malha triangulat, um vértice da malha;; a aresta (se existir)
que conecta os vérticese z;, IV, (i) 0s “vizinhos” (ou 1-anel de vizinhos) de, ou seja,
todos os vértices, tais que existe uma aresta entrez; ez, €a;; € 3;; como os angulos
opostos a aresta definida pelos vértices z; da vizinhanga do 1-anel com relagéoe;a

(veja a Figura B.1).
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Figura B.1: 1-anel do vértice,.

Como uma malha triangular é considerada uma boa repredentespal de uma su-
perficie, escolnemos um elemento finito linear em cadagtiin isto €, uma interpolagéo
linear entre os trés vértices correspondentes de cadguf@reEntao, para cada vértice, é
associado um pequeno “pedaco” da superficie (também cleavofdme finito), sobre a
gual a média serd computada.

A diferenca entre a posi¢cao de um vértice com relacédo aoddatie sua vizinhanca
€ conhecida como coordenadas laplacianas [2, 97]. O Laplace uma superficie em
um vértice possui componentes normal e tangente. Mesmalquasuperficie é local-
mente plana, a aproximacao do Laplaciano dificilmente stad6l], e pode introduzir
deslocamentos indesejados sobre a superficie, dependampdoametrizacdo que tomar-
mos. Para evitar este tipo de problema, usa-se apena®@sedades intrinsecada
superficie. Isto é exatamente o que o fluxo da curvatura masde, ou seja, suaviza a
superficie com a movimentacao do vetor noriWado longo da superficie com velocidade
igual a curvatura medié.

Na pratica, geralmente sao utilizados dois tipos de voldimiéss (veja a Figura B.2).

Em ambos os casos, a fronteira linear por partes que deksi¢avolume finito € obtida
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pela conexdo dos pontos médios das arestas e um pontoriatesida tridngulo adjacente.
Este ponto no interior de cada triangulo adjacente pode baricentro ou o circuncen-
tro. A area da superficie formada usando o baricentro serdtalda pordz, enquanto
gue a area da superficie usando o circuncentro é conhecita &i@ea de Voronoi e sera
denotada poH,.. No caso geral, guando o ponto interior for qualquer depatas a area

da superficie poH ;.

() (b)

Figura B.2: (a) umaregido de volume finito na malha usadida de Vorongiou usando
(b) célula Baricéntrica

Como visto na Secgao A.17, temos gide= divN. Portanto se todas normais das
faces adjacentes a um vértice sdo as mesmas, temos quetareuivé nula neste ponto.
Como mostra a figura B.3, se movermos o veértice centram uma superficie plana, a
area local da superficie ndo se altera. Por outro lado, senmas o vértice para cima
ou para baixo deste plano, a area local da superficie sempatada. Portanto temos
valida a propriedade de variacdo de area nula para uma supéotalmente plana, in-
dependentemente do aspecto das faces adjacentes ou dasnweamips das arestas na

vizinhancga do vértice;.

122



SN

Figura B.3: A &rea na vizinhanga do vértieendo muda se o vértice movimenta-se no
mesmo plano do l-anel de, podendo apenas aumentar no caso contrario. Portanto
temos um minimo local, 0 que mostra que a derivada da areaetag@o a posicao de

€ zero para regides planas.

Desejamos obter a integral da curvatura média normal sadmesal ;. Como o ope-
rador curvatura média normal, também conhecido como opedslLaplace-Beltrami,
€ uma generalizacédo do Laplaciano para variedades [2d}epemente computamos o
Laplaciano da superficie com relacdoempaco conformaos parametros e v. Como
em [33] e [84], podemos usar a discretizagdo da superficieoaspaco de parametro
conforme, isto €, para cada triangulo da malha, tal tridmdafine a métrica local da su-
perficie. Com essa métrica induzida, o operador de LafBatteami se simplifica para o

LaplacianoA,, ,z = xy,, + x,, [24]:

/] A= /] Andd (B.1)

Meyer at al [72] usaram o teorema de Gauss, e observaram que a integta-do
placiano sobre o pedaco de superficie que passa pelos poétliss de cada aresta do
1-anel do dominio da triangulacédo, pode ser expresso endidudgs valores dos nés
e dos angulos da triangulagcéo, obtendo resultado similéda23] para o operador de

Laplace-Beltrami:

Ax;) = Ai Z (cotgay; + cotgBi;)(x; — x;), (B.2)

v m]’GNl(mi)

ondex;; e 3;; sdo 0s angulos opostos a aresta definida pelos vertiees da vizinhanga

do 1-anel com relacdomg como mostra a Figura B.1,4&, € a respectiva area de Voronoi.
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B.2 Area de Voronoi

Dado um triangulo ndo-obtusé, B, C' com circuncentr@ como na Figura B.4, dese-
jamos calcular a area de Voronoi com relacdo ao védicé&Jsando o fato que a soma
dos angulos internos de um triangulo € igual, aemos que: + b + ¢ = 7, e portanto,

a:g—ZAec:g—éC.

Figura B.4: Regiao de Voronoi em um triangulo n&o obtuso.

Observando a Figura B.4 temos que:

BC
= 1201

B
hy = ||720HcotgéA

_ 14|
2

BA
hy = H27HcotgéA.

by

Portanto a area dos triangulos da area sombreada (FiguyaéBekpectivamente
%cotglfl e @cotglfl:

Logo a area sombreada da Figura B.4 € dada por

1
g(||BC||2cmtg4A + ||AB|]?cotg£O). (B.3)
Denotando poty;; e 3;; 0s angulos opostos a cada aresfgcomo exemplificado na

Figura B.1), e somando estas areas para toda a vizinhangawml,Jpodemos escrever
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a area de Voronoi para um triangulo ndo-obtuso para um eértiem funcdo de seus

vizinhosz,; como:

> (cotga; + cotgBy)l||zi — x5 |- (B.4)

JEN1(3)

| =

AVoronoi =

B.3 Extensédo para malhas arbitrarias

A expressao que representa a area de Voronoi da Equacdode3tddbem definia para
triangulos obtusos, visto que neste caso, o circuncentr@@@&ncontra no interior do tri-
angulo. Entretanto a integral de Laplace-Beltrami dadaquegao B.1 esta definida para
triangulos obtusos (a unica hipétese usada € que a regidolulaer finito passa pelos
pontos médios das arestas. Ela ainda é valida mesmo no cagndelos obtusos). Por-
tanto podemos simplesmente dividir o valor da integral petda baricéntrica do volume
finito em vez da area de Voronoi para vértices com angulosobfpara calcular a média
espacial. No entanto, usamos uma area um pouco mais sutilpde a garantir uma
cobertura perfeita de nossa superficie, e deste modo,zetitid a precisdo, onde cada
ponto da superficie é contado uma Unica vez. Definimos umadre@a da superficie para
cada vérticer, denotamos poA ;. da seguinte maneira: para cada triangulo néo obtuso,
usamos o circuncentro, e para triangulos obtusos, usammso médio da aresta oposta

ao angulo obtuso (conforme mostra a Figura B.5).
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Figura B.5: Area mista entorno do vértice os triangulosl e 2 sdo obtusos, entéo o
ponto que substitui o circuncentro € o ponto médio da argsista ao angulo obtuso

Note que a obtencdo da integral da curvatura média para elleantinua valida
para esta area mista, ja que as arestas da area continuatenur o 1-anel e passam
pelos pontos médios de cada aresta. Além disso, esta areacolise a superficie sem

sobreposicao.
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