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T-SNAKES DUAIS E INICIALIZAÇÃO DE MODELOS DEFOR.IVI~~VEIS 

Gilsoil Antonio Giralcli 

i\Tovembr0/2000 

Orieiltaclor: Antonio Alberto Ferilailcles Oliveira 

Programa: Eilgeilllaria cle Sistemas e Computacão 

Neste trabalho esploraillos o moclelo clas T-Silalces para propor um Modelo Dual 

de Conto~nos Atbz?os Gene~alixado: um conto~no ezte~no ein.olvenclo os objetos 

cle interesse contrai e se clivicle eilcluaiito que contomos inte~nos aos objetos se 

espailclem em clirecão às borclas procuradas. 

Como resultaclo, coilseguimos uma nova metoclologia que é clual e topológica ao 

mesmo tempo, daí clenominá-la Dual- T-Snakes, ou T-Snakes Duais. 

A iilicializqão é um ponto crucial para a eficiêilcia de inoclelos cleformáveis em 

geral. Teilclo em vista esta cpestão, cleseilvolvemos um novo métoclo para iilicializar 

moclelos cleformáveis em geral baseaclo em proprieclacles cla topologia clos objetos de 

interesse e da escala espacial dos mesmos. O métoclo tem como base os elementos clas 

T-Silakes (Triailgulacão, F~~i lção Característica, e moclelo discreto de silalíes). As 

a.plicações aborcla.clas serão coiistituíclas por esemplos em iinageils méclicas obticlas 

por microscopia (citologia), ressoiiâilcia magilética nuclear e imagens cle raio X. 



Alxtract of Tl-iesis preseiltecl t o  COPPE/UFRJ as a partia1 fulfillmeilt of tlie 
recpireineilts for t he  clegree of Doctor of Scieilce (D .Sc.) 

DUA4L T-SNAI<ES AND INITIALIZATION O F  DEFORMABLE MODELS 

Gilsoil Antonio Giralcli 

Aclvisor: Antonio Alberto Ferilailcles Oliveira, 

Departiileiit : Coinpu tiiig a.iicl S ys teins Eilgiileeriilg 

111 this thesis we propose a gelzeralized dzsal active conto?r~- fram,ewo~-k: oile T- 
Silalce coiltracts ailcl splits from outsicle t h e  target(s) ailcl the  other one(s) espaiicl(s) 

from iilsicle cluring the  process of seelciilg t he  objects bouilclaries iil a scene. 

This nem1 approacl-i - Dual-T-Silalces - maiiltaiils tlle topological cal~abilities of 
the T-Silalces a.ilcl the  al~ili ty of avoicliilg local miiliina of the Dual ACI\/I. 

Also we clevelop iil this work a ixethocl to  iilitialize cleformal~le inoclels wl-iicll is 

l~asecl on propesties selatecl to  the topology and spa.tia.1 sede of tlie objects in 2D 
os 3D sceiles. We assume soine topological c 2 ~ 1  scale properties for the objects of 

iilterest . From t l ~ s e  coilstraiilts we propose a inethocl wrliicli firs t defines a triangu- 

latioil of the iiilage clomain. After tl-iat, we take a subsampling of the iinage fielcl 

01-er the triaiigulation gricl ilocles. This fielcl is tl-iresl~olclecl; geileraiiilg a biilary oile 

ilainely " Object Characteristic Fuilctioii", from w l ~ i c l ~  a rough approsimatioil of the 
l~ouilclary geoinetry is estractecl. 
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Capítulo 1 

Introducáo 3 

Descle sua ii~troclução por I h s s  at  a.1. ( I h s  et al. , 19SS), os i\iloclelos cle Contorno 

Ativo (Sizakes) vêm se estal~eleceilclo como um importante recurso para a soluç5o de 

problemas e111 processaineilto cle imagens cligitak, particularmente p x a  segmeiltação 

de imagens e ti-aclwzg ( Blaclí & Y'I.uille, 1993). 

A segmeiitaçào 6 um passo fuilclameiltal para a a i d i s e  e iclentificaçào clas carac- 

terísticas relevantes em uma imagem (Jaiil, 1989). Segmeiltar uma iiliagem significa 

separá-la em regiões com proprieclacles coiizuszs (cor, textura, etc) as cluais corres- 

poilclem a objetos ou partes cle objetos lia imagem, ou mesmo ao backgl-ound (Joiles 

& l\;Ietaaxas, Juile, 1998). 

De maneira geral, os métoclos para segineiltacão fazem uso cle limiares (thi,eslzolcls) 

e l-iipóteses ii1icia.i~ para a imagem tais como tipos de texturas, clistribuiqão c10 his- 

tograma, etc (Zhu & Yuille, 1996). Grosseirameilte, estes métoclos poclem ser classi- 

ficados em cluatro grupos (Zhu & Yuille, 1996): Filtragem local (Cailily, 1983), coil- 

tornos ativos (Blaclí & Yuille, 1993), crescimeilto e agrupamento cle regiões (Aclams 

!k Bischof, 1994) e otimizaçào cle f~mções cle energia clefiiliclas globdmente sobre a 

imagem (Bayes /A/ l i i i im~  Descriptioil Leilgtli (i\/IDL) (A!lumforcl $L Shah, 1989)). 

Os m6toclos baseaclos em filtragem local sào particularmente úteis para o realce 

cle características cle interesse (borclas, por esemplo(Cailny. 1983)) P para a cletecção 

cle regiões com uma mesma textura, como 6 o caso típico c10 filtro gaussiano (Jaiil, 

1989). 

Nos métoclos que usam crescimeilto e a.grupameiito cle regiões procura-se cliviclir 

o clomínio cla imagem em subregiões, cada uma clestas satisfazeilclo algum critério cle 

l~o~~zoye~zezclc~cle. Os objetos seyineiztaclos por estas técilicas apresei~tam em geral 

borclas irregula.res pocleilclo ocorrer peclueilos buracos no interior dos mesmos os 

cluais cleverão ser preeilchiclos em uma etapa cle pós-processameilto. 

As técnicas eilvolveilclo critérios globais (BayeslMDL (Zhu k yuille, 1996; Mu- 

mforcl lk Sliah. 1989)) procuram segmeiitar a iinagem usaiiclo f~mçòes cle energia 

clefiiliclas glohalilieilte sobre a mesma. Neste seilticlo, têm a I-ailtagein cle tratar 

a imagem coiiio um toclo, mas, por outro laclo, apreseiltam a clificulclacle extra cle 



eiicoiltrar o míiiiiiio global que foriiece a sol-cição cleseja.cla. 

Os i'doclelos cle Coiltoriios Ativos, por sua vez, lia sua formula.cão origiiial pro- 

posta por Kass aat a.1. (I<a.ss et  al. 1988)) fazem uso cle iiiformaçòes locais sobre uni 

coiitoriio, pocleilclo incorporar tai ibém iilformações a priori sobre a imagem como 

um toclo ou sobre os segmentos procurados. São métoclos usados para estraçào clas 

l~orclas clos objetos da  ceiia., seiiclo em geral aplicaclos coiljuiitaiiieiite com técnicas 

de filtra.gem usaclas lia cletecçã,~ cle pontos cle borclas (Canily, 1983; Coheii, 1991). 

Uma clificulclacle com estes métodos é a iiecessiclacle de uma boa estimativa inicial 

do contorno procurado para garantir o bom fiiilcioiiameiito do iiié toclo. 

Apesax disto, esses moclelos têm a vaiitagem de facilitar a iiicorporaqào de iiifor- 

iimçòes coilheciclas a. priori sobre os coiitoriios (topologia, sua.vicla.cle, etc) bem c01110 

facilitar a iiitera,cão com o usuário cluailclo esta se torim iiecessária. Estas vaiitagem 

vêm motiva.nclo a aplicação destes moclelos em cliferentes coiitestos (Blaclí & Yuil- 

le, 1993) bem como sua agregacão a outras técnicas geraiiclo moclelos mistos, como 

pode ser verificado em (Zllu & Yuille, 1996). 

4 s  téciiicas de coiitoriios ativos ( snakes )  coilstitueiii o enfoclue deste trabalho. 

41ém cla extração de bordas dos objetos cle iiiteresse, as silakes tamhéiii são utiliza- 

das para t ~ a c k ~ m g  cle objetos em secliieilcias de imageils (Leymarie & Levine, 1993; 

Peterfreuncl. 1999; Blacli & Yuille, 1993)) embora esta última aplicaçào nào seja 

teiiia cleste trabalho. 

Slialies sào uiil tipo particular de naocldos c l t f o r n ~ i l t ~ ~ ~ ~  (Blaclí 5- lúi l le ,  1993). 

E111 geral, o termo modelo cleforiiiável em processameilto de iiiiageiis refere-se a uma 

curva/superfície inicial ( t enzpl cit e )  a clual se deforma sob a a5 ào de " forças" iiiteriias 

(iiitríiisecas à geometria da  curva) e externas (clerivaclas da iinagciii) atiiigiiiclo o 

ecluilíbrio solsre a froiiteira c10 o11 j eto. 

Neste tral~allio, claremos eiifoclue especial às silalíes em 2D , embora a es t  eiisã,o 

destes métodos para superfícies pocle (em geral) ser feita sem grailcle clificulclacle 

(Black & Yuille, 1993; Colien & Colieii, 1993). 

Na versão clássica (Icass et  al. , 1988) c10 métoclo cle siialíes o template cleforiiiável 

é uma curva coiitíiiua, parametrizacla, e o sistema de forças (iiiteriias e esteriias) 

provem clas ecpações cle Euler-Lagraiige associaclas a um fuiicioiial cle energia de- 

finido sobre a curva, o clual é basicamente coiistituíclo por dois termos: um terino 

de energia iiitprila que iiicorpora restrições geométricas estabelecidas a priori para 

a solucào (suaviclade. por eseiiiplo) e um termo cle energia esteriia clefiiliclo a partir 

cle elementos cle interesse lia iiiiageiii (pontos de bordas. texturas. etc ) . O objetivo 

6 c l ~ ~ e  o sistema de forcas possa "puxar" a curva (siialie) em clireção a uma borcla 

ficando em ecluilíbrio (estável) sobre a mesma (iníiiimo da energia). 

As ecluaçòes de Euler-Lagraiige para as siialíes não possuem e111 geral soliição 

analítica esigiilclo a utilização cle métodos iluiiiéricos para obter uma solução apro- 



siinacla que teilha um grau suficiente de precis5.0. Para isto. poclem ser einpregaclos 

os métoclos de Difereiqas Fiilitas (Leymarie & Levine. 1993) ou cle Elemeiitos Fiili- 

tos ( Colieii St- Cohen, 1993). O primeiro, tem a vantagem de ser simples eilcluanto 

que o segundo pode ser iimis robusto. 

Os moclelos cle silalíe oilcle a curva é represeiitacla pa.rai~letricxiieiIt são cleno- 

minaclos m.odelos paramétricos tendo como ponto de pa.sticla comum o tral~allio de 

Ir'ass at d. (Kass et al. , 1988). i\/lais aclia.iite discutiremos os m,odelos i m q ~ l k i t o s  

(ver (W.J. Niesseii & Viergever, 1998) para uma revisã.o c10 assiiiito), que constituem 

uma alternativa ao moclelo origiild. 

O inoclelo de I h s s  at  al. ( I h s s  et al. , 1988) possui várias limita@es. 

Primeiralilente, a energia é em geral não convexa implicailclo iluma alta sensibi- 

lidade à iilicicilizacào. Relacioiiaclo com este problema está taml~í.ili a força normal 

cleterimiilacla a partir clas ecluaçòes de Euler-Lagrailge. Esta força atua i10 sentido de 

colapsar contornos fecha.clos em uni ponto ou contornos abertos ciil 11111 segmento cle 

reta o que em geral é um efeito iiiclesejaclo pela clificulclacle cle controle desta força 

cleviclo sua clepeilclêilcia com a geometria cla curva (Guiiil & Nisoil, 1997). 

A não-coiir~esiclacle cla energia está cliretaiiiente relacioilacla com a escoll-ia clos 

par2iiletros c10 moclelo. Estes pxâmetros vão cletermiilar a importâilcia relativa cle 

cada termo c10 fuilcioilal de energia. A alta sei~sibiliclacle c10 resultaclo com relação aos 

parâmetros se constitui em uma clificulclacle inerente ao moclelo cle siialces (Leymarie 

& Leviile, 1993; Guim & Nisoil, 1997), unia vez que 1120 existe uni proceclii~~ei~to 

sistemático para cletermiilá-10s. 

Outro prol~leiiia c10 moclelo origiiial é sua limitaçc?.~ à topologia de uni segmento 

de reta ou cle uma circuilferência 1150 seilclo possível sua variaçào cluraiite o processo 

através de operaqòes de splzt/7n.e7ge. 

Neste trabalho fa.remos uma aborclagem clos iilétoclos de contorno ativo viiiculacla 

às soluçòes empregaclas para estas liinita@es c10 iiioclelo origiiial. 

Neste seilticlo, a não-coilvesiclacle cla energia clas silalíes tem lugar central nesta 

apreseiitac$ío. Este tema é ailalisaclo com rigor por Priilce at al. (Davatzikos & 
Priiice, 1999) i10 contesto clas silalíes abertas. Nesta referência, os autores partem 

cle uma versão discreta c10 moclelo origiild e alialisam a energia correspoilclente. A 
energia se torna então uma f~iiicão cle N- 2 pontos, oilcle N é o i~úmero cle pontos da 

curva cliscretizacla (coiltailclo os pontos estiemos fisos) e assim tem-se um problema. 

cle otiiniza.qão não-linear. Neste caso, a análise cle coiivesiclacle recluz-se a análise 

clos a.utovalores de sua Hessiaiia. Procura-se eiit5.0 estabelecer coilcliçòes pa.ra. que 

estes a.utova.lores sej ai11 estri t ameilte positivos (energia. estritamente coiwesa) . 

Uma. forma cle contorilar o prol~leina cla 115.0 convesiclacle é imergiiiclo o moclelo 

origiiml ein uni contesto cliilâ.iiiico, oilcle a curva possui também m i a  a.ce1era.qà.o que 

lhe permite abaiic1oila.r o clomiilio de a . t ra~ão de um iiiíiiiiiio 1oca.l ( B l ~ l i  Y_. Yuille. 



l993). Esta generalização c10 iilétoclo pode ser obticla cliretaniente via foriiiulaçào 

Lagrangeana (Goldsteiil, 1981). Apesar cla vantagem meilcioila,cla acima, para esta 

t6cilica ser realmente eficiente pam a estra.çào ele borclas, ilecessita-se ele u m  clelicaclo 

tmde-ofleiitre os l~arâilletros eiluolviclos o que se constitui em uma clificulclacle extra 

(Giralcli & Oliveira, 1999). 

Lembramos que a forinula~ão Lagrangeana tem a vailtagem de ser iiidepeilclente 

c10 sistema cle coorcleilaclas utilizado. Ela é usacla em clifereiltes tral~allios c105 cluais 

citamos em particular (Curweil & Blalie, 1993; Bhcli k y~~i l l e ,  1993) oiicle 6 trci.tac10 

o problema c10 ti~ackzng ele objetos. 

Outra possibiliclacle para climiiluir os efeitos ela não coilvesiclacle cla energia é 

usa.r métoclos multi-escala. Basicaineilte, o moclelo é resolvido para uma resolução 

mais baixa (escala grossa) da imagem e sua solução nesta resolução é usacla como 

coilclição inicial para a escda seguinte (Leyma.rie & Levine. 1993). A meclicla. que 

o método avança para escalas mais finas espera-se ficar mais próximo c10 i~iíilimo 

(global) clesej aclo. Esta inetoclologia tem o custo computaciolia1 estm cle se inoiltar 

a represeiltacào multi-escala ela ima,gem. Além clisso, caso a secliiêiicia cle escalas 

utiliza& não seja aclecluacla a coilvergêilcia pam o contorno procurado pode não 

OCOrl'Pr. 

O probleiiia da 1150-coilr~esiclacle cla energia está ~liret~iineiite relacioiiaclo com a 

força normal interna que surge iia.turalmente clas ecluações de Euler-Lagrange. Para 

diminuir os efeitos iilclesejáveis clesta força Col-ieil propôs em (Coheil. 1991) a aclição 

de uma força iilterila (normal) extra, juiltaineilte com uma normalização da força 

externa (força cle imagem). 

Gang Xu at  al. (Xu et aí. , 1994) sugerem tai l~bém a adição de forças inter- 

nas estras mas cle uma forma mais sistemática. Neste caso, a curva é alxoximada 

localmente pelo círculo clefiiliclo pelo centro e raio cle curvatura e a partir desta apro- 

siinação é obtida. uma rela.ção eilvolveiido os pa.râ.inetros clas f0rça.s interilas. Esta. 

relacão fornece uma estimativa eficiente para a força normal iilteriia. Este métoclo 

tem a \-ailtagem aclicioilal de reduzir a sensibiliclacle c10 moclelo aos parâinetros iil- 

ternos o que alivia o proldema cla escolha cle parâmetros. Apesar disto. o inétoclo 

torna a cun-a ilieiios seilsível a contornos mal clefiiliclos (brtbj?jr-tlilo.\). ,4léin clisso; 

tem o custo aclicioilal ela cletermiilação ela aprosimaçào local cla curva e sua esteilsào 

para o caso 3D não é óbvia. 

Outra maneira ele remover os efeitos inclesejaclos cla força normal ele contracão 

c10 moclelo cle silalies é através c10 conceito de z~avai-rância por trailsformaçòes, o qual 

é bem coi~heciclo em visão computacioilal (Gool et al. , 1995). 

Esta icléia vem seiiclo aplicacla em silakes no contesto de coiltorilos fechados e 

coilsiste primeira.i~leilte lia utilização de uma energia interila que possua proprieclacles 

aclicioilais cle ii~variâilcia além clas usuais por tra.ilsla9ção e rotação. 



Esta energia interna pocle ser o11 ticla atravP,s ele um moclelo ele forma \-iilculaclo a 

~ i m  protÓtzl)o (113 & Sheii, 1998) 0x1 siiliplesmente clerivaclo cle elementos que teliliam 

as l~rolxieclacles de iiwariâilcia clesejaclas (Ip & Sl-ieil, 1998; Gunn $L Nisoil, 1997). 

Com isto, evita-se o colapso cla curva, uma vez que a silalíe tem agora a teilclêilcia 

natiiral de adcpirir a forma pré-estal~elecicla no inodelo. Isto iilclusive limita a 

maneira como a silalíe se cleforma clurailte sua evolucão. 

Em (IP & Slleil, 1998) a iilvariâilcia é por trailsformaçòes afins sobre a curva 

(trailslacão e trailsformacões lineares não-siilgulares). Neste métoclo é cleseiwolvicla 

Lima ilocào cle curvatura afim-invariante empregada. como elemento de suavizaçào ela, 

soluçào e uma energia ele moclelo que vincula a forma ela silalie a um protótzpo. Para 

este vínculo ser impleilieiltaclo é necessário uma correspoilcl&iicia eiitre os pontos do 

protótipo e ela snalie, o que aliás é uma característica comum dos modelos de f o l m ~  

atrva, tais como (111 & Slleil, 1993). 

Este método é apropriaclo para segmentação cle cenas oilcle objetos com formas 

previamente coi~heciclas foram cleforiliaclos por trailsformacões afins ou que possam 

ser aprosima,clas por uma secliiêilcia cle trailsforiiiações cleste tipo (projecões, por 

esemplo) . 
O método Dual (Guilil & Nisoil, 1997) é outro exemplo c10 emprego c10 conceito 

ele iilvariâilcia para silakes. Este métoclo consiste basicamente cle um contorno que 

espancle a partir c10 interior clo objeto e de um outro contorno que contrai a partir elo 

exterior. E es tabelecicla uma correspoilclêilcia entre os dois coiltorilos o que permite 

que os mesmos sejam iilterligaclos para obter-se uma força aclicioilal ( d ~  ivmg force) 

a clual é usacla para retirar o coiitorilo ele míilimos locais garailtiilclo iliais robustez. 

A necessiclacle ele coirespoilclêilcia eiitre os pontos clas sl~alies impõe restrições 

à forma clas mesmas o que olxiga a utilizacào ele uin inoclelo de forma. liias neste 

caso sem a ilecessiclacle cle víilculo a um protótipo. Este moclelo cle forma iinplica 

i~aturalmente ila iiwariâilcia por trailsformacões ele escala uma vez que a escala 

(tamanho) elos objetos cle interesse não é supostamente coilhecicla a priori, 

O métoclo clual tem a vantagem de evitar míilimos locais pela acão cla força 

aclicioiial, coilstituiilclo-se em uma alternativa eficiente para o problema ela não coil- 

vexiclacle da energia ela silalce. 

Em (Guilil & Nisoil, 1997) eilcoiltrainos a formii1acà.o c10 moclelo clual baseada 

em uma ecluacào de evolucão (métoclo variacioilal) . E m  (G;uiiil. 1996a) eilcoiitrainos 

uma outra formulaçko baseada em prograina~ào cliilâinica. Estes moclelos serão 

cliscuticlos eiii cletalhes durante este trabalho. 

A utilizaqào de prograiiiaçào cliilâmica no contesto ele ~ilalies é apreseiltacla em 

Ainiili a t  al. (í-liniili et al. . 1990) e se constitui em uma alternati\-a ao métoclo 

variacioilal ( Ecluaçòes ele Euler-Lagrailge) , 

Classicameiite. a icléia ela programacão cliilâmica é usar o P I  i~~cí'31,o de Optrma- 



lrdade (Dreyfus. 1965) para escrever o problema cle otimizacào original como um 

cle busca num espaco cle curvas aclmissíveis e a partir daí clesenvolver as 

ecluaqòes básicas correspoilcleiltes (Dreyfus, 1965). Se pressuposto uni moclelo discre- 

to para as curvas este problema cle busca correspoilclerá a uiu processo miilti-estágio 

oilcle o número cle estiigios é igual ao número de pontos da silalíe (suiaz:elu)(Amiili 

et al. , 1990). 

As principais vailtageiis da  programação cliilâmica com relacào aos iliétoclos va- 

riacionais são a segurailca de atingir o ii~íilimo global e a robustez uma vez que 

neste caso 1120 precisail~os calcular clerivaclas de orclem superior cla. imagem (Amini 

et al. , 1990). Coiltuclo, os métodos usailclo prograi~laçã~o cliilâiiiica são limitaclos 

pela ilecessiclacle de arinazeilamento em memória da orclein de O (NlM2) e comple- 

siclacle computacioilal cla orclem cle O (NlV3) onde 1\' é o ilúmero de silasels e 114 é 
o talilanho cla viziill-ianca em torno cle cacla silasel, totalizaiiclo um espaco de busca. 

discreto com AilU pontos para cacla iiltera.ção. 

Dentre os métodos de silakes que usam programacão cliil2mica aqueles que utili- 

zam o algoritmo 1 - ~ t e ~ - b z  (Guiln, 1996a; Bamforcl Louell, 1995) sào cle particular 

interesse para este tral~alho. A icléia central neste caso é limitar a horcla procuracla 

por duas curl-as. uma interior e outra exterior ao objeto correspoi~clei~te. para então 

criar um espaço de busca que seja mais eficiente. Este método tem a va.ntagem cle 

climiiliiir o esforco computacioila.1, pela reclução c10 espa.co cle busca agora limitaclo 

à região entre as curvas. No entanto, esta vailtagem só se torna efetiva se puclermos 

cletermiilar cle forma automática os coiltorilos internos e esterilos. Este é o ponto 

que limita em muito o campo cle aplicacão desta metoclologia,. 

As limitaqòes topológicas do moclelo origiilal são tratadas no contesto dos mo- 

delos paramétricos basicaineilte por proceclimentos compostos por duas etapas: 1) 

cletermiilacào cla ilecessiclacle cle miicla.ilcas topológicas; 2 )  uni método (cn~i7y'co) 

para efetuá-las. 

Por inuclaiiqas topológica. enteilclemos o fato de unia siialíe (fecliacla) se sul~cliviclir 

em duas (ou inais), ou váxias sila.líes se juilta.rem em unia única. 

E111 (Durilto~ic et nl. i 1995) eilcontramos um método deste tipo usado para 

cliviclir um contorno fechado em dois outros. Nesta referência., isto é iniplemeiltaclo 

primeiramente coilstruiilclo-se um l-iistograna cla iilteilsiclacle cla. forca. cle imagem ao 

longo cla. siiake com o objetivo de icleiltificar uma região apropriacla para cortar a. 

silalte (região com contraste mais fraco). A seguir, o métoclo procura dois pontos 

nesta região para serem os extremos c10 segmento que cortará a curva em cluas partes. 

Este métoclo tem a clesvantagem de não tra.tar o proldema c10 merge entre coiitornos 

e sua este11sã.o para superfícies não é óbvia. 

Uma iiietoclologia mais geral para incorporar muclailqas topológicas às silakes é 

o modelo das T-silaltes (i\:lcIileriley SG Terzopoulos, 1995; McIiieriley, 1997). 



A idéia básica cleste métoclo é imergir o moclelo cle maltes em uma clecomposição 

simplicial ( t r i a i~~u lação)  c10 clomíiiio cle interesse permitiilclo a utilização de resul- 

tados em métodos cle coiltiiluação il~imérica para a execqão eficiente e robusta de 

muclan~as topológicas (Allgower & Georg, 1990). 

Neste método, os silasels são cleteriliiimclos a partir clas iiitersecções cla s d i e  

com a triailgulaçiio. Este processo correslloilcle a uma reparametrizaçiio da curva 

(silalíe) baseacla na subclivisão c10 espaço no clual a mesma está iinersa. Tal proce- 

climento (estríilseco) tem a clesvai~tagem cle perturbar a silake (particularmeiite nas 

l~rosimiclacles clas borclas clesejaclas) e tornar o métoclo muito sensí~-e1 à triailgulaçào 

usacla. Esta reparametrização tem também a clesvailtagein cle torilar a eilergia iil- 

terna da sllalie nào-iiwariailte por rotação e trailslaçào da curva, unia vez que sua 

cliscretizaqão clepeilcle da sua posição no espaço. 

Estas limitações da T-silalte forçam que a evoluçào da mesma seja clefiilicla via 

informações estritameilte locais, não eilvolveilclo ileilhum processo de miilimização 

explícito (McIileriley, 1997). 

Apesx  clas clificulclacles citadas, uma vez projetacla a silake, 6 possível clistiil- 

guir eficientemente os nós (vértices clos triiingulos) iilterilos e esteraos à mesma 

criaiido-se uma função ca7.acter2st.ica que tem valor 1 para nós interiores e O para os 

esteriores. Esta fiinçào é o elemento central c10 métoclo uma vez que clispoilclo de 

um algoritino suficientemente rápiclo para atualizá-la, as muclailças topológicas cla(s) 

silalie(s) se recliizem a eilcoiltrar os triângulos de horcla correspoilclei~tes (triângulos 

oilcle a fuilqão cara.cterística muda seu sinal). Este proceclimeilto simples para a 

implemeiltaqào de muclanças topológicas é o grande beiiefício obtido a partir cla 

reparametrizaqão clescrita acima (McIileriley, 1997). 

Dentre as vantagens cleste métoclo estão a sua geileraliclacle, permitiilclo tanto 

agrupameiito quanto particioilameilto cla(s) silalte(s), e a possibilicla.cle de esteilclê-10 

i~aturalmeilte para. superfícies uma vez que seus elementos básicos (triailgulação, 

reparametrização, fuiição ca.racterística) são eficientemente esteilclíveis ao caso 3D 

(McIileriley, 1997). O inétoclo clas T-silalte será o11 jeto cle particular atenção neste 

t r  a11 alho. 

As T-snalies tem como um clos métoclos iilspira.clores as formula~òes implícitas c10 

moclelo clc silakes . particularmente o moclelo clos Coiljuiltos cle Níveis ( Level-Sets) 

cleviclo a Sethiail a t  al. (Mallacli e t  al. , 1995). 

Nesta formula.cão. a silalie é clefiilicla pela iiiterseccão de unia superfície bicli- 

ineilsioilal (li com o plano s j r  (level-set). Desta forma, a c?-oluçáo cla silalie está 

uiilculacla à evoluçào da superfície (e  vice-versa) o que fica precisaiiiente cletermiila- 

c10 pelas ecluações c10 tipo Ha~nzl ton  - Jncob? para a f~iilçào Q (.r. y j f ) .  

Neste contesto, as mucla.ilças topológicas ocorrem ilatiiralmeilte uma vez que 

a iiltersecção cla siiperfície com um plano pode muclas a sua topologia de forma 



contínua e suave clescle que iI, (n., y,  t )  permaileca uma f~iilç.50 durante sua euolucào. 

Além clas habiliclades topolÓgicas, acrescenta-se o fato dos métodos iluméricos utili- 

zaclos para evoluir (a., y, t )  terem boa estal~iliclacle e da esteilsiio para superfícies 

l~iclimeixiioilais ser direta (I\/lallacli et al. , 1995). 

No entanto. o uso esplícito cle uma climeilsào estra torna este iiiétoclo inenos 

intuitivo que os modelos paramétricos, trazeilclo clificulclacles para a incorporacào 

cle informações adicionais (de forma, por eseniplo), ou víilculos tais como pontos 

atratores (Icass et al. , 1988), clificultailclo inclusive a interação com o usuário caso 

esta se torne necessária. 

Neste ponto, o métoclo clas T-Silaltes é mais vanta.joso uma vez que sua formu- 

laqão paramétrica facilita os estabelecimento cle ulízculos pelo usukio. 

No métoclo clas T-Silalies uscicse uma forca normal para guiar a snalíe em clireçiio 

às horclas desejadas. O seilticlo clesta forca é clefiiliclo em fiiiqào cle u m  limiar 

para a iiltensiclacle cla imagem. Uma forma. cle evitas míiliilios locais é variar este 

limiar dentro de um intervalo estabeleciclo por estatísticas cla imagem. Além clisto, 

o métoclo clc reparainetrizacào usaclo permite identificar facililieiite cluanclo duas 

curvas estào prósiinas. Estas ohservacões foram o ponto de particla para a idéia de 

colocar o métoclo Dual e as T-Siialtes em u m  moclelo unificado, por ilós cleiloininaclo 

Dual-T-Silalies (Giralcli & Oliveira, 2000; Giralcli et al. , 2000cl; Giralcli et al. , 
2000~) .  

Resiimiclameilte, a metoclologia coilsiste em explorar o moclelo clas T-Silaltes para 

propor um Modelo Di~al  de Contornos Ativos Generalizado: nm. contoixo ez temo,  

e~zvolvendo os objetos de interesse, contrai e se divide enq,z~,anto que c o n t o ~ n o ~  i12- 

t emos  aos objetos se ezpandem. em. direçâo às bordas proci~radas. 

Como resultado, coilseguimos uma nova. inetoclologia que é clual e topológica ao 

mesmo tempo. claí cleilomiilá-la Dual-T-Sna.kes. 

Para fazer a siialíe externa contrair e as silaltes internas espailclirein em clireqão 

às borclas dos objetos nós usainos t aml~ém forcas iiornmis c10 tipo clacluela usada na 

T-Silalte. 

No Dual-T-Silalies, o limiar usaclo para definir o sentido da força normal é iiiter- 

pretaclo como uma noção cle aJi1z7,dade a clual é usacla para iclentificar cluais silasels 

poclein receber força estra  e assim retirar uma s d i e  cle u m  iníilimo local de forma 

eficiente. 

A força es t ra  tem direção normal, não clepei~clei~clo portaido de correspoilclêilcia 

entre os silasels, como é o caso c10 Dual original (Gunil & Nisoil, 1997). As auto- 

iiltersecções que poclem ocorrer ein função cla evolucão clas curvas segundo sua nos- 

ma.is são ilaturalmeilte trataclas pela inetoclologia clas T-Silalíes. 

Para que o métoclo seja eficiente é necessário definir elementos que tornem a 

evoluqào da silalie esteriia e clas i1lterila.s ii~terclepei~cleiite. Neste tral~alho isto é 



ii~~l~leinentaclo usailclo-se a enei-gia de i m a g e m  (normalizada)  sobe a s  snakes  e a 

noção de afi~aidade citacla acima. 

Do ponto de vista cla metoclologia Dual alxesentacla origiilalmeilte em (Guil i~ 

& Nixon, 199'7). a primeira vantagem c10 Dual-T-Sidtes a ser ressaltada é clue este 

i ~ à o  necessita cle "matchiilg" entre as ~ i la . l ie~  internas e externas. Assim, podemos 

l~resciilclir cle um moclelo de forma a priori e deixar a forma clas sixdíes livre durante 

a evolucão c10 métoclo. Acresceiltanclo-se a isto as lial~iliclacles topológicas c10 Dual- 

T-Silalies (herança clas T-Snalie), pode-se dizer que o novo m&oclo geaeraliza o Dual 

original, tanto para formas mais gerais cluailto para topologias mais gerais. 

Além clisso. o Dual-T-Silalies abre a possil~iliclacle efetiva clc estencler a meto- 

clologia clual para 3D, via as T-Superfícies uma vez que não preciminosde corres- 

poilclência entre os simsels ou mesmo cle u m  moclelo cle forma pré-estabeleciclo. 

Do ponto cle vista clas T-Silaltes, o Dual-T-Siialtes trouxe efetivameilte mais 

robustez cluailto aos mínimos locais ela energia ele imagem pelo balanço ela energia 

entre as silalíes internas e esteriias e a noção cle prosimiclacle entre as curvas dada 

pela triczlgulação. Agora, o critério ele pa.racla baseaclo na prosimiclacle (local) entre 

as silaltes é u m  iilclicaclor mais seguro ele que o mínimo global foi atingielo. Para 

retirar uma T-Silalte ele um iilíilimo local podemos usar tanto forca normal extra 

como aplicar o métoclo cle variacão c10 limiar T proposto inicialmente nas T-Silalies 

(McIileriley. 1997: AicIiierney Sr Terzopoulos, 1999). 

Um clerivaclo iilteressaiite c10 Dual-T-Silalies é a reclução c10 espaqo de busca, 110- 

cleilclo assim ser utilizaclo para iilicia.lizar o Dual 11a.seaclo em progra.ma.qão dinâmica, 

vencenclo com isto a clificulc1a.cle c0111 a inicializaçào cleste último. cliscuticla acima. 

Apesar clas vantagens citadas, o Dual-T-Siialies tem uma clesl-antagem clara 

com relacào à inicialização, uma vez que precisainos cle uma snake interna para 

cacla objeto cle interesse, além da silalte esterim envolveilclo os mesmos. Se feito 

pelo usuário, este processo pode ser teclioso, priiicipalmeilte se temos vários objetos 

ele interesse. Além de evitar esta clificuldacle inicial, um métoclo para inicialização 

automática poderia também climinuir o custo computacioilal c10 Dual-T-Silalies. 

A iilicialização é ele fato um ponto crucial para a eficiência ele inoclelos cle- 

formáveis em geral. 

Teilclo eix vista estas cluestões, nós cleseiwolvemos iim novo métoclo para iniciali- 

zar moclelos cleforiiiáveis em geral baseado em proprieclacles cla topologia clos objetos 

cle interesse e cla escala espacial clos mesmos. O métoclo tem c01110 base os elementos 

clas T-Silakes (Triailgulacào, Fuilcào Cara,cterística, e moclelo discreto de s d i e s )  e 

assim compõe com o Dual-T-Sila.ltes uma metoclologia unificada para scgmeiita.çio 

e extração cle borclas. 

4 filosofia do inétoclo segue ele perto a icléia básica ele alguns métoclos não- 

paraillétricos cle multi-resolu~ão usaclos em segmentação de imageils baseaclos e111 



moclelos cle Pirâmicles e Quacltrees (Burt et al. , 1981; Bamforcl & Lovell, 11.~1.; Jolion 
& I\/loiltailvert, 1992). Estes são estruturas de claclos para representar uma 

iinagem em cliferentes níveis cle resolução. 

A idéia básica clestes métoclos é que à ineclicla que a resolução va.i clecresce~~clo 

pequenos a.rtefa.tos no l~ackgrou~~cl  tornan-se menos sigilifica.ntes em selacão a.os 

objetos de interesse. Assim, pocle ser mais simples  detecta,^. os objetos no nível mais 

baixo para ent ào fazer o tracking nos diferentes níveis de resolucào. 

Neste processo, é possível delinear as bordas em uma resoluçào mais l n i s a  e 

reestimá-las cluanclo aumentamos a resolução (Jolion & Montanvert, 1992; Bamforcl 

& Lovell. 1l.d.). 

Nosso tra1)alho descrito em (Chalcli et al. , 2000~;  Giralcli et (1.1. , 2000a) usa 

uma metoclologia que pa.rte cle uma, resoluçào i11a.i~ baisa, definida através de um 

coi~hecime~~to  a priori cla escala clos objetos. O método é a.claptativo no sentido que 

a resolução somente é aumentada nas regiões onde for coilsicleraclo necessário. 

Para aumentar a resolução, nós simplesmente refiilanios a mall-ia mais grossa e 

amostramos a imagem sobre os nós correspoilclentes à nova malha. Assim, a. estru- 

tura subjacente tem a forma de um refiilamento aclaptativo (local wnifoi.m. nested 

refinem.ent) (Berger & Oliger, 1984). Um esquema senielhante foi esploraclo i10 

contesto clos Métoclos cle Coiljuntos cle Níveis (Sethiail, 1996). Contudo, nós niio 

coaliecemos referêilcia de aplicaçào cleste esquema para segmenta.çào. 

Uma limita.ç%o cleste iilétoclo cle inicializaçào é a necessicla.cle cle uma prop~ie-  

dade de escala local. Esta. proprieclade basicamente garante que podemos reduzir 

a resoluçào da imagem sem mudar a topologia clos o l ~ j  etos. Contudo. esistem si- 

tuações oncle os padrões cle iilteilsiclacle dos o13 jetos de interesse iiào admitem tal 

proprieclacle. 

Uma altermtiva para estes casos seria definir um campo escalar sobre a imagem 

o clual camcterizasse melhor os objetos cle interesse (ou suas 11orcla.s). Além clisso, 

seria interessante que a definicão cleste novo ca.~npo piiclesse aproveitar a interveilção 

clo usuário na  inicialização c10 Dual-T-Silaltes. 

Um métoclo que vem ao encontro clestas ilecessiclacles é o métoclo clas conesões 

fmzy ( f u z q  comectedness) (Uclupa & S aniarasekera , 1996). 

Neste m@tocloi parte-se c10 argumento de que a. noção cle "objeto" em imagens 

digitais deve ser formaliliente clefiiiicla via coilceitos fuzzy a fim cle tratar a subjeti- 

viclacle iilereiite 8.0 ato de delinear a borda de um objeto em uma cena (Uclupa & 
Samaraselíera. 1996; Herman & Carvalho, mcl. ). O m6toclo é implemeiltaclo através 

de um operaclor de afiniclacle que precisa cle pontos selilentes para ser clefiiliclo. 

Estes pontos serào usados para clefinir as ~ilalies internas iiiicializaclas pelo usuário 

no Dual-T-Silaltes. 

O resultaclo c10 métoclo clas conesões fmzy é um campo escalar que pocle ser 



usaclo na clefiniq5o clos objetos. Este campo será usaclo para determillar o sentido 

cla força normal no Dual-T-Silalies. Temos assim uma perfeita simbiose entre o 

métoclo de estraçào cle bordas e o métoclo de segmeiltaçào fuzzy, o clue motivou a 

utilizaqão cleste último neste trabalho. 

Nos capítulos seguintes, discutiremos com precisào as liinitaçòes apoiitaclas iili- 

cialmente para em seguida apreseiltar os moclelos alterilativos cle interesse para este 

trabalho chegailclo por fim ao Dual-T-Silakes. Daremos ateiiçào especial aos ilioclelo 

clas T-silalies (McIiieriley, 1997) e ao moclelo Dual (Guilil, 199Ga), os cluais coils- 

tituem os pilares c10 nosso tralx~llio. O conceito cle iilvariâilcia também receberá 

particular ateilçiio. O texto que segue está orgailizaclo cla seguinte forma. 

O Capítulo 2 apreseilt a uma caracteriza~ão cle pontos cle borcla baseacla em 

conceitos de geometria Riemaililiaila, a clual pode ser usada para imageils i~iulti- 

varia.clas (coloridas, por exemplo). E m  seguicla cliscutiinos esta caracterizaçào no 

contesto clos espaços de escala. O objetivo cleste Capítulo é introduzir os elementos 

l~ásicos eilvolviclos na clefiili$io da energia externa clas siialies. 

P a r t i d o  clos elementos iiltrocluziclos no Capítulo 2, apreseiltail-ios no Capítulo 

3 o moclelo original clas siialíes e sua geileralizaqào via Formulaçào Lagrailgeaila. 

São cliscuticlos taiilbéii~ aspectos iiuméricos c10 mesino, bem como suas liinitaqòes 

lxísicas. 

No capítulo 4 alxeseiltamos os elementos matemáticos usados para resolver as 

l imita~ões esplicitaclas no Capítulo 3: Programação Diilâmica, Iilvariâilcia e Varie- 

clacles Implícitas. 

No Capítulo 5 faremos uso clos elementos cliscuticlos até então para apresentar 

as os moclelos alterilativos de interesse. 

E m  seguida, apresentaremos no Capítulo G o Dual-T-Silalies, principal coiltri- 

lmição cleste trabalho. O métoclo para inicializaçào cle iiloclelos cleformáveis que 

cleseilvolvemos é apreseiltaclo no Capítulos S. 

Reservamos o Capítulo 7 para discutir cletallies da imp1enieiitacã.o c10 Dual-T- 

Siiakes. Nosso objeti~ro com isto é facilitas a cliscussào clos resultaclos esperiinentais 

feita no Capítulos 9. Fiilalizamos apreseiltailclo propostas para trahallios futiiros e 

coilclusòes no Capítulos 10. 

Os Apêilclices A, B, C e D são complementares clcste trabalho e sua leitura não 

é pré-requisito para a compreeilsão c10 mesmo. 

O Apêiiclice A clesenvolve aspectos da programação cliilâillica no coiitíiluo com- 

pletaiiclo assim a, cliscussão da  secão 4.1 que trata  c10 tema apenas no caso discreto. 

O Apêndice B cleseiwolve aspectos cla Teoria de Ii-ivariâilcia no contesto clos 

Grupos de Lie. Fii~alizamos este apêilclice i n c l i ~ a i ~ c l ~  possíveis clireçòes para esplo- 

rar a Teoria cle Lie no contesto cle inoclelos de silalie eilvolveilclo iavariâiicia por 

trailsformaqòes. tais como (111 k Sheil, 1998). 



O Apêndice C generaliza os conceitos algébricos da secão 4.2 para varieclacles 

cle climeilsão clualcluer, estabeleceilclo assim a base teórica para a geileraliza@io c10 

Dual-T-Siialíes para 3D. 
Os conceitos relativos à análise de coiwesiclacle do niétoclo cle si~alíes são detalha- 

dos no Apêilclice D, onde esteilclemos o estudo apreseiltaclo em (Da.va.tzi1íos St Prince, 

1999) pa.ra modelos clinâmicos de snakes. Os resultados apreseilta.clos são parte c10 

nosso traball-io (C4iralcli St Oliveira, 1999) e também coilstituem uma coiltribui+io 

desta tese. 

O iliétoclo das coilesões fmzy é clescsito no Apênclicc E e sua coilesão c0111 o 

Dual-T-Silalies 6 desenvolvida. 



Capítulo 2 

Deteccáo a de Pontos de Borda 

Neste trabalho, estamos interessaclos na extração cle bordas de objetos em ima- 

gens digitais. Neste sentido, o problema inicial é a cleter1niimcã.o dos pontos clue 

podem pertencer à ç  borclas (geilericameilte clei~omii~aclos p o l ~ t o s  de bordas ( eclgts ) ) , 
os cluais são caracterizaclos por uma abrupta variaqiio cla imagem (Jaiii, 1989) nas 

suas viziiihaiiqas. 

Neste capítulo faremos uma aborcla.gem conceitual e formal para o probleilia de 

cletecqão de pontos cle borcla em imagens biclimensioi~ais sem o objetivo de clesen- 

volver técnicas especificas no tema. A apresentação que segue tem por finaliclacle 

principal colocar o probleina cla cletecção cle pontos de borda cleiltro do contexto clas 

técnicas cle silalíes. 

Seja então a Figura 2.1 onde mostrainos os moclelos (uiliclimeilsioilais) usuais 

para os t i pos& pontos cle borcla comumente eilcoiltraclos em processameilto de 

Figura 2.1: Modelos ui~iclimeilsioilais para pontos de borda. 

Estas figuras representam modelos ideais. .4s funqòes (sinais) que obteinos na 



prática são em geral irregulares e apresentam ruíclos. 

A Figura. 2.2 é u m  exemplo de uma situação ma.is próxima da prática.. Nesta 

figura vemos uni siila.1 com u m  clegrau aceiltuaclo entre a = 90 e s = 100. 

Uma possi11ilicla.cle para caracterizas este comportainento é tomar os extremos 

locais cle clflcls. ou seja, pontos de iilflexão. 

Figura 2.2: Sinal iiregula,r f com ruiclo. 

No entanto. na Figura 2.2 existem vários pontos cle iilflesão clu? 1150 represeiitaiil 

clegraus. Assim, illétoclos que simplesmente localizam extremos locais da deri\-acla 

forilecem falsos pontos cle borcla, inclusive lias prosimiclacles do clegrau procuraclo. 

o que implica em mais de uma resposta para um mesii~o ponto. 

Estas coiiçicleiacòes se esteilclem para o caso 2D. Neste caso, dada uma imagem, 

11recisaillos coiisiclerar também uma orientação além ela taxa cle variacào cla iiliagein 

em um claclo ponto. 

Uma. referência fuildameiltal no coiltesto ele cleteccào dos pontos de borcla é o 

traball-io de Cailily (Caniiy, 1983). Partiilclo cle coilsiclera~òes como as que fizemos 

acima, Cailny estabelece inicialmente três critérios para avaliacão c10 clesempeill-io 

cle uni cletetor: (a)lmisa probabiliclacle cle marcar falsos pontos de borcla ou cle 

percler pontos de borcla; (11)os pontos cletectaclos clevem estar próximos c10 centro da 

l~orcla (ponto cle infles20 no caso 1 D )  correspoilclente; (c) fornecer resposta única 

para cacla ponto cle borcla cla imagem. E m  seguicla, estes critérios sao cleseilvolviclos 

cluailtit ativamente para enfim obter-se u m  cletetor ótimo via métodos variacioilais. 

Segundo Canily (Cailily, 1983)) poclemos classificar os métoclos para cletecção cle 

pontos cle borclas de acorclo com as seguintes características: a )  utilizaqão cle uma 

sup(~rfície q i i ~  aproxima a imagem; I)) inétodos que estimmi derit-aclax. iisiialmente 

primeira ou segunda clerivaclas da imagein; c)  utilizaçào de técnicas no clomiilio da 

frecliiêilcia. 

Dentre estes métoclos, aqueles do item (11) serão os eilfocaclos nesta seçso pela 

sua relacão clireta com o métoclo cle snalíes (Blaclí & Yuille, 1993). 

Uma prática comum neste caso, é utilizar um 1iinia.r cle corte para o valor ela 

clerivacla (graclieilte) com o objetivo apenas de, realçar as regiões oncle se eilcoiltram 

as bordas dos objetos de interesse (Jaiil, 1989)) como mostra. a figura 2.3. O mesmo 



efeito pocle ser obticlo via zero-cl-ossirxgs da  seguncla derivacla. ( m k i i ~ ~ o s  locais ela 

Figura. 2.3: (a)Ima,geiii origiiial. (11)Reallce das bordas via limiar para o gradiente. 

11 seguir, daremos uma formulação geral para a caracterização de pontos cle 

borcla baçeacla nas clerivaclas da imagem, ou mais precisailieiite, lia Primeira Forma 

F~~iiclameiital associacla à mesiiia. 

2 .1 Descricão Matemática 

Partindo da icléia cle que pontos de borcla sSo poiitos com alta variação da imagem 

(alto colxtl-aste), o primeiro passo será ap1ica.r um moclelo matemático que tracluza 

este conceito clua.iititativaiiieiite. 

Uma possibilicla.cle neste seiiticlo é usas ci. Primeira Forma Fi~iiclamental (Sapiro, 

1997) associada à iiiiagem e usar o fato de que os autovalores (autovetores) ela iiiesiiia 

em um claclo ponto foriiecem as tasas (clireções) cle máxima e iiiíiiima variação cla 

imagem no ponto, respectivamente (Dubroviii et al. , 1989). 

Seja então 

uma iinagem multi-variada. com 172 coiiq~oiieiites: 

Como exemplo cle iiiiageiis multi-variadas poclemos citar imageiis coloriclas co- 

clificaclas iium sistema usual como o RGB ou HLS e imageiis multi-ca.ila.1 obticla,s 

por satélites. Sejam agora dois pontos P = (ti:, 11:) e Q = (u;, 11;) e a clifereii~a: 



cla imagem ca.lculacla nestes pontos. 

Se a clistância d ( P ,  Q )  for pequena, esta cliferença pocle ser aprosimacla pela. 

diferencial 

O vetos da tem climeilsão m. e sua norma Euclicleaim cluaclracla 6 cla.da por: 

onde < , > indica o proclut o interno usual. Esta forma clua.clrcitica é clei~omii~ac1a a 

Primeira h r m a  F~~nclameiltal ela superfície corresponcleilte (Diibroviil e t  a1. , 1984). 

Relei~~l~rmclo conceitos fuilclameiltais em geometria Riemailiana, ressaltemos pri- 

ii~eisamente que os coeficientes y,, claclos por: 

formam uma matriz simétrica [g;,], definida-positiva, a c1ua.l forilece uma métrica 

(teilsor simétrico ele seguilcla orclem) sobre a superfície correspoilclente à imagem. 

Assim poclemos ca.lcular normas cle vetores tangentes e dist&ncia. entre pontos sobre 

a superfície sem clualcper referência ao espaço ambiente (D~~broviil  et al. , 1984). 

Usailclo a notação paclrão em geometria Riemailiaila., nós clenotamos: 

2 + Para um \*etor unitário ;Li) = (cosO,se1~0). cl@ ( l )  ) indica a taxa ele 1-ariação 

cla iinagein na direçào ele $. a qual é dada por: 

É um fato coiiheciclo (Dubrovin e t  al. , 1984) que os extremos ela forma qua- 

clrática (2.4) s5.o obticlos nas clireções dos autovetores elo teilsor métrico [ylj], e os 

valores má.ximo e mínimo corresponcleilt es são os autovalores associaclos. Os auto- 

valores sã.0 claclos por: 



Os autovetores associaclos (ortogoilais entre si) serão denotados por (cos O*. seizQ*) 

coiii a.s clireções H* cla.dos respectiva.inente ~ e l a ~ s  seguintes expressões: 

Observe que A* são valores não negativos uma vez que [g,] é positiva clefiilicla. 

O autovetor H+ fornece a direção cle máxima variação cla imagem em um poilto e o 

autovetor H- forilece a direcão cle mínima variação cla imagem neste mesmo ponto. 

Os autovalores correspoilclentes forilecem as respectivas tasas cle máxima. e míilinia 

variação no ponto claclo. 

Por exemplo, pa.ra uma imagem em níveis de cinza (117 = 1)  teremos: 

A +  = /(v<I>II\ A- = O, onde (cos O + ,  senO+) 1 1  V@, (2.9) 

recuperando assim a caracterizaçáo usual de poiltos de borda para imagens deste 

tipo (Sapiro. 199';). 

Coiltuclo, se r11 > 1. o valor de h- pocle não ser icleiltican~eilt~ i d o .  unia priilieira 

caracterizaqâo para poiltos de borcla neste ca.so, ailiíloga a selecioi~as ( ( vQ( I~  110 caso 

de IIL = 1, seria uma função do tipo f = f ( h +  - h-). Por exemplo, possíveis 

escoll-ias para f seriam (Sapiro, 1997): 

f = (h+ - h-)"", 11 > O 

ou , 

Ailalogameiite ao caso i77 = 1, OS poiltos cle borcla seriam aqueles para os cluais 

I f ( A +  - L)I, ultiapasse uni limiar previamente estabeleciclo (Sapiro. 1997). 

Esta caracterizaqão de poiltos cle borda tem a va.ilta.gem de agregar as infor- 

mações locais da imagem em duas ú1lica.s cluc2iticla.cles h* claclas pela espressào (2.6) 

facilitailclo sua aplicaqão. Além disso, uma vez clue os coeficieiites g,] coilstituein 

um teixos, esta caracterização cle poiltos cle borda é iilclepeiicleilte c10 sistema de 

coorclenadas (isto é, cla represeiltação cle cor) usaclo (Sapiro, 1997; Sapiro, 1995). 



Embora simples e geral. esta metoclologia tem liinitaqòes decorrentes da instabi- 

lidade iluiil6iica que pode ocorrer no cálculo cle clerivaclas para iiiiageils com ruíclos 

(Terzopoulos, 19S6b: Poggio e t  al. , 1985; Silycler, 1991). 

,4 seguir analisareinos o problema da ii~stal~iliclacle nuinérica. No prósiino capítulo 

veremos o i~iétoclo de silalíes como uma metoclologia~ para a estraçiio das informações 

geométricas ele interesse c10 coiljuilto de pontos cletectado. 

2 .2  Bordas no Espaço de Escalas 

No texto que segue, cliremos que uma f ~ ~ i q ã o  f : W 4 E; f = f (lii1 , tiL2, , . . , 1 ~ ' ~ ~ ~ )  

é cle cla.sse C" se suas clerivaclas pa.rcia.is: 

sào contínuas. Diremos aiilcla que uma função f é suave caso f seja de classe C" e 

usaremos a notaçào: 

O cálculo elas c1eriva.cla.s que surgem em (2.3) sofre em geral de iilstabilidacle 

ilumérica cleviclo ruíclos na  imagem original (Terzopoulos, 198611; Dolgopolova & 
Ivanov, 1966). Uma solucão bem conhecida para este problema. -6 fi1tra.r (coiwoluir) 

a imagem original com u m  líeriiel s ,  satisfazeilclo as seguintes proprieclacles (MA & 
Li. 1998): 

1. 5 E C'', 
2. Y ( u l .  t i 2 )  é uma fu i l~ão  par de .ul e 1i2. Além disso: 

3. Para qualquer ( i ,  j )  € Nl(k = 1, . . . ,12) 

existe e 6 fiilita. 

Por siixplicida.de. vamos supor 172 = 1 em (2.1). e assim teremos s : E2 + E para 

o kerilel aciina. 



Assim, dado um operaclor clifereilcial clualcluer D ,  aplicamos este operaclor a uma - 
versào s n c c t l l a c l c l n  B de B clacla pela coilvolução <I> * s: 

DB = D / / O (v, iu)s  (u1 - v,u2 - t u )  iZvdiu, 

Fazeilclo uso clas proprieclacles cliferenciais do kerilel s podemos derivar sob o 

sinal cle integraçào obteilclo fiilalmeilte: 

Por exemplo, se: 

teremos a expressão (2.13) correspoilcleilte clacla por: 

Para o caso 1D representado na Figura 2.1. inostraiiios a seguir as fuiições obtidas 

por (2.15) para D, = c112 /c lxn .  11 = 0,1,2,3,  oilcle DU denota o operaclor identidade. 

O líerilel s pode ser a gaussima clefiiiicla logo a seguir em (2.17). 

É irnportante observar que o processo cle filtrageiii dado pela convol~içào <T) :r s 

tem implicitamente as seguintes propriedade: 

(1) Lineariclacle: a coiivolu~ão cla soma é a soma clas coiivolu@es; 

(2) Iilvarikilcia por Deslocameilto (Spatial shij? inva~1,aizce): o peso de s na coil- 

voluqão (2.11) clepeiicle apenas c10 vetor clifereiqa (ul  - v, uz - tu). 

Se a estas proprieclacles acresceiltarmos a imposição de que s teilha simetria cir- 

cular (zsoti-opia) bem como as Leis cle Iilvariâiicia por Escala cla Ailálise Diinensioilal 

(Teorema clos n ,  Apêndice B)  então chegamos ao resultado notável cle que o Kemel 



Figura 2.4: (a,)Degrau cla figura 2.1 .a suaviza,clo. (11)Primeira cleriva.cla. ( c)Seguilcla 
clerivacla. (c1)Terceira clerivacla 



Gasrssialao é o único operador no espa.co de escalas (Floracli et al. , 199%). Seu desvio 

paclrào a pode ser iclentificaclo com escala espacial (Floracli et al. , 1992). 

A importâacia c10 kernel Gaussiano é corroborada por iilclícios biológicos cle que 

a fui~cioilaliclacle da retina l-iiimaila pode ser parcia.lmeiite moclelacla por filtros C:a~is- 

sia.ilos cle várias larguras ou por suas clerivaclas (Florack et ' 1 .  , 1992). 

A utilização do Kerilel Gaussiailo foi o ponto de particla dos iiiétoclos cle repre- 

sent aqão multi-escah cle imageils (Witkiil, 1983). A idéia. central clestes métodos 

(I<oeilcleriilli, 1984) se resume em imergir a imagem original em uma família cle ima- 

gens cleriva,clas I( s. y,  t ) obticlas pela coilvoluçà.~ cla. imagem original Io(.r. y ) com o 

Iiernel Gaussiano: 

é a função cle Gauss. 

Como iilclicaclo por I<oeilcleriilk (I<oei~leriilk, 1984) e Hummel (Hummel, 1986) 

esta fa.mília de imagens fornece a solução f~~ilclameiltal da eclua.qào (do ca.10~). to- 

mailclo a imagem original como coilcliçào iilicia.1; ou seja (Juilior & Iorio, 1988): 

oacle c é uma coilstailte (cleiiominacla constante de clifiisão). Iioei~cleriilli cleseilvolveu 

sua formulação a partir cle clois critérios (1)-(2) acima, bem como c10 principio de 

causaliclade baiso: 

Przizc@zo de Ca.i~salzdade: não podem. se?, crzados )'a?-tefatos" quando a.i~m.enta- 

m o s  a escala. 

Estes critérios levam iiaturalmente à ecluação cle difusão. 

Os métoclos multi-escala p r o c ~ ~ r a m  localizar as estruturas cle interesse (pontos 

de horcla. por eseiliplo) em uma escala mais grossa para cin seguida fazer o t~.ackwzg 

destas estrutura5 no espaco cle escalas até a resoluqào desejacla (ViT'ittcil, 1993). Na 

Figura 2.5 represeiitanios esquema ticanente este processo. 

Nesta figura. a4 > as > ... > ao. Icleiltificacla uma estrutura de interesse na  

escala a4 faz-se o tracliiilg cla mesma no espaço cle escalas até a escala mais fina ao. 



Espaço 

Figura 2.5: Traclíing no espaco de escalas. 

Esta aborclagem para o espaco cle escalas l~aseacla, na ecluaçào cle difusão linear 

(2.18) apresenta o efeito mostraclo na figura 2.6.a cle "clif~~ilclir" iiicliscriiilinaclai~ieilte 

tanto a borda na clirecào do l~aclígrouilcl cla ima.gem como 1-ice-versa. Este efeito é 
útil para o ili6todo de silalíes cliscuticlo no prósimo capítulo em fuilçSo clos in&oclos 

iluinéricos a serem utilizados. i ' as ,  no contesto de detecqào de pontos de liorcla, é 
iilclesejaclo por auineiltar a imprecisão na localizaqão clos mesmos (Peroiia Sz h/la.lilí, 

1990). 

( 4 (13 

Figura 2.6: Célula cle Ga.to: (ci.)Imagem de Céluhs origiila.l.(11)Ima~gei11 suas~izacla 
por ga,ussiana. 

Esta observação foi ponto cle particla para aos métoclos multi-escalas 1150-lineares 

iiltrocluziclos por (Pesona Sc i\/Ialilí, 1990). Nestes métoclos, a idéia central é aban- 

cloilar a liileariclacle pressupostas na coilvolucão (S. 11 ), permitiilclo que a constante 



da equação de clifusão em (2.18) possa variar no espaqo e possiveliiieilte no tempo 

(Alvarez et al. . 1992: Catte et al. , 1992). Tem-se agora um problema de valor 

iiiicial do tipo: 

31 (.r , y, t )  
= cliv ( c  (.r. y, t )  V I ) ,  

a t  

onde por simpliciclacle vamos supor a imagem I em tons cle cinza (172 = 1 em (2.1) ) .  
4 primeira questão nesta nova aborclagem é como definir c ( r ,  y , t ). 
Seguiilclo a apresentação dada em Perom-Ma.lili (Peroila kldili. 1990). vamos 

supor que os pontos de borcla são diilhados com o eixo y (Iv = 0) .  Assim, sem perda 

de generalidade, a ecluaqã.~ de clif~isão 115.0-linear (2.19) toma numa viziilllailça da. 

l~orcla a forma: 

Va.mos escolher c como seilclo u1nafuilqã.o c10 gradiente de I :  c (.r, 9, f )  = y (Ir (.r. y, t ) )  
Defiiiiildo 4 (I,) g (Ix) I, podemos colocar a ec1uaçã.o acima. na forma: 

31 a 
It = - = - (0 (I,)) = 6' (I,) . I,,. 

at a. 
Nós estamos interessaclos em analisar a variaç5.0 no tempo cla decliviclacle da 

borda: . Para isto, devemos ol~servar primeiro que se c (x. y, t ) > O então a soliiçào 

I de (2.19) será suave (Peroila & Malik, 1990). Logo, a ordem de clifesei~cia~ão 

poderá ser invertida; ou seja: 

Va.mos supor que a borcla seja orieiltacla tal cpe I, > O (ver Figura 2.4.a). No 

po11to de i1lflesã.o temos I,, = O ,  e I,,, << O uma. vez que o ponto de infles50 na 

Figura 2.4. a. correspoilcle ao ponto com cleclividacle má.sima (Figura 2.4.11). 

Assim, em uma viziilllança c10 ponto de inflesão a clerivacla aI,./at tem sinal 

oposto a $' (I,). Se 4' (Ix) > O a decliviclacle do ponto de borcla. decresce com 



o tempo. Caso contrario, se 9' (I,) < O a clecliviclacle vai a,nmeiltar com o tempo. 

Assim, a borda torna-se mais fina; ou seja,a largura do pulso na Figura 2.4.11 climiilui. 

Temos portailclo mais precisão na 1oca.lização da borcla que é o efeito clesejaclo! 

Uma esteilsão interessante ela clifiisão nã,o linear paa .  imagens multi-va.riac1a.s é 

usa.clo em (Sapiro, 1995). Nesta. referência usa-se a eclua.cào: 

oilcle X f  e H- s2o dadas pelas expressões (2.6)-(2.S), respecti\-ail1eiit.e. -4 função 

g,,,. (A+, A- ) é clualcluer fiiiqào clecresceilte ela clifereilça ( A +  - X- ) acresceilt acla. com 

o objetivo de obter maior controle sobre a clif~~sáo local, a exemplo da fiinçào c em 

(2.19). 

A equação (2.24) define uma clifiisão não linear e ailisotrópica. Tal método teilcle 

a preservar as borclas uma vez que a clifiisão cla imagem ocorre ortogoilalineilte à 
direção que as clefine (O+ em (2.7)) e, como g-,,. é clecrescente, a tenclência é que a 

borda se torne mais fina com o tempo. 

A Figura 2.7 esclarece o efeito esperado com esta clefiniçiio para c (s, y.  t ). 011- 

serve que neste caso a clifusào cla imagem em clireçio ao bac l i g~~u i l~ l  ( e  1-ice-versa) é 

clificultacla pois nos pontos ele borcla o autovetor O- em (2.8) é tangente à borda em 

cluestào. Isto dificulta a "mistura'; entre objeto e 1mcl;grouilcl que é precisamente o 

efeito desej aclo iies ta metoclologia. 

Figura 2.7: ( a )  Célula de Gato: (a)Ima.gem cle Células origiiia.1. (l>)Iiliageni 01) tida. 
por clifi~são ailisotrópica. 

Mais recentemeilte, o trabalho de (Floracli e t  al. , 1995) coloca. os modelos clados 

por (S. 18) e (2.19) em uma formulação covariante através ela clua.1 define os conceitos 

de espaços cle escala linear e não linear mais precisa.meilte. 



Do ponto ele vista clas snalies, a suavização Gaussia.na é o procedimento comu- 

mente usaclo para climinuir ruídos na imagem. 4 difusão entre baclígrouncl e objetos 

é neste caso um efeito desejável em função elos métoclos cle otimização empregaclos. 

NO entanto, a formulação implícita proposta em Sapiro (Sapiro, 1997) é um belo 

exemplo ele como a clif~~são anisotrópica pode aparecer ilatura.lmente também no 

contesto clas silakes. 

No próximo capítulo, nos deteremos na. formulaq5o pasamétrica elas s d i e s  e na 

sua relaqiio com o que foi cliscuticlo neste capítulo. 



Capítulo 3 

Modelo Original de Contorno 
Ativo 

No capítulo anterior cleseiivolve~i~os uma casacterização para poiitos cle borcla 

lmseacla n a  primeira forma f~~nclameiital associacla à imagem. 

No testo clue segue estaremos sempre supoilclo imageiis em tons de cinza e assim 

112 = 1 na  espressiio (2.1).  

Pelo que foi cliscuticlo no capítulo anterior poclemos realqar as borclas selecio- 

ilaiiclo poiitos da imagem (suavizada por uma Gaussiila) com alto graclieilte. O 
resultaclo obtido iiacla mais é cjue uma filtragem passa-alta da imagem a clual realça 

as fronteiras clos '.ol~jetos" cla cena. 

-4 Figura 3.1.(11) a seguir mostra o resultado cla aplicaçào c h t a  caracteriza<ào 

para a imagein cla Figura 3.1.(a). 

(4 (14 
Figura 3.1 : (a)Ima.gem origiila.1. (b)Imagein filtracla.. 

Até este momeiito, não temos informação precisa cla geometria chs borclas clos 
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objetos. Por exemplo, não temos aiilcla resposta p x a  a seguinte pergunta: qual a. 

curva pla.ila que melhor representa a borcla c10 objeto representado na  Figura 3.1. (a-). 

E neste contesto que o métoclo cle silaltes (ou cle Contorno Ativo) se insere 

primeiramente (Blaclí Sc Yuille, 1993). TJejamos alguns detalhes c10 modelo original 

de silakes. 

3.1 Modelo Original de Snakes 

Como já dito na iiltroclução, silakes sào um tipo particular de ilioclelo clefosmável 

no clual um template inicial (curva) 6 cleformaclo em clireqão 6 horcla descjada pela 

acão cle forcas internas e esterilas a ele (I<ass et a1. , 1988; Blaclc k Y~iille, 1993). 

O cpe se deseja neste processo é que a s i d i e  atiilja a posiçio de ecluilíbrio apenas 

cluailclo o moclelo aprosiinar a borcla clesejacla.. 

O resultado c10 processo fornece assim iilforinações da foriiia e cla posição da 

borcla n a  imagein. É neste sentido que clirei~~os cliie o inétoclo de si~alíes é uma 

técnica cle extl-ação de bordas cle objetos em uma imagem. 

Basicameilte, este métoclo origiilalmeilte proposto por I h s s  at al. (Icass et nl. , 
19SS), parte cla icléia de formulas o probleina cla extração cle bordas \.ia a otimização 

de um f~~ilcioilal moiltaclo a partir clas características de interesse (bordas, no caso) 

(Guilil, 199th).  

Precisamente. retomemos a clefiiiicào de pontos de Borclii para iiiiageiis em tons 

cle cinza: 

onde T é u m  limiar previanleilte estabelecido usailclo-se, por exemplo, u m  histograma 

cla iilteasiclacle c10 cmipo graclieilte na  imagem. 

Observemos a Figura 3.1. A curva que melhor representa a lsorcla clesejacla. ser& 

acl"e1a que melhor se ajuste aos poi~tos oncle lln1112 é alto. Uma maneira precisa de 

formular isto é dizer que estamos procura.ilclo um mínimo (global) para o f~iilcioilal: 

e s é um parâmetro (não necessariamente comprimento de asco). Observemos; que o 

problema cla extração cla lsorcla fica assim coloca.clo co111o u m  psol~lema cle otimiza.çã.o 
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cle 11111 fuilcioilal clefiniclo em um espaço cle cun-as a ser estal~eleciclo a priori (Blacli 

Ykiiille. 1993). 

Posto desta forma, teremos um problema numericamente instável uma vez que 

a otimiza.qào clo fuilcioilal acima via métodos variacionais é um prohleina inal- 

coi~clicioi~aclo (Terzopoulos, 198Gb). Isto obriga a introcluçào cle um termo cle re- 

gularizaçiio (Poggio et al. , 1985; Silycler, 1991). 

Nestas conclições,~ funcional cle energia cla s d i e  ficará formado por u m  termo 

iiltríilseco, clepeilclente apeilas cla geometria interna cla mesma e por uma energia de 

imagem dada por um fuilciona.1 c10 tipo (3.2). 

Uma possibilicla~cle para a energia da silalce é clacla. por uma a.claptaçào ao caso 

2D to modelo cle placa fina largamente usaclo em inoclelos c1eformá~-eis 3D (Blacli k 
y~iille, 1993). Foi estra a escolha feita por Iiass at  al. (I\;ass et nl. . 1988) no moclelo 

original o qual passamos a tratar agora. 

3.1.1 Energia da Snake 

Como clito acima, a energia da simlce será coiliposta por uni h i i i o  cliretameii- 

te rela.cioimclo à. imagem que gua.rcla as características cle interesse da iliesma e 

um termo cle I-eyula~ização ou cle suauização (Poggio et al. , 1985; Siiycler, 1991). 

Este último, além cle garantir estaliliclacle ilumérica irá guarc1a.r cxacterísticas ge- 

ométricas supostas a priori pam a solução. 

O primeiro passo para a definição precisa cla energia é definir o eslmço cle cur- 

vas (Cohen, 1991). Seja então Aí1 u m  espaco cle curvas pa,rametrizaclas por um 

parâmetro s, c (s) = (.r ( 5 )  , y ( s ) ) ,  ta l  clue: 

onde D é u m  clomínio cle interesse, poclei~clo ser todo o cloiníilio cle clefiilição cla 

imagem ou apeilas uma parte cleste. 

O grau de clifereilcial~iliclacle cluakro, imposto aos elementos de -4~1, 6 iwcessário 

uma vez que adota-se em (Iíass et al. , 1988) a formu1açã.o varia.cioiia1 para o método 

cle otimizacào (Formulação Forte). Uma outra alterilativa seria utilizar a Formxr- 

laçâo Fraca e então utilizar o Métoclo dos Elementos Finitos (Colieil St Cohen, 1993) 

o que exigiria u m  meilor grau cle cliferei~cial~iliclacle. 

E m  I h s s  a t  al. (Kass et al. , 1988) o fuilcioilal de energia da  silalíe tem a forma 

geral dada por: 



E,,, (c) = P (c  (i)) cls, .I o 

E;,+ é o temo cle regula.riza,@,o, cle~iominaclo energic~ Z~zterncl, c1a.clo por: 

oncle wl e w~ são parâmetros internos clei ioini~~acl~~ parâmetros de elasticiclacle e 

rigidez, respectivc2ilente, e c' (s) = clc/ds e c" (s) = d2c/c1s2. 

O poteilcial externo P vai gerar um campo cle forças estesilo à curva que cleverá 

"puxar" a mesma em c1ireçã.o às borclas. 

Outras possibiliclacles para a energia iiiterna poclem ser eilcontraclas em (Snvcler, 

1991) onde encoiltramos uma cliscussão criteriosa pa,ra o problema cla regularização 

em visão compiitacioi~al. 

O termo Euínctllo corresponcle a forcas cle vínculo que poclem ser definidas a priori 

ou através de i1itera~S.o com o usuário. Não trataremos cleste termo nesta discussão. 

Assim, a energia cla s d i e  toma a forma: 

Este funcioilal correspoilcle à energia potencial cle uma corda fina imersa em um 

campo cle forcas esterilo clefiniclo pelo potencial P (uma variac5.0 c10 moclelo de placa 

fina usaclo para superfícies (Blaclç & Y~iille, 1993)). Vejamos alguns detalhes cleste 

moclelo iiiiciaiiclo pelos parâmetros c10 mesmo. 

O efeito dos parâmetros internos wl e w2 na energia a.cima pode ser esplicitaclo 

coi~siclera~~clo-se as expressões para as clerivaclas c' ( s )  e c'' ( s )  em (3.6). Seja eiltiio 

o comprimeilto de arco a cla curva c. Então, as clerivaclas em (3.6) toinam a forma: 

oiicle ? e 1I' c1enota.111 o vetor tangente unitá.rii e o vetor normal iinitário, respec- 

tivamente, e I{ é a curvatura. Assim, os parâ.~netros wl e W) e111 (3.6) multiplicaiil, 

respectivament e, os seguintes termos: 



Vemos desta foriiia que o termo que niultiplica varia clurailte a dcforiilação 

somente se o comprimento cle arco da curva se alterar. Portanto. este terino está 

cliretaiiieilte viilculaclo à elasticiclacle cla curva (corda), o que justifica a clenoiliiilacào 

parâmetro de elasticzdade para wl . 
O termo (3.10) iilclui a curva.tura e o vetos normal e ,  portailto, está cliretameiite 

viilciilaclo à forma da curva. Quanto maior o fator ~ 2 ,  mais clepeilcleilte é a energia 

cla corcla cle sua geometria, o que implica em maior resistência à cleforma~ào ou mais 

precisameilte, em maior rigidez cla corcla. Em síntese: o coeficiente wl poilclera uma 

eiiergia açsociacla a uma compressão ou a um estirameiito da snake eiiquaiito que 

~ 1 2  poilclera uilia energia associacla à curvatura. 

No trabalho cle Iiass at al. (Iíass et al. , 1988) usaili-se as ecluaçòes cle Euler- 

Lagraiige para estremizar o fimcioilal de energia (Dubroviil et al. . 1984). Ol~serve- 

mos que o este funcional é cla forma: 

' clc c12c 2 2 
C = -, C" = -, e L (c, c', c") = ~ r ) ~  IIcl (s)II + w2 IIcl' ( s ) I I  + P ( C )  , (3.12) 

c1 s cls2 

Portanto, as ecluacões de Euler-Lci.grange correspondeiltes têm a forina geral 

(Dulxoviil et rr.1. . 1984): 

aL a a L  a2 a 2 ~  
- - ( - ) + ( ) = o .  a as ayl (3.14) 

as cluais são gesalmeilte escritas lia. ilota@o compacta: 
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L B 
BC as 

Para o caso cla Lagrangeaila 

ecluações diferenciais ordinárias: 

L clacla em (3.12) obtén-se o seguinte sistema cle 

Do ponto ele vista mecânico, esta ecluaçà,o esplicita o fato de que a e n e ~ g i a  

po te~ac ia l  definida pelo f~incioiial (3.11) terá um extremo cluailclo as forcas iiiterilas e 

cle campo (forca esteriia dada por VP) se ailulam. Este ecluilíbrio 6 o ponto central 

cla técnica e dele depende a eficiência cla mesma. 

Um cletalhe que a espressào (3.16) acima cleisa explícito é a alta depeiicli.iicia das 

forças iiiterilas com rela.cào à forma cla curva. Esta clepeilclêiicia pocle ser crítica, 

particiilarmeilte nas prosimiclacles cla borda., o que motivou traballios como (Su 

e t  al. , 1994) oilcle se procura substituir a compoileilte normal elas forcas iilterilas 

por um teriiio cle mais fácil controle. 

Outra observa,ção importa.~lte é com relagão ao poteilcial P claclo por (3.3). Este 

poteilcial está viiiculaclo à caracterização cle pontos de borcla apresentacla no capítulo 

anterior. Outras possibiliclacles cliscuticlas em Kass at  al. (Icass e t  al. , 1988) sào: 

2 
P1i,21,cl = f I (n., y )  , e Pz,,,, = (V2 (G,  * I)) , (3.1'7) 

oilcle geraria uni campo que atrairia a. silake para liilhas escuras (sinal +) ou 

claras (siilal - )  e I'-, ,, atrairia a silalíe para zero-crossiiigs c10 Laplaciano, os cluais 

localizam os poiitos de borcla seguiiclo a teoria de i\l[arr-Hilclreth (iUarr L Hilclretl-i, 

1980). 

E coiiveiiieiite neste momento ressaltar o fato ele que o m6toclo cle silalíes 1120 

pressupõe que a imagem I, usacla na  clefiilicão c10 potencial P em (3.3), seja o 

resultaclo de uma filtragem passa alta ela image inicial. De fato, poclemos usar a 

clefiiliqão (3.3) para P com a imagem I seilclo apenas uma versão suavizaela cla 

imagem origiilal. 

TJejamos agora uma generalizacão c10 moclelo apreseiltaclo nesta seção. 

3.2 Generalização do Modelo Original via Mecânica 
Lagrangeana 

A icléia básica neste caso é imergir o modelo claclo por (3.16) em um ixeio viscoso 

a eiitào usar elementos cla formula,~ão Lagrailgeaiia da mecânica cliíssica (Golclsteiil, 

1981) para obter as ecluaçòes ele mouimeilto para a cur1.a (silal<e), 
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4 formulaçào Lagraslgeaila é mais conveniente clue a Newtoniana por coilcluzir 

a ecpaçòes (Ecluaçòes de Euler-La.grange c10 movimento) cuja forma 1150 clepei~cle 

c10 sistema cle coorcleilaclas usaclo (Golclstein. 1981). Vejamos i i l i~ial inci i t~ os ele- 

mentos bisicos desta teoria para. em seguida. apresentar o iiioclelo de silalies na sua 

formulaqào mais geral. 

3.2.1 Princípio de Hamilton 

Nesta formulacão da Mecânica ClAssica, a coilfiguração iilstaiiltâilea. cle um siste- 

m a  físico é clescrita pelos valores cle suas coorcleilaclas generalizc~clas ql , qz, . . . , ql, e 

corresponde a u m  po11to ilum hiperespaço Cartesiailo oilcle os q's formam os eisos 

coor cleilaclos . Este espaço 212 - Simens i  o12al é clei~omii~aclo espaço cle coilfigur a cão 

e será clei~otaclo por É. 

A meclicla que o tempo t evolui, o estado c10 sistema mucla, e portanto. o ponto 

que o caracteriza no hiperespaqo se desloca traçailclo uma curva que define a evolução 

c10 sisteilia. A4ssiiii, a espressão m.ovimento do sistema corresponcle ao movimento 

do ponto no hiperespaço ao longo cla curva correspoilcleilte a clual fica parai~ietrizacla 

na forma: 

Na. formulacão Lagrailgeaila cla Mecâilica o comporta~mento cle um sistema físico 

pocle ser obtido via o P~i~zci 'pio de Hamilton (Golclstein, 1981) que estabelece o se- 

guinte: Para sistemas mecânicos para os cluais toclas a.s forças (esceto as cle víiiculo) 

são clerivaclas cle um potencial (geileralizaclo), o movimento c10 sistenia de um ins- 

tante t l  a uni instante posterior t2 é tal  que a integral de liilha: 

oilcle T é a. energia cin4tica. e 1,' a energia potencial do sistema, tem 11111 I-dor cstreiiio 

(máximo ou mínimo local) para a curva correspoilcleilte. 

A fuiqão T- V em (3.19) é clei~omii~acla Lagrangewila c10 sistema e será cleilotacla 

por L. 
A estremizacão c10 fiiilcioilal J leva a ecluações cle Euler-Lagmnge cla forma 

(Golclsteiil, 1981): 



onde 4= dqlcl t .  

Neste texto; cleilotareinos este sistema. na forma. compacta.: 

onde q = ( yl, . . . . q,,) é o vetos clas coorclei~a,clas geileralizaclas c10 sistema. 

3.2.2  Formulação Geral das Snakes 

A idéia central é submeter um contorno inicial (corda fina) a uma cliiiâinica para 

a qual os estremos c10 funcioilal (3.19) sejam trajetórias no hiperespa.qo coilvergiilclo 

para os contornos cle interesse. 

O primeiro passo é então moiltar a Lagrailgeaila do sistema, e para tal clevemos 

escoll-ier coorcleilaclas convenientes e expressar as forcas que clefiilirão a cliilâinica 

nestas coorcleilaclas. 

Não vamos restringir a climeilsão do espaco cle curvas aclmissíveis a um valor 

finito. Assim. tereilios um espa,co cle coilfiguração coin climeilsào infinita c10 tipo -4cl 

na s q à o  3.1.1 acima. Uma curva c10 e s p q o  Ad é uin ponto deste espaço enquanto 

que uma curl-a cleforii~ai~clo-se no tempo é represeiltacla por uma trajetória c10 tipo 

(3.18) em 4d. 

Seja então uma curva que se cleforma no tempo. Seja / r  a cleilsiclacle linear de 

massa ao longo cla curva e 3 o coeficiente de amortecimento correspoiicleilte à aqào 

clas forças de atrito. Assim, associaremos à curva uma energia potencial E,, c10 tipo 

claclo pela espressào (3.11) e uma energia ciilética T que depende da velociclacle; ou 

seja (Blaclc & Y ~ ~ i l l e ,  1993): 

E,, (c)  = / (w1 I I C ' ( S ) I I ~  + w2 /lcl1(s)/l2) ds  + (3.22) 

C 

O mo\-iiileilto da cur1.a estará sujeito tambéili a forqas tle atrito dadas por um 

poteilcial geileralizaclo clepeiicleiite apenas da. velociclacle e de 3. Ein geral este 

poteilcial é clefiiliclo por (Golclstein, 1981): 



Então a La.grailgea.ila c10 problema pode ser escrita na. forina.: 

Vilia \-e2 que temos dois pa.sâmetros iilclepencleiltes s e t .  o funcioilal J em (3.19) 

toma a forma: 

o que coilcluz às seguintes ecluações de Euler-Lagra,ilge (Golclsteiil, 1981; Dubroviil 

et al. , 1954): 

Usaido (3.25) e retomailclo a notação compa.cta introduzida e111 (3.15) poclemos 

escrever este sistema na forma.: 

- 
oilcle L correspoilcle à parte conservativa (T - V) de L e Ir,, à parte clissipativa cla 

Lagrangeana c10 sistema, como clefiiliclo em (3.24). 

Ao sistema (3.29) clevemos agregar coilcliçôes iniciais e de contorno que garaiitam 

a uiliciclacl~ da soluqão. Poclemos também agregar coilcliçòes cle víilculo clecorreiltes 

por exemplo cle iiiteraqão com o usuário. 

-4s coilcliqòes de coiltorno clepeilclem das curvas aclmissi~~eis sereili ahertas on 

fechaclas. No caso cle curvas fechaclas o sistema a ser sesolviclo pode ser da forilia: 



sujeito a. 

onde a primeira coiicliçáo (de contorno) esplicita o fato cla curva ser fechada e a 

seguncla coilclicão (inicial) fornece a velociclacle cla curva no iilstante inicial. 

Uma proprieclacle útil cleste novo moclelo é que a silalíe agora tem iii4rcia. Assim. 

ela pocle escapas cle mínimos locais o que em principio aumenta as suas cliailces cle 

chegar ao mínimo global. Coiltuclo, a real eficiência c10 métoclo depeilcle de u m  

clelicaclo t~acle-ofS entre os parâmetros do moclelo o clual clificilmentr é coiiseguiclo 

na prática. 

Em (Giralcli L Oliveira. 1999) estuclamos estas dificuldades taiito qualitativa 

cluailto cluaiititativameiIte para moclelos de s d i e  clefiiliclos eili uni espaqos cle ~011- 

figura@o com climeils5o finita. No Apêndice D clesemrolvemos os elemeiltos básicos 

cleste trabalho. 

É opor t~ i lo  destacar que a substituição c10 espaço aclmissível Ad por um espaço 

cle cliiiiei~são finita, por exemplo, através c10 uso cle spliiles (Blaclí & h i l l e ,  1993) 

ou NURBS ( Qiil $L Terzopoulos, l996), pocle cliiliiiluir a complesiclacle CIO métoclo 

gerando uma formula~ào elegante e com um apelo geométrico p ro \~~ l ip i l t e  c10 sistema 

clinâmico resultante (Giralcli $L Oliveira, 1999). 

O sistema (3.30)-(3.32) não tem em geral soluçcio analítica uma vez clue o PO- 

teiicial P pocle ser absolutameilte genérico. A4ssiili. torna-se ilecessciria a utilizacão 

de mi.toclos iiuni4ricos para obter uma aprosimaçào cla soluqào clesejacla. 

lé jamos a aiiálise CIOS parâmetros. 

Elasticidade e Rigidez 

Do ponto cle vista coiltínuo o efeito cle wle w2 permailece o mesino já clisc~iticlo 

na  seção 3.1.1. 

O efeito clestes parâmetros no comportaineilto CIO iiloclelo acima é ailalisaclo 

tai~lbém em trabalhos como (Leymasie & Levine, 1993; Giralcli & Oliveira, 1999). 

Coilt~iclo, o cleseilvolvimeilto cle proceclimeiltos sistemáticos para estimar estes parâmetros 

tem recebiclo pouca ate1içã.0, como ressaltaclo por (R.  Fisker, 1998). 

4 análise cle coiluexiclacle apreseiltacla em (Da\-atzilcos Priiice. 1999) e re- 

psocluzicla lia seqào D . l  é um camiiilio para limitar o intervalo cle \~ariaçào clestes 

parâilietros liiiiiia dada aplicaqao. 

Outra possil~iliclacle seria permitir que estes parâmetros aaric-m no tempo e no 

espaço o que pode aumentar o custo computacioilal do moclelo ( Davatzilíos Priilce, 

1999). 



Em (Su e t  al. . 1994) encontramos u m  outro método baseaclo na aclicào de uni 

novo termo cle energia tal clue a força normal exercicla sobre cacla. ponto tenha a 

mesma iilteilsiclacle. iilclepeilcleilte da forma c10 coiltoriio. O novo moclelo torna-se 

menos seilsívcl à escollia cle parâmetros, mas por outro lado 6 pouco e f i ~ i e i i t ~  para 

extrair contornos subjetivos. 

Neste trabalho. a metoclologia assumida será coi~siclerar estes parâinetros coils- 

tailtes as cluais poclem ser atualizadas durante a evoluçào cla silalie (Leyinarie k 
Leviile, 1993). 

Massa Linear e Coeficiente de Aiiiorteciiiieiito 

Estes parâmetros est 50 relacioilaclos c0111 a estabiliclacle ilumérica e a t asa cle 

coilvergêilcia, como clescrito a seguir. 

A situaç.50 ideal é escolher estes pasâmetros cle tal forma que a uelociclacle cla 

silalie clecaia rapiclameilte somente cliiailclo a siialíe estiver prósima cla borcla cle- 

sejacla. Este coinportameilto é coilheciclo como a,m,o~.tecim.ento c~I:t.ico. seilclo bem 

coill-ieciclo i10 contesto cla teoria de oscila@es (Nayfeli & Mook, 1979). e sigilificailclo 

clue a parte trailsieilte da soluçào coiltíilua decai rapiclameiitc. 

No moclelo clescrito pelas ecluações (3.30)-(3.31) i ~ ó s  precisainos ser cuiclaclosos 

pois o mesmo é em geral não linear. Por exemplo, se simplificarmos a energia 3.4 de 

tal forma cpe a ecluacão de movimento torne-se acluela de um oscilaclor harmôilico 

forcado (Black & Yuille, 1993), nós poclemos conseguir amortecimeiito crítico em 

alguns moclos cle vihsa.cão mas 1150 em todos. O mesmo será vercla~cleiro para o 

moclelo claclo pela expressões (3.30)-(3.31)) como clemoilstraclo no Apêilclice D . 
Vejainos agora, o efeito destes parâmetros na. convergência clo métoclo ilumérico. 

3.2.3 Discretização do Modelo 

Siipoilclo a esist6iicia e uniciclade cla solucão cle (3.30)-(3.31), para o coiljuilto cle 

coilcliçòes iniciais e cle contorno claclas por (3.3%), vamos apresentar o iliétoclo básico 

utilizaclo na literatura para cliscretizar o moclelo de silalíes (Lej-iiiarie k Leviile, 

1993). 

A metoclologia aqui é acluela paclrão das t6cilicas para cliscretizaçào de ecluaçòes 

clifereilciais por clifeseiqas finitas. Escolhemos um passo T ao  tempo e um passo 1z 

ao longo cla snake. Com isto, a silake ficará cliscretizacla em um certo ilúmero de 

pontos ( snazels)  e o tempo em uma secliiêilcia de instantes. 

Dentre as possibiliclacles para aproximar as clerivaclas parciais costuma-se escolher 

clifereilças ceiltrais cla.clas por (Cl-iapra & Cailale, 1988): 



a4<s 1 
- ( s , t )  N - [X (S - 212,t) - 4n: ( S  - h , t )  + 6~ ( A ,  t )  - 4n: ( s  + h , t )  + ( s  + 212, i ) ]  . as4 h4 

(3.36) 

Existem certos aspectos a serem coilsicleraclos na escollia c10 tipo cle diferenças 

finitas usaclo para cliscretizar o moclelo. Por esemplo, é ilecessário que a matriz cle ri- 

gidez correspoilcleiite seja sim4trica e possua o mínimo de banclas possí\-e1 (Leymarie 

L Leviiie, 1993). 

Vsaiiclo estas expressões. obtém-se a. seguinte cliscretizaçào do sistema (3.30)- 

onde I< é a mat.riz simétrica provenieilte da cliscrctizacào clos terinos eiluolveilclo as 

clerivaclas ~spaciais .  (-Y" , I'-") é o vetos de s ~ ~ a x e l s  no instante f = 12 T ,  e R ( e ,  i - 7)  

é o campo externo sobre a silalíe cliscretizada ( Leymarie Leviiie, 1993). 

As equações (3.37)-(3.38) poclem aiilcla ser escritas na forma compacta abaixo: 



1 
B - l . -  ; ,, ,., - ,, + (i) , 1 1  - ( I  - c )  

3.2.4 Análise Numérica 

Vamos agora estuclar as proprieclacles c10 métoclo ele c1iscretizaçã.o acima. Para 

fornecer resiiltaclos coerentes, este esquema ilumérico cleve ter as proprieclacles de 

coilsistência, estabiliclacle e convergêi~cia (Hirsch, 1988). 

A coi~sistêilcia expressa o fato ele cliie a ecliiação cliscretizacla (3.39) cleve tender 

à eclmcào clifereilcial correspoilcleilte cluailclo r 4 O e lz  4 O .  Esta coi~cliqào 6 
cliretameilte verificacla pelas expressões (3.33)-(3.36). 

Quanto a estal~iliclacle c10 esquema i~umérico usado clevemos ressaltar que esta- 

remos supoildo uni limite superior finito para a iilteilsiclacle c10 caimpo externo. 

Assim, a ailálise da estal-,iliclacle c10 sistema (3.39) pode ser feita est~iclai~clo-se o 

coi~clicioi~ai~~ei~to da ma.triz A, seguiilclo a i~?etoclologia apresentada eiii (Leymarie 

$.L Leviae. 1993). Se -4 for bem coilclicioilacla então tereilios uma garantia de esta- 

l~iliclacle para. o esquema i~uillérico da secào anterior (Golul-, & Lom. 1985; Hirsch. 

1988). 

O aúmero de coilclicão ele uma matriz A,  não siiigular, ila norma 2, é claclo por 

(Goli~b & Loail, 1985): 

A n a x  ( 4 )  
ti (A) = 

Amin (-4) ' 

oilcle X,,,, (,A) e A,,, ( A )  cleilotain os autovalores ele -4 com maior e imilor valor 

absoliito, respectivamente. Pela ailálise ele sensibiliclacle cle sistemas lineares sabemos 

que clnanto inai.; prósimo I; ( A )  estiver cla uniclacle mais bem coilclicioiiacla será a 

niatriz A. Coilsecliieiiteii~ei~te, o sistema linear (3.39) terá melhor estabiliclacle (Golub 

JL Loail, 1985). 

Leml~rai~clo cpe A tem a forma (PI + Ii) nós poclemos escrever: 

&(A)  = t i (PI+ Ii) = 
An1ax (I<) + P 
Xmin (I<) + P 

Supoi~clo si~akes fecl~a.clas, é oportui~o ressa1ta.r que a ma.triz Ii possui neste 

caso uin autovetos dado por (1,1, . . . , l)T ciijo autovalor é nulo (Leyiiiwie & Levine, 

1993). Este autovetor correspoilcle à trail~la~ções ela silake, as cluais 1ià.o a.lteram a. 
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geometria iiltríilseca cla mesma, cleisailclo portaiiclo as forcas iiiterilas iiialteraclas 

(dai O autovalor associaclo ser nulo). Com esta observação poclemos siinplificar esta 

expressão para.: 

L m x  ( I { )  
K (A) = 

P 
+ 1. 

Por outro lado, A,,,,, (A-) pocle ser 1imita.clo pela relaçso: 

De (3.45)-(3.46) v m l  que valores altos cle /3  poclem melliorar o coilclicioiiaiiiei~to 

cla matriz A e coilseclueiltemeilte a estabiliclacle c10 sistema 1iilea.r (3.39). Unia vez 

que : 

fica claro que poclemos a.umeiltar esta coiistante a.~imeiltaiiclo os valores de / I  e X ou 

climiiluiilclo o passo no tempo T .  Se climiiluirmos muito o passo no tempo teremos 

um resultaclo mais preciso, mas isto implicará ilum esforso coinputacioilal extra que 

pocle tornar a prrfosma.nce do a.lgoritmo iilsatisfatória. 

Por outro lado o aumento iilcliscrimii~aclo cle X implica rili uma perda cle energia 

ciilética muito rápida o que pocle 1cva.r a uma so1u~à.o clistaiitc da l~orda  prociira,cla. 

O resultado aciilia deixa claro taillbéin a iiecessicla.cle cle escollier o passo iio 

tempo com cuiclaclo pois o m a ~ i  c o ~ i c l i c i o ~ ~ a i ~ ~ e i ~ t o  do sistema linear clecorreiite cle 

um passo alto pocle implicas em uma solucão muito clistante da  solucão real c10 
sistema liilear . 

De clualcper moclo, o resultaclo acima é suficiente para garantir estabiliclacle 

pois este mostra que o erro entre a solução esata do sistema liilear e acluela eli- 

coiitra.cla computacioilalmei~te para cada iilteraçào pocle ser coiltrolaclo pela escolha 

cle parâmetros aclec~ua.clos. Fica portanto c1emoilstra.cla. a esta.11iliclaclc c10 escluema 

ilumérico. 

Quanto a.o pasâmetro h,  sua escolha é muito clepeilcleilte cla aplicação pois es- 

te  deve ses peclueilo suficiente pa.ra que a curva possa se ajustar 8.0 contorno cle 

interesse 

Quanto à coiluergêilcia c10 métoclo numérico; isto é; a garaiitia clc c p  a so1uçà.o 

numericamente coiliputacla para o sistema liiiear coin-erpe pa1.a a sua soluçào esata 

cluailclo .r 't O e h + 0, basta usar o Teorema cle Ecluivalêiicia de Las  (Hirsch, 1988) 



para 011ti.-la. como coilsecliiêilcia direta da coi~sistência e estabiliclacle discutidas 

aciilia. 

Outro aspecto importante são os critérios de paracla para o processo iilterati- 

\;o. Encontramos duas propostas na literatura (Leymarie Leviile, 1993). ambas 

partindo do fato das borclas correspoi~clerem a vales da energia potencial (3.22) nos 

cluais a curva deve ficar coiifinacla. Na primeira, iilterroiiipe-se o processo iiitera tivo 

c~"allcl0 : 

para um E previamente estabeleciclo. 

No segundo critério, postula-se que a energia cle campo média El sobre a curva 

teria taxa cle variaq2o pequena próximo cla borda; ou seja, que: 

teillia pecpeim variaç5.0 cluailclo a curva c está próxima cla borda procuracla. Assim, 

um critério de paracla seria: 

IAE[l = [E /  (t) - E, (t - T)\ < E ,  (3.50) 

para uma tolerância E previamei~te estabelecida. 

Ambos os criterios clepenclem de baixa velociclacle da curva para serem satisfei- 

tos. Si~ponha que o campo externo 1120 varie de forma abrupta nas prosii~iiclacles 

cla borda, coilio resultado cle uma suavizaqão C:ci;~ssiaila ilum esclumia multi-escala 

(Leymxie SÚ Le\-iiie. 1993). E1ltã.0, o seguiido critério seria menos sensível a osci- 

laqòes da curva em torno c10 poiito cle ecluilíbrio por ei~\-olxw uma i~iéclia coiii relaçao 

ao comprimento de arco da curva. 

Entretanto, se a borcla define um vale de potencial muito estreito. pequenas 

variações da posição cla silalie nas prosimiclacles da borcla poclem levar a iliuclai~ças 

grailcles no i~umeraclor de E, (t ) não haveiiclo vantagem em usar o critério (3.50). 

Neste traba.1110, escoll~emos o critério (3.48) por ser mais simples. Os resultaclos 

que obtivemos até agora com este critério são satisfatórios 

3.3 Limitações do Modelo Original 

Apesar de suas vantagens para estra,ção de coiitori~os, o modelo origiiml cle si~alies 

apresenta várias liiiiitacòes cliscuticlas em (McIilerney, 1997; Guilii &L Nixon, 1997; 



Su e t  al. , 1994). 

Primeiraiiieilte, o fuilcional cle energia (3.22) 6 em geral não comreso e assim, 

os iiiétoclos de otimização l~aseaclos em informaçòes locais (tais como os métodos 

variacionais descritos nas seções 3.1.1 e 3.2) não oferecem garantia cle que a solução 

encoiitracla seja o mínimo global (Gunn St- Nisoii, 1997). Este problema implica que 

a solução é seilsível à iilicializa.ção c10 métoclo, seja para o moclelo original dado por 

(3.16) ou para sua geileralizaciio (3.29). 

40 proldeina da não-coil\-esiclacle da energia acrescenta-se as dificuldades com 

a compoi~eiite norina1 das forcas internas a qual pode ser ohticla a partir clos dois 

primeiros termos da espress%o (3.16) ( C h i l i l  & Nison, 1997). Esta f o r p  tem o efeito 

cle suavizar a soluqão filial mas teiicle a contrair a curva inicial (suposta fechada) 

fazendo com que a mesma colapse em um ponto caso as forqas de campo niio sejam 

suficientes para ecluilibrá-la. Ta1 comportameilto traz clificulclades para a escolha 

clos parâmetros c10 ilioclelo. 

Esse comportamento cla força normal interna está cliretameiite relacioiiaclo com 

a não iilvariâiicia cla eiiergia (3.22) por traiisformacões cle escala (Guiiii & Nisoii, 

1997; 111 & Slieii, 1998). Isto fica esplicito lia equação (3.9) a qual mostra que a. 

energia cla snake varia com a muclan~a c10 comprimeilto cle arco. Assim, por eseiiiplo, 

a energia interna cle uma circuilferêilcia ( (s + r (cos(s), s e n ( s ) ) ) )  diminui cluaiiclo 

seu raio cliiiiiiiui . 

Tal comportamento pode não ser desejável cluaaclo possuíil~os informaçòes a pri- 

ori sobre a geometria clos objetos cle iiiteresse. Por exemplo, cluando sabeinos que os 

objetos de uma cena são cleformacòes cle u m  protótipo. ilào é em geral interessante 

que escalas iIieiioies tenham prioriclacle. E m  resuiiio. a eiicrgia iiltc-riia da siialie de\-e 

ser moclificacla para admitir iiwariâ.ilcia por outras trai~sforiiiaqò~s cilí.iii da rotaqào 

e traiislaçào. 

Unia outra limitação inerente ao moclelo cla seção 3.1 é a sua clificulclacle cle 

tratas com muclanps cla topologia cla curva inicial; isto é, splits cla curva inicial 

(i\/lcIneriley & Terzopoulos, 1995; i\/IcInerney, 1997). A menos que acrescentemos 

outros recursos ao moclelo, a evoluqão da curva baseada na miilimizaqão c10 fmicioiial 

(3.22) impòe que a variedade correspo~icle~ite á curva permaiiep coiiesa durante a 

sua evoluqão; isto é. a curva 1150 pode sofrer subclivisòes (splxtu). 

Neste trabalho estamos particularmente interessados em soluçòes para os 1x0- 

11lemas clos iiiíiiinios locais e limitações topológicas do moclelo original. As questòes 

referentes à iin-ariâiicia são tamb6m cliscuticlas pela sua relaqào com outros teiilas 

aborclaclos iic\ te tral~allio. 

A seguir desem-011-emos o moclelo de Ballooii que foi unia primeira al~orclagem 

para o proldema cla não coiivesiclacle cla eiiergia, 



3.4 Modelo de Balloon 

Se coilsic1era.rmos p = O e y = 1 na equação (3.23), eiicoiltra,remos o seguinte 

sistema: 

Se agora usarilios um métoclo de discretimção ecluiva.lente àquele usado lia secão 

3 .S. 3, teremos o seguinte sistema para resolver: 

Em (Cohen, 1991) esta formu1aqã.o é cliscuticla e suas clificuldades bcisicas anali- 

sadas. A4s soluções apresentaclas c1era.m origem a.o modelo cle Bnlloon . que apreseil- 

taremos abaixo por sua rela.qão com o nosso tral~alho. 

3.4.1 Instabilidade devido a Forças de Imagem 

Vainos exaninas o efeito cla forca cle imagem R (o,? - r ) ,  como clefiniclo anteri- 

ormente. 

Na seção (3.2.3) vimos que cluanto menor o passo no tempo r mellior a esta- 

biliclacle ilumérica do moclelo (3.39). Lembremos ta.mbém que tocla a análise cle 

estaliliclacle estaava clepeilcleilte cla suposiqão de que o vetor R (a.  i - r )  é liniitaclo. 

As componentes deste vetor, denotaclas por R, ( @ , i  - 7) , s2.o claclas pelo gradiente: 

onde v"-' é o silasel i, cla snalte discretizada, no iilstante t - 7 e P é o poteilcia.1 

clefiniclo em (3.3). 



Emliora sii1~onclo R (e, 5 - T )  liinitaclo, se a coinpoiiente R, (e. ? - i) é muito 

grande o ponto uf-I poclr ser clrslocaclo de iim valor muito alto fazenclo com c p  

a siialíe passe al im da  borcla desejada em iiina i-iziiiliailça de r!:- '  . E s t ~  conipor- 

tameilto pode causar oscilações e instal~iliclacle no movimento cla silalie cliii~iiminclo 

a performailce c10 métoclo ou mesmo fazendo com que a. silake estabilize em 11111 

mínimo cliferente clacpele clesej aclo. 

Se nós escolhemos 7 peclueilo suficiente tal que o movimento r F  (ut-l) nunca 

seja graiicle, por exemplo, nunca seja maior que a clistâilcia entre clois pise1 vizinhos, 

então este problema seria evitado. Coiltuclo, procecleilclo clesta forma, graclientes 

com menor iiltensiclacle atrairiam pouco a curva cleviclo a atenuaqiio clecorreiite ela 

multiplica.çào por r .  

Desta forma. em lugar ele atuar no passo T cle cliscretizaçiio c10 tempo, a soluçã.o 

a~rexii tacla  em (Coheil, 1991) é normalizar a força externa segunclo: 

F = 0, caso coiltrá.rio. 

onde T é um limiar ilecessário para evitas problemas iiuiiléricos elecorrentes cla. di- 

visão por valores próximos cle zero. 

Assim, o cleslocameilto da silalce fica coi~trolaclo, evitailclo-se passos muito altos 

cleviclo ao campo externo. 

Um prol~lema clesta metoclologia é que peclueiios e grandes gradientes cle inmgem 

terão a mesma influência sobre a curva. Isto tornar o moclelo mais seilsivel a mínimos 

locais, particularmente para imageils com muitos artefatos. Uma forma de climiiluir 

este prol~lei~ia 4 aplicar previameilte um cletetor cle borclas à imagem origiiial e.  em 

seguida, aplicar o moclelo cle s d i e s  para extrair a borda clesejacla. Contuclo, isto 

não resolve totalmeiite o problema, como será cliscuticlo a seguir. 

3.4.2 Di~c~e t i zação  no Espaço 

A força F = V P é coilhecicla apenas nos nós cla. malha, correspoilcleilte à. imagem, 

e portanto, poclem existir zero-crossiilgs fora c10 gricl correspoilcleilte. Isto concluz 

a oscila@es entre pisels viziilhos a um ponto ele borda (ver Figura 3.2) o que pode 

impeclir cliie a siialíe atinj a o ecluilíbrio. 

Este prol~lema é resolviclo por iilterpolaq5.0 biliilear pam esti1na.r F em pontos 

ilào perteiiceiltes à ma.111a origiiial. Assim teremos uma clefiiliçiio coiitiilua de F 

evitailclo o prol~lenia citado (ver 3.2.11). 



Figura 3.2: (a)Força clescontíilua provocanclo oscilações. (11)Interpola~ào evita ins- 
tabiliclacles melhoraiiclo coilvergêilcia. 

3.4.3 Inicialização 

A escolha da cun-a inicial para o moclelo correspoilclei~te ao sisteiila (3.51)-(3.52) 

deve levar em conta dois problemas básicos: 

a )  Se a curva 115.0 está. próxima o suficiente cle uma borda, ela não será atraída 

por ela, 

11) Se a curva não está submeticla a forças externas, ela colapsa porclue a energia 

interna dacla pela expressão (3.5) tem como mínimo global um segmento de reta 

(silalte aberta) ou um po11to (silaltes feclmclas). 

O comportailleilto clo item (a)  é facilmeilte compreeilcliclo observailclo-se que 

o alcance cla f o r p  cle imagem é em geral estritamente local. -4 Figura 3.3, que 

represeilta um moclelo uiliclimensioilal para pontos cle 11orcla (Cailny, 19S3), deixa 

claro este probleilia. 

Figura 3.3: Gra.clieilte 1lã.o nulo apeilas em uma vizial-iança c10 ponto de borda. 

Quanto ao item (h), uma observa~ã~o simples esclaxece t a.1 comportamento. Su- 



ponha que tomemos a seguinte circuilferência pa.ra iilicia.lizu o moclelo: 

c ( s ,  t )  = r (cos ( s ,  t )  , sela (s ,  t ) )  (3.58) 

onde r é o raio cla circunferhcia. V m o s  supor taml~ém A seja o parâilietro cle arco 

para simplificas o resultado. Então, substituiilclo esta espressào nas ecluações (3.51)- 

(3.52). eilcoiitrasemos após u m  simples cálculo das cleri\raclas o segiiinte resultaclo: 

ou seja, as forcas internas possuem uma resulta.nte normal à circunferência e clirigicla 

para o centro cla mesma (vetor entre clmves tem a direção c10 raio). Se a força esterna 

tem pouca intei~siclacle, esta resultante interna faz a snalte colapsx em u m  ponto. 

E interessailte tainbém ailalisarmos o significaclo geométrico clas aprosimacões 

por cliferencas finitas clas clerivaclas espaciais cle seguilcla e quarta orclem claclas em 

(3.35)-(3.36). Seja então uma snalte c = c(s)  cliscretizacla segunclo a çecliiencia 

A ,  = 112; 7 = 0 , l .  . . . . (!V - 1). As Figuras 3.4(a)-(11) mostram duas vizinl-ian~as c10 

ponto c (.bl  ) = Pl em uma silake cliscretizacla. Neste caso, as expressões (3.35)-(3.36) 

podmi ser escritas na seguinte forina: 

oncle os vetores I,$ e 14 estão represeiltaclos nas Figuras 3.4.a.b. seaclo dados pelas 

espressòes entre colchetes clas equações anteriores. 

Estas espressòes sesào utilizadas clurailte este testo no momento oportuno. 

3.4.4 Equações do Balloon 

Para resolver as clificulclades (a),(])) ela seqào anterior. a soluqào proposta em 

(Cohen, 1991) é adicionar uma força normal estra ao moclelo a fim de fazer a snake 

coilvergir para al~orcla em regiões oncle o campo externo seja ilulo. 

O moclelo ele Balloon é claclo por: 



Figura 3.4: (a.)Seguilcla clerivacla. (b)Deriva,cla. cle quarta orclem . 

7' 
oncle F é o campo esteriio i~ormalizaclo segiiilclo a espress?io (3.57), n 6 a normal 

(unitária) à si~ake e h l .  sào fatores cle escala. Agora a curva se comporta como um 

"balào", daí o nome do modelo. o qual se espancle até atingir o ecluilíbrio pela a550 

das forcas cle imageili. O i~ioclelo cliscreto obtido por um esquema de cliscretizac.50 

iclêiltico àquele da seçio 3.2.3 é claclo pelo seguinte çistema liilcar: 

oilcle N ( e , ?  - r )  = (!VAy, 1&) 6 a mastriz correspoi~clei~te à nova forca iiormal sobre 

a malte. 

O novo nioclelo te111 cluatro parâmetros. Em (Colieil. 1991 ) eilcoiitra-se a sugestão 

de que h l  e h2 sejam da mesma orclein: com til ligeiramente inaior que ~ 2 .  Assim, 

cluailclo a silalie atinge a borcla, o campo externo poclesá "segurar " a siial;c- evit ailclo 

que a mesma ultrapasse a borcla. 

Quanto à rigidez e elasticiclacle, é iilteressaiite clue os coeficieiites iiào iiulos cla 

matriz de rigidez I< t e i~ham a mesma orclem de magnitude. E m  (Col-ien, 1991) 

obteve-se bons resultaclos cluailclo estes p a r h e t r o s  siio da orclem de 1z"para wl e da 

orclem cle h-' para wz. 



Capítulo 4 

Métodos Matemáticos 

Neste capítulo cliscutimos coilceitos matemáticos usaclos em moclelos alternativos 

que ~rocusc211 superas as limitações c10 moclelo origiilal apreseiitaclas na seçào 3.3. 

4 apreseiltaçào clos moclelos propriamente clitos é deixada para o próximo capítulo. 

4.1 Programasão Dinâmica 

Em Amiili a t  al. (Ainiili et a.1. , 1990) eilcoiltramos uma a1ternatix.a ao iiiétoclo 

variacioilal (Euler-Lagrange) baseacla em prograi~iação cliilâmica. Ncsta seçào \-amos 

cliscutir os elemeiitos clesta proposta realcailclo suas vantagens e clesvan- 

tagens em relaqão ao método variacioiial para. a otimizaqão cla energia clas siiakes. 

Os métoclos variacionais vêm seiiclo usaclos para a solucão cle vá.rios problemas 

em visão computacioilal, tais como cálculo c10 fluxo óptico e shape fsom sl-iacliilg 

(Black & Yuille, 1993). As limitações cleste métoclo no contesto destes problemas 

assim como no contesto clas silalíes, se osigiiiam no alto grau cle clifereiicial~iliclacle 

necessária, geraiiclo iiistal~iliclacle imméricaila preseilça cle ruídos, e clificulclacles para 

garantir se a soluçào eilcoiltracla é o ótimo global (Aiiliili et al. . 1990). 

il programaçào cliiiâmica, por outro lado. tem a vantagem de garantir a glo- 

l~aliclacle ela soluqào eilcoiltracla seilclo tambéiii iiuiilericameii te iiiais estável c l u ~  o 

métoclo variacioilal. Coiituclo, a ~ rogsm~mqão  dinâmica tem limitaçòes em fiiiiçào 

c10 montante de memória ( O  (MM2))  ilecessásio e da complexiclacle coiiiputacioilal 

( O  ( N M 3 ) ) .  onde N é o i~úmero cle silasels e i14 é o ilúmero cle pontos viziiil-ios a 

cacla siiasel (gerailclo um espaço de bs~sca discreto com NA4 pontos). 

Neste capítulo iniciaremos com a alxeseilta~ão clos priilcípios básicos cla progra- 

maqão cliiGnlica no caso cliscreto (Dreyfus, 1965). O caso coiltíiluo foi cleisaclo para 

o Apênclice A, ilào seiiclo sua leitura pré-recluisito para cliscussào que segue. 



4.1.1 Programação Dinâmica no caso Discreto 

Neste capítulo, formalizamos coilceitos referentes a certos probleilms de decisão 

c10 ponto de vista cla Prograil~a.ção Diilâinica. 

Os probleiila,~ a serem trataclos têm a propriecla.cle de que, a. cada iilstante cle 

uma secliiência. fiilita ( i l ,  t2 ,  .. . , t,,~), uma escolha deve ser feita. cleiitre u m  coiljuilto 

finito cle possi11ilicla.cles . Forma.lmeilte, direinos que a cada. iilstante ti  temos um 

conjuiito fiiiito cle A J  l~ossil~iliclacles de escolha ( estciclos ) coilstituiilclo o estcigio i .  
Uma vez que !V c A i l  são finitos, temos um espa.ço cle estados discreto ( e spaço  de 

busca discreto)  com IYA4 elementos. 

Os pro11lema.s que poclem ser colocaclos clest a. forliia. s5.o clenomiiia.clos problemns  

de decisiio f i n i t o s  em. nazilti - estcigio e serão tra.ta.clos nesta. seç5.0 no coiitexto da. 

programação c1inâ.iiIic.a (Dreyfus, 1965).  

Nosso ponto cle partida será a aplicação c10 Pl'%nc@io de 0litim.alidade que estabe- 

lece o seguinte: O caminho ó t imo  elztre dois pontos é t a m b é m  ótim.0 entre qua i spe i -  

dois outros pontos sobre o maesmo . 
Através deste princípio (Dreyfb,  1965) poclemos obter uma expressão recursiva 

a qual é básica para a aplicação de prograinação cliilâmica em silalm. 

Se inailtivermos a represeiltação clas horclas dos objetos de interesse por curvas 

contínuas como no moclelo original cle si~alies (secão 3.1) eiltiio ~recisaiíainos usar 

conceitos de programação dinâmica coiltíilua. Infelizmeilte, esta formulaç20 recai 

em equações clifereilciais complicaclas cle difícil utilização lia prática (ver Apêiiclice 

il ou (Dreyfus. 1 9 6 5 ) ) .  

Assim, a alterilativa aclotacla por Amiili a.t al. (Amiili et n.1. . 1990) a.ssim coino 

nesta. apreseiitaçào ser& supor que as bordas procuraclas podeili scr rel)reseiltaclas 

por um moclelo cliscreto, e assim formular as silalies no contesto discreto em lugar 

c10 coiltíiluo usado no capítulo anterior. Vamos supor inicialmente que as curvas são 

abertas com extremos fixos. 

Desta forma, represeiltaremos as curvas cle interesse através de um conjunto cle 

pontos {v; = (2,) y;) , i = O ,  . . . , N + 1) ligados secliieilcia.lilmi~te, lembra.ildo que v. e 

são fixos (extremos cla curva). Como no ca.pítulo anterior, cleilotaremos o 

espaço formado por estas curvas por -4cl (espaço  admissiuel) .  

Coix isto, o fuilcioila.1 cle energia a.ssoc.iaclo tonmrá. (ver a.lnixo) a forma. cle uma. 

função clas 2:V va.riá.veis correspoilcleiltes aos pontos livres {v; = (si: y;) , i = 1 ,  ..., 1V) 

e o problema cle oti1niza.çci.o correspoilcleiite torilarse um problema cle otimizacão 

1120-linear c10 tipo: 

oilcle Acl é esp 3.50 de curms aclmissíveis clefiiliclo acima.. 



Nos prórimo capítulo veremos o moclelo Dual e eiltio esplicitaremos o fuilcioilal 

de energia E em (4.11). Por hora, basta termos em mente cluc este funcioilal ser5 

constituíclo por unia energia interna e outra esterim. pocleilclo ser pensaclo como 

uma forma discreta clacluele usaclo no modelo original (seciio 3.1). Assim, vamos 

supor que E tem a forma: 

onde E;lzt e EeZt são claclos, respectiva.meilte, por: 

Ar- I 

oncle P ( i > )  = - 11VI (v)112 e a e j? S ~ O  parâ,i~ietros a serem estalwlcciclos a priori. 

A expressão (4.3) significa que a energia. iiiterila associada a uni siiawl il, clepeiicle 

cle seus viziilhos v;-1 e a.lém c10 próprio v;. 

A idéia central é formular o problema em (4.11) como uni p rob le i~~a  cle clecisão 

finito em multi-estágios. P u a  isto temos que clefiilir u m  coiljuilto fiilito cle estágios e 

a cada estágio associar u m  coiljuilto finito cle possibiliclacles (esco1ha.s). Ca,cla. escollia. 

implica em u m  custo e a so1ucã.o do probleil~a é a seclii6ilcia. cle escolhas que a.o f i i d  

tem custo mínimo. 

Leml~railclo que a fuilçào E em (4.11) clepeiicle dos pontos li\ res da silalie, é 

imediato definir o número de estágios igual a N. O i18mero de possíveis escolhas 

para. cada estágio vai clepeilcler cle como cliscretizainos o cloinínio. 

.A Figura 4.1 a seguir representa um exemplo onde temos duas curl-as limitailclo 

a regiào oiicle se eiicoiitra a borda procuracla. ,A regiào eiitrc as cun-as 4 o domínio 

a ser coiisicleraclo. 

A Figura 4.2 mostra a. maileira mais 1la.tura.l cle sul~cliviclirinos este clomíilio 

aproveitailclo a semell-ia.il~a geométrica entre a borcla procuracla e as curvas limites. 

Nesta figura, estabelecemos uma correspoilclêilcia entre os pontos clas curms 

limites e posteriormente cliscretizamos os segmentos que unem poiitos correla.tos em 

A4 partes. Se anineiltarmos M ou 114, melhoranos a precisào na l o c a l i z q ~ . ~  da 

l~orcla, mas aumentamos o custo computacioi~a~l. 

Uma vez que estamos coi~siclerai~clo si~a.kes abertas. precisainos escolher os pontos 

inicial e termiilal da silalíe. O espaco cle busca usaclo (Figura 4.2) impõe que estes 



Figura 4.1: Curms limitando regi50 contendo horcla. 

Figura 4.2: Discretização da região cle interesse. 

5 O 



pontos pertençam a segmentos coilsecutivos. Como acima. cl~ilotarenios estes pontos 

por uo e i l ; \ ~ + ~ .  

Retomailclo o fuilcioilal cle energia e m  (4.2) e usando (4.3) (4.4). vemos que a 

energia total cla silake pocle ser escrita n a  forma 

S (v,+2, v;+1) = enei-gia da curva ó t i m a  coizecta~zdo o ponto iwicial vo ao ponto v,+l 
(4.7) 

Pelo Principio ele Optimaliclacle (Dreyfus, 1965; Amiili et al. , 1990), poclemos 

escrever S (v,+2, na  forma recursiva: 

LAcresceiit;eiiios a cita clefiniçào a restriçào: 

Posto desta. forma., observemos que a soluqão c10 problema (4.11) é exatamente: 

A expresâo  4.8 é I h i c a  para a. al~lica~qão da. programa.çà.o cliilâmica. cliscret a. em 

sila.l;es. A seçã,o 5.2 do próximo c.apítulo apresenta um inoclelo ele siia.kes 11asea.clo 

nos conceitos acima. descritos. 

A a.preseilt a.c5,0 ele coilcei tos e m  progra.ma.çã.o clii&lica p a m  o ca.so coiltíniio está 

feita. no Apêilclice -4. 
4 seguir a.ila.lisa.remos cluestòes topo1Ógica.s. 



4.2 Mudanças Topológicas 

Neste trabalho cleilomiilainos mudanças topológicas ao fato de uma curva simples 

se cliviclir em duas ou mais compoi~eiltes coilesas ( s p l i t )  ou duas curvas simples se 

juiltarem em uma única (mel-ge)  . 
Uma forma natural cle formu1a.r muclaiqas topológicas seria supor que as curvas 

em questão são clifereilciáveis e representá-las implicita.illeilte; isto é, clefiilí-las como 

um coiljuilto de nível cle uma fuilqão Q : X2 + 8 clefinicla coiiveiiieiltemei~te. 

Assim, iniiclanças topológicas ocorreriam naturalmente suaveiiieiite, desde que 

função 9 1150 perdesse sua sua.sriclacle. Este é o coilceito f1iilclaiileilta.1 clas foriliulaçòes 

coiltíiluas e iinplícitas pa,ra muclaqas topológicas (i\/lalladi e t  al. . 1995). 

O resultado destas propostas recai em conceitos de geometria e topologia clife- 

rei1cia.i~. O ponto ele particla destas formula.qòes 6 o Teorema da Fliiiqào Implícita 

que est abelece que (Lima. 1985) : 

Teorema cla Fnnção Implícita: Seja H : + %" uma aplicaçào suave tal 

que O E rc112ge ( H )  . Eiltão: 

M = { r  t !RN'" I H (N) = O,  N é um ponto regular de H) , 

é uma varieclacle clifereilciável suave ele climeilslo I<. 
O métoclo mais coiiheciclo cuja base teórica parte deste teorema, dew-se a Ma- 

llacli at al. (i'allacli e t  al. . 1995) seido comumente coi~heciclo como Método dos 

Conjuntos de Níveis (Ltvel Sets  ) . Este métoclo será clescrito resumiclameilte no 

próximo capítulo. 

A ~ e s a r  clas hal~iliclacles togológicas. o uso esplícito ele uma climeiisiio estra torna 

este métoclo lliellos intuitivo que os modelos paramétricox. tiazmido tlificulclacles 

para a iilcorpora.ção de iilformaçòes aclicioilais (de forma, por pseiiiplo), ou \.íilculos 

clefiiliclos a priori ou criados pelo usuiisio clurailte a evoluqão c10 métoclo. 

Uma alternativa aos moclelos implícitos é o métoclo cla T-Silalíes. Este último 

é um inoclelo p a ~ ~ i ~ ~ é t r i c o  capaz de liclar com imic1a.ilças topológicas tanto para 2D 

quanto 3D. Este métoclo é f~iilclaineilta.1 para nosso tralx~ll-io e será apreseilt ado em 

detalhes no prósimo capítulo. A seguir, cliscutimos sua base teórica. 

4.3 Fundamentos Matemáticos das T-Snakes 

O métoclo clas T-Silalíes (McIileriley & Terzopoulos. 1995; McIilerile!;. 199'1) 

aborda as cluestòes topológicas cleiltro do contesto ela topologia coiiil~iilatória a fim 

cle obter unia foriilula,ção parai~iétrica. com hal~iliclacles t80pológicas para as silalies. 

Seus elemelitos básicos s5.o uma clecomposiçào simplicial (triaiqqlaçào) c10 clomíilio, 



um iiioclelo cliscreto cle silalíes e uma fzrizçiio característrca, clefiiiicla lios nós cla tri- 

ailgulacào. que clistingue o interior do exterior das siialces. 

O 11a.r triaiigulação/fiiiição característica é a clial-e para a iilcorporacào eficiente 

de i~ludaiiças topológicas em um modelo parai~iétrico cle snakes; o que ficará mais 

claio apóç a qxeseiitaçào que segue. 

4.3.1 Decoinposição do Domínio 

Daclo um subcoiljuilto fecliaclo D C F? existem clois iiiétoclos básicos para cle- 

composiçào de clomíiiio: não-siilip1icia.i~ e simpliciais. 

Os métoclos não-simpliciais são baseados em clecomposicôes celulares c10 espaço 

e não podem ser usaclos para represeiltar superfícies ou coi~torilos sem a. utiliza.cão 

de métoclos para retirar ailtigiiiclacles. Caso típico de u m  métoclo que utiliza este 

tipo cle clecomposição c10 espa.ço é o Marching Gzrbes (Loreilsea & Cliile, 1987). 

A4étoclos usaiiclo clecomposiqão simplicial c10 cloiiiíilio iiào apreseiitaiii ailibigiiicla- 

cles para. a geracào de q~rosimaçòes poligoi~ais para curvas e superfícies (Allgower 

& Georg, 1990). 

Vejamos alguiis conceitos fuiiclanieiita.is nesta áxea (Allgower & Georg, 1990). 

Um coiijuiito de pontos { v l .  v2. . ... v ~ + ~ )  C 3" é clito "afim-iiic1epencleilteee se as 

c1iferenca.s - ztl. L ~ I J  - . t l l  , . . . , vk+l - v1 f o r i i ~ a n ~  11111 coiljuilto clc vetores 1iiiea.rmeiite 

iilclepei~cleilte iio R". 

{ 
L+1 k+ 1 O fecho coiivexo v = C;=,  a;v;l ai > O ,  2 = 1, . .. , k + 1 e C i = ,  a; = 1) , com 

vértices claclos por k+1 pontos afim-ii~clepeilcleiltes {vl, v2, . . . , vk+i) c10 !E?, é cha.mac1o 

uni k-simplez e será cleilotaclo por [vl, vz, . . . , v ~ + ~ ] .  

Seja a = [.u1,v2, ..., vk+i] 11111 k-s impkz  e seja, 1 < 1 < k $ 1 .  Se {zol, eu2, ..., Z U ~ + ~ )  é 
um subcoiijuiito cle vértices cle a, nós cha.i~la;inos o 1 - siiiaplex T = {zul, ,102 , . . . . Z U , + ~ )  

uma fcice 1 - clinaeizsioiznl cle a ,  ou simplesmente uma. 1 - fncc=:. De pa.rticu1a.r 

interesse são: 

(1) O - f cices a.s c1ua.k correspoilclei~i a vértice cle a;  

(2 )  1 - f a c e s  ns cluais são também cha.ma.clas nrestcis cle a; 

( 3 )  ( k  - 1) - fures  a,s quais s2.o chaii1a~c1a.s fcices de a. 

Seja. I? unia. fa.inília. 112.0-vazia de ( 1 1  + 1) - simplices em iR1'+l. Nós cha.ma.nios r 
uma tric2lg~ilaç2.0 c10 ?tS1'+' se: 

11. a iiitersec@o ol n az cle clois simplices cluaiscluer ai, a2 E r é vazia ou uma 

face comum aos simplices; 

c. a failiília r é localmeilte fiilita, isto 6, clualcluer subcoiljuilto compa.cto de !Rn+' 
corta um número fiiiito cle simplices a E r . 



Seja I' uma triailgu1açã.o c10 S)Sfl+l, e seja. O < k < 17 + 1. Xós deilota.mos por 

I"; = {r 1 r é uma k - face de algum simples a E I') , 

a família de toclas as lí-faces em I'. 
Para !R2 um Zsimplex é um triângulo. Para o F?3 um 3-simplice é um tetraeclro. 

Seguindo a nomenclatura padrão, nós cha~lla.mos 12ó a um vértice cle uni simples e à 
coleç50 cle nós e arestas cle I' cha i~~amos  ina11~ci (iclentifica.cla com r ' ) .  A triailgulaç&o 

I' 6 icleiltificaclo com rn+l (I' = r"%+'). 

Dois simplices 0-1. a2 E I' s5.o ditos acljacentes se eles t h  uma face em coinum. 

Dado u m  simples, o proceclimeilto usado para obter os acljacentes a este é de- 

nomiilaclo p11 io t i (mmto  e clepeilcle do tipo cle triailgulacào usado. O lema a seguir 

prepara ma iintrocluqào. 

Seja I? uma triailgulaç20 do ?R1"'. Coilsiclere um simples o E I' e v j a  r uma face 

cle a .  Então, existe u m  único simples a €  I? tal que: 

(1) a# o; 

(2) T uma face cle a; 

Prova: Ver (Allgower Sc Georg, 1990). 

Denoteinos por Selv ,  a opera5ã.o cle el imina~ão cle um vértice v , .  

Seja a = [vl, v,, . . . , um (12 + 1)-simplex de uma triailgiila.ção cle ?R1"', e 

seja r = [v1. ... . cltlv,  ... , a face cle a oposta ao v6rtice v,. Pelo lema anterior. 

cleve existir u m  único nó i, diferente cle L),  e tal que 1 .  . . .  i, .... I + ~ + ~ ]  I?. A 

passagem de o pa.ra. o é cl-iamacla pivot iamento.  Nós dizemos que o vértice .v; de a 

é pivotiado iio L>;,  e que o s i iq~ lex  a é pivotiado no simplex a a.traví-s da. fa.ce r. 

4.3.2 Aproximação Linear por Partes 

Seja H : WS1 + ?RIz ~ i m a  a.plicaqão. 

Dada uma triailgula@o I? cle !Rf"', nós clesejamos aprosimar as compoileiltes de 

H-' ( O )  ~sanclo  apenas os valores cle H nos nós da triailgulacão. Não necessitamos cle 

nei~huma suposição sobre suavidade ou coi~tiiluicla.cle sobre H, a menos que clesej emos 

estudar erros cle truilcainento para a aproximação 1iilea.s por pa.rtes a. ser clefinicla. 

Vej amos algumas clefiili~ões: 

Seja H : %I"' + V' ~ m l a  aplica@o e seja I' unia tria.ilgulaçào de , e seja 

-i. = [ u l ,  uz, . . . . i l ~ , + ~ ]  E rk uma 1;-face cle r oilcle O < < 17 + 1. 
a. Por H, : -r + ?R1' clenotamos a única aplicaqão afim que coincide com H nos 

vértices L', de r, isto é: 

H, ( V )  = C a i H  (,v,) , para r = C ailli. 



I .  Seja tng  ( T )  (espa.ço tangente de T )  o espaqo linear que coiitem toclas as 

clifereilcas tul - eu2 c0111 tu1, lu2  E T. Então a Ja.co11ia.lia cle H é a a.plica,cão linear 

H: : tng (7 )  + 8 "  obticlo por H: (tul - euz) = H, (lu1) - H,  ( lu2)  11ara wi, 102 E r. 

Uma vez que H, é a.fi111, esta c1efiiiiçã.o não é aiilbígua, isto é: H, ( l u l )  - H, ( tuz)  = 

H~ (Wl) - H~ (&) para wl - t u z  =til - l i 2  . 
c. Fiiialmeiite, a aprosimacão 1iilea.r por paartes cle H é obticla pela união: 

isto é; Hr ( L I )  = H, ( v )  para todo e) E a e a E r. Nào existe ambigiiic1acle nesta 

clefiiiição uma vez que pode ser fa.cilmeiite clemoiistrado que H,, ( o )  = H,, ( L ) )  para 

11 E ai n a z .  

Um ponto a E 8'"' é chamaclo um ponto regular cle Hr se e somente se: 

(a) a iiiio perteiice a clualcluer k-face T E r%l que k < 12; 

(11) H: tem posto mási1110 paara todo a E r'" U'"' tal  que n: E a .  

Um valor y E 8'" cliaiiiaclo um vcilw regulcir cle Hr se todos os poiitos cle 

HF' (y) são regulares. Se iiin poiito não é regular será clito singtilnr. Aiialogameiite, 

se um valor 1150 4 regu1a.r ele será clito s ingdci~- .  

Perturba~ão:  Seja o vetor: 

oiicle E > O e S' > O ,  i = 1, . . . , 1 2 ,  são potências de E .  Deiioiiiiiiareiiios este vetor LUII 

E - uetor. 

Proposicão. Para clualcluer subcoiijunto compacto C C gn+l existem no máximo 

um iiúiiiero fiiiito cle E' tal que C n HF' (3) coiitém um ponto sii~gular cle Hr. 
Coilsecliieiitemeiite, é um vdor regulas cle Hr pa.ra quase todo e'. 

Prova: Ver (A411gower Ckorg, 1990). 

Nós chamamos u m  11-simples r E r"hompletam.ente l.otulado (com111 ttelg lc~õel ecl) 
+ se e someiite se ele coiltem soluções vi da  eclua@o Hr (21) = s para clualcluer E > O 

suficieiiteiiieiite pequeno, 

Um ( 7 2  + 1) - a i m p l t , ~  a E 6 chamaclo tl-nverse ou de hmda (coiii respeito a 

H) se ele contéi~i unia ii-face completalilente rotulada. 

(Princípio Doos-111-Door-Out): Uiii (12 + 1) - a1mpLt.r tem iieiiliuin ou exata- 

mente cluas 11-faces completameiite r~tula~clas. 



Assim. fiilalmeilte eiluilciar o seguinte algoritmo, com o clual é possível 

traqar clualcluer coinpoileilte coilesa cle H;' (O), 

Algoritino de Continuação (DooI.-I~-~.-DooI.-O,U~) 

Inicializaqào 

.ao E r triângulo de borda (simples inicial) 

.TO uma 11-face completameilte rotulacla de a o ;  

Repetir para 12 = 1,2, , . . 
.eilcoiltrar a,, E I', a, # an-l tal cpe T?,-~ = a,, n a,-1; 

.encontrar a 11-fa.ce completainente rotula,cla T,, de a,, tal que r,, # T,,-I ; 

.parar cluaiiclo retorilar ao triângulo inicial a o  E r. 
A inicializa~ão clo algoritmo clepeilcle cla escolha do simples inicial ao. No caso 

clas silalies a escollm cleste simples é feita através clos pontos cla própria silalíe. No 

prósimo capítulo veremos isto em detalhes. 

O algoritmo acima gera uma secliieilcia. 

cle triângulos cle hoicla, (11 + 1) - s inzpl~ces  a,. cada uin destes coiiteilclo duas faces 

coinpletamente rotulaclas T , - ~ .  T,. Uma vez que ileilhum ( H  + 1) - . s~rny l l c t s  pocle ter 

mais que duas 11-faces completameilte rotuladas, a seguinte classifica.qào é facilmente 

verificacla: 

(a) Iiifiilita: Ambas as secliieilcias iilfiilitas oo, a l ,  . . . e TO, 71, . . . geradas são tais 

que a, # o,+l e T, # T , + ~ , z  = 0,1, .... 
(h)  Cíclica: Existe um inteiro fiilito li > O tal que o 0  = a6 e TO = 7%. ,4 ielação 

cíclica a, = an+, e r, = .r,+, vale para z = 0,1, .... 
Uma prova formal desta proposicão é obtida via teoria cle grafos (Allgower k 

Georg, 1990). 

Uma vez que neste tral~alho estaiiios interessados particularmeiite em silakes 2 0  

a apreseiltaq50 acima fornece os elementos ilecessários aos prósimos capítulos. 

Coiituclo. re\erl.ainos o ,4pêilclice C para a geileralizaqào clos conceito\ acima 

para uarieclacles de cliilieasào clualcluer, uma vez que estes ser50 iiecessários para a 

estensão c10 nosso trabalho para 3D. 

4.4 Teoria de Invariância 

Esta teoria é particularmente útil em situacões em que, conheciclas as grandezas 

f~~ilclaineiltais (xl  , x2, . . . , xn) eilvolviclas em um problema, clesejamos cletermiilar uma 

cluailticlacle F (.rl; .r2, . . ., ,r,) que se mailteilha iilalteracla ( invar~cin t t )  cluailclo as 

grailclezas f~~ilclameiltais são trailsformaclas. 



No caso clas siialies, por exemplo, é razoável que sua eiiergia interna nào mucle 

clual~clo aplicailios operações cle traiislação ou rotação solxe a curva correspoiicleil- 

te. Tal proprieclacle implica que a energia interna seja iilclepeilcleiite da 11osiçã.o cla 

silalte lia imagem o que é uma l~roprieclacle geralmente assumicla para termos cle 

regularização (Siqrcler, 1991). 

Em visão ~ o m ~ ~ u t a c i o i i a l ,  particularmeilte em problema envolveiiclo calibração 

cla câmera, a utiliclacle c10 conceito ele invariância aparece mais naturalmeiite (G;ool 

et al. , 1995). 

Em processamelito de imagem, alguns resultaclos eiivolveilclo iiivariâiicia por 

trailsforma@es de escala estào lia base das represeilta~òes multi-escala de imageiis 

(Florack et n.1. . 199%). 

Nestes eseiiiplos. a aplicação c10 conceito cle iiivariâilcia depeiicle da clefiiliçào 

precisa clas variáveis (xl ,  x2, . . . , x,) de iiiteresse e a. c1efiniçà.o c10 "grc~po  " cle trans- 

formações que vai agir sobre estas variá,veis, ou mais precisamente, sobre o espaço 

que estas clefiilem. Feito isto, temos coiiclições cle colocar a seguinte cpes tao: 

Existem gl-alzdezas (quantidades) F = F (z l ,  z2, . . . , z,,) que não mx~darn seu valol- 

quando aplzcamos as tiwzsform.ações de interesse sobre as grandezas f.imhm.entais 

( q ,  Z2, ..., z,)? 

Esta pergunta nos leva cliretaineilte ao problema cle icleiitificaçào de iiivariaiites, 

o qual pode ser posto rigorosamente no coiitesto da teoria clos grupos de Lie (Olver. 

19SG). 

De maiieira mais precisa; a husca cle invariantes estcl diretameiite relacioilacla à 

clerivacla cle Lie correspoilcleiite. a qual expressa a variação cle unia f ~ ~ i i ç à o  real ou 

de um campo (vetorial. por exemplo) sob a ação de um grupo de traiisformaçòes 

(Olver. 192%). 

Assim, o po11to cle partida cla teoria de iiivariâilcia cle Lie 6 um grupo cle trans- 

formações que atuam em uma varieclacle clifereiicicSve1 (ou em um espaço vetorial). 

A clerivacla ele Lie correspoilcleiite fornece uma coilcli$io iiecesshia. e suficiente para 

que uma f~uição com valores reais clefiilicla na  varieclacle seja iilvariante pela ação 

do grupo de trailsformações. Fazeilclo uso cle um sistema de coorcleiiaclas loca.1, te- 

remos um sistemas cle e~lua~ções clifereiiciais parciais, cujas soluçòes fornecerào os 

iiivariailtes procuraclos (Olver, 19SG). 

Ta.1 formalisino vem seiiclo estudado no coiitesto cle problemas em visào compu- 

tacioilal (Gool et nl. , 1995) procura.iiclo-se estabelecer sua utiliclacle prática. Uma 

primeira clificulclacle iieste sentielo, é que os problemas em visão computacioilal não 

se apresentali1 tliretanieilte ila forilia cle espaços e seus grupos c k  tr;iiisforinaç.òes. o 

que esige uni estudo cuiclacloso clo problema para apreseiltá-lo de iiiaiic~ira ayropriacla 

para a a.plicaç5o cla teoria. 

No coiitesto clas si~altes, não eilcoiitra.mos referêiicias da aplica.cclo cla teoria de 



Lie na busca ele novos modelos. E m  geral as pescluisas t6m siclo coilcluziclas cle 

maneira mais intuitiva e menos formal (Guilil $L Nisoil, 1997; Ip LLr Sheil, 199s). 

Contudo. uma 1-ez que os coiiceitos presentes na idéia de iil\mGiicia t6m lugar 

comiim na teoria de Lie, cleclicamos o Apêndice B para sulnarizar as ic16ias principais 

clesta teoria no contesto de interesse. No final cleste A4pêilclice apreseiitailios possíveis 

aplicaqões da teoria de Lie no contesto de silalíes. 

O leitor pode saltar a leitura c10 Apêilclice B sem percla para a coilipseeilsào c10 
tes to cpe segue. 



Capítulo 5 

Modelos Alternativos Interesse 

Neste capítulo descrevemos alguns modelos baseados nos elementos cliscuticlos no 

capítulo anterior que procuram corrigir as limitações inerentes ao inoclelo origiilal 

cle silakes. 

Dentre os métoclos al~reseiltaclos, o moclelo Dua.1 e clas T-Sila.lies têm relação cli- 

reta com nosso trabalho. O moclelo clas AI -Sd ies  nâo está cliret ameilte relacionaclo 

com nosso métoclo, mas coilstitui-se em 11111 exemplo elegante onde o conceito de 

iilvariâilcia tem cle fato um papel central. O método clos Conjuntos cle Níveis é um 

clos moclelos que inspirou o cleseiwolvimento clas T-Silaltes, pa.rticulaimeilte no que 

diz respeito à icléia cle uma fmlção que distingue o interior c10 exterior cla silalte e da 

política usada para ahalizá-la. Por esta razão será apresentaclo neste capitulo. 

5.1 Modelos Usando Invariância 

O conceito cle in~ctrii1nCtct por t ran~forinaçòe~,  1a.rga.mente eiiipregaclo em visão 

computacioilal (Gool e t  al. . 1995). vem seilclo usado no coi l tc~to  dos inotlelos de 

contornos ativos discretos para remover os efeitos inclesejaclos cla coilipoileilte normal 

cla forca iilterna ou para facilitar a i i~orporação ele informações a priori (Gunil Sc 
Nison, 1997; 111 Sc Sheil, 1998). 

Esta icléia vem senclo aplicacla para contornos ativos fecl-iaclos e consiste primei- 

ramente na  utilização de uma energia iilterila que possua propriedades aclicioilais cle 

iilvariâilcia além clas usuais por translação e rotacào. 

Esta energia interna pode ser obticla atravéz cle uni moclelo de forliia viilculaclo a 

um protóttpu (111 SÍ Slieil, 1998) ou simplesmente deri\-acla de elementos que te i~ham 

as proprieclacles de iin~ariâilcia clesejaclas (111 & Sheil, 1998; G u m  & Nisoil. 1997). 

Com isto, evita-se o colapso da curva, uma vez que a siialie tem agora a teildhcia na- 

tural cle aclcluirir a forma pré-estabelecicla no inoclelo. liixitalldo iiicliisi\-c a maneira 

como a siialie se cleforma durante sua evoluqào. Ao mesino tenipo. m ~ r g i a  interna 

assim clefiilicla deve fornecer o termo cle regularizaçao (ou suavizacio) necessário. 



5.1.1 Modelo Dual 

O método Dua.1 ( C h m  & Nisoil, 1997; Guilil, 1996a) 6 um esemplo c10 eiiiprego 

do conceito de iilvariiiiicia para evitar as clificulcla.cles c0111 a força normal. Neste 

caso, as trailsformações cle interesse são a.s traiisforinações rígidas (tra.ilslaç50 e ro- 

tação) e traiisforinações de escala. Assim, u m  silaxel ocugailclo uma posição l/ é 

trailsforma.clo para uma  posição U seguilclo: 

oiicle a é o pxâmet ro  de escala, 6' é o ângiilo de rotaç5.0 e ( ~ ~ 6 ) ~  é o vetor de 

trailslaqão. 

Este m6todo consiste de um contoriio que espailcle a partir do interior c10 objeto 

e cle um outro contorno que contrai a partir do esterios. 

E estabelecida uma correspoiiclêilcia entre os dois contornos o que perinite que 

os mesilios sejaiii iiiterligaclos para obter-se uma força aclicioilal (dr icl~ng force) a 

qual é usada para retirar os contornos de mínimos locais gara.iltiido mais robustez. 

Vejamos inicialmente a definicão cla eiiergia interna iilvariailte pelas transfor- 

mações em ques t %o. 

Energia Iiit eriia 

A ilecessiclacle de uma correspoiiclêilcia ( 112c~tclzi77g ) entre os pontos dos coiitorilo 

iiiterno e externo obriga que sejaili impostas restrições para a forma clas sila.líes 

pois c10 coiit.rário a correspoilclêilcia entre poiltos clas duas curvas pode se torilar 

complicada. Esta restriçào cle forma é iiicorpora.cla ao moclclo via um inoclelo de 

forma local clue passaremos a descrever. 

Figura 5.1: Modelo 1oca.l cle forma. 

N a  Figura 5.1. o vetor $; é tal que 



isto é: 

oilcle R é uma iimtriz cle rotaç5.o de 90' e O, está relacioilaclo ao âilgulo iilteriio F, 
em I ) ,  por: 

- 
O; = cot (2)  

Com isto, o moclelo cle forma é estal~eleciclo em (Guilil & Nisoil, 1991) pela. 

seguinte espress5.0: 

Observe que E,,,t tem uni mínimo global cluailclo e', = 0,  1 = 0. 1. . . . . !IT - 1. 

Usanclo (5.2)-(5.3) pode ser mostra.clo cjue isto acontece cluaiiclo: 

os clmisssão âilgulos internos c10 polígoilo regulas com vértices claclos pelos pontos v; 
(Chil i l  & Nisoil, 1997). Além disto, a energia (5.5) é iil\rariante por tra.iisforma.~ões 

de rotação, trailslacão e escala como clesejaclo (Guilil & Nisoil, 1997). 

A energia total c10 moclelo Dual é clacla por: 

X 
E = -E,,,, (v,) S (1 - A )  E,,, (211) - N 

oncle EeXt é uma forma cliscreta cle (3.4): 

com poteilcial externo P cla,clo pela express2.0: 

O fator X em (5.7) é uni parâmetro ele sua.íiza.çáo tomaclo entre O e 1 (Guiiii & 
Nison, 1997). 



Com a energia interna clacla por (5.7) os problemas c0111 a forca normal interna 

são evitados uma vez que a curva t e m  agora a teilclêilcia natural a obter a forma ele 

um polígono regular em vez ele cola.psar para um ponto. 

Tal teilclêilcia tem também a proprieclacle ele limitar a forma ela curva clurante 

a sua evoluqào. E m  (C4uiin & Nisoil, 1997) os autores tomam vantagem clesta 

limitação ela forma clas snalte pam estabelecer uma correspoilcli.ncia entre os pontos 

clas mesmas. Tal correspoilclêilcia é usacla para clefiiiir uma força adicional usacla 

para retirar uma s d i e  de uni míilimo local. 

Téjamos esta forca em cletalhes. 

Força Adicional  e Míiiiiilos Locais  

Para compreei~cleriiios a utiliclade clesta forca. coilsiclereinos a Figura 5.2: 

Figura 5.2: Perfil cle energia.. 

Nesta figura temos u m  perfil ele energia (aqui represei~tacla em 1D por simpli- 

ciclacle) cla snake e vamos supor a mesma em uma. coilfiguração inicial com energia 

clacla pela altura cla posição 1. 

Esta figura permite i1ustra.r os priilcipais prob1ema.s associaclos aos métoclos ele 

mii~imizacão baseados em iilformaqões locais (stepest clesceilt, Euler Lagrailge, etc). 

Para clualcluer um clestes métoclos, o resultado final partindo cla posiqào 1 será uma 

coilfiguraçào coili energia clacla pela posicào 2, embora o resultado clesejaclo seja o 

correspoilclente ao poiito 4. 
A clificulclacle aqui es t i  no fato que estes métoclos ele otimizaçào, pela natureza 

local dos mesmos, ilào podem sciber que na posição 4 há um vale iliais profuiiclo que 

em 2. 

Aqui é possível apresentar a priilcipal coiltribuiçào c10 iiiétoclo Diial: usar duas 

silalies e com isto estabelecer um balailqo entre posicão e energia, a fim cle ter 

garaiitias ela globaliclacle da  soluqão eilcoiltrada.. 



,4ssim. se inicializarmos uma silalie na posicáo 1 e outra na posiqào G ela Figura 

5.2, clnailclo a priineira estabilizar seu movimeilto na posiçào 2 podereinos evoluir a 

seguncla ~nal ie  e cluaiiclo esta atingir o repouso coiilpasar a posiqào e d energia das 

snalies. Neste caso. a segunda silalte atingirá a posiqão 4 iiiclicaiiclo cliretaniente que 

a posicão 2 era um mínimo local mas não global. 

Tal análise é ilustrativa, mas ao mesmo tempo grosseira se lembrarmos cpe a 

energia (5.7) está clefinicla em espaco com climeilsão SN , oilcle N é o i~úmero de 

siiaxels. 

Neste caso, podemos ter cliias silakes parcialmeilte ajustadas ao coiltos~lo, mas 

em posições cle ecluilíbrio (mínimos local da  energia.). Certamente, uma vez que as 

si~alies te111 o mesmo número cle snasels, podeinos icleiitificar que as lilesmas estào 

distantes e que portanto ao menos uma está em u111 míilimo local. Escolliida uma 

snake para e\-oluir via algum critério a ser especificado, o próximo problema é coino 

saber automaticameiite qual silasel deve ser mo\-imentado? 

Para abordar esta cluestào propòe-se em ( Gnim & Nison, 1997: Guiln. 199Ga) 

um algoritmo guloso: movimentas-se inicialmente os snasels que aiimeiitaili menos 

a energia. Rigorosailiente, perde-se a garantia do ótimo com este psocecliimeiito. 

Na prática, aclvogam os autores em (Gunii & Nisoil, 1997; Gunil, 199Ga.)) que os 

resultados têm sido satisfatórios. 4 utilização cle algoritmos gulosos em silakes foi 

estucla.cla também em (Bulpitt & Efforcl, 1996). 

Para movimeilta.r os silasels de uma siialie retirailclo-a de um il~íiiimo local é 

necessário usar uma forca extra a clua.1 clenomii~amos F o ~ y a .  Adicxoml .  O efeito 

desta forca pode ser ilustraclo pela figura 5.2. Uma vez concluíclo que 2 nào é 
ótimo global, esta forca extra teria a fiiialiclacle ele p m a ~  a siialie para fora do \-ale 

correspoilclente ao ponto 2 até que a mesma atiilja a. posiçào 3 cluanc1o entào esta 

terá concliqòes de evoluir ilaturalmeilte em direção ao po11to 4. 

4 forca aclicioilal é clacla por: 

onde v: é um silasel c10 coiitoriio sendo processa.clo no iiistailte t ,  ei; é o contorno em 

repouso neste insta.ilte e g ( t )  é a iilteilsiclacle cla forca. 

O critério de paracla aclota.clo em (Gunil & Nisoil, 1997) é do tipo claclo pela 

espresão (3.38) : 

oiicle (5 é uni parâiiietso pré-estal~leciclo. 



A acluaçiio de evolução c10 métoclo Dual é fiilalmente cla.cla. por: 

onde F, 6 clacla pelo gradiente do poteilcial externo. 

O m6toclo Dual aqui clescrito é também clei~omii~aclo  conto^ 1 x 0  Atmo Dnal Base-  

ado em. Evoluçao para clifeieiiciar do Dual baseado em prograiiiaqiio cliiiâinica clue 

apreseiltaremos a seguir. 

O algoritmo corresponclente ao métoclo Dual clescrito nesta seçgo pocle ser su- 

marizaclo da seguinte forma. 

Algoritino 

Inicializaçào: Interação com o usuário para clefiilir snalíes iiiteraa e externa, 

Passo 1: Selecionar a siialte com energia (5.7) mais elevacla, 

Passo 2: Se o movimeilto clesta silalte satisfazer a coiicliçiio cle termiiiação aumen- 

tar a forca cle arrasto (5.10) até que o movimento cla s d i e  ultrapasse o parâmetro 

6 em (5.11). 

Passo 3: Quaiiclo a energia cla silalíe começar a decrescer, remover a forca cle 

arrasto e evoluir a siialie até seu ecluilibrio, 

Passo 4: Se as siialces ocupain a mesma posiqào. parai a c x ~ u q i ~ o .  Ca5o coiitrário 

voltar ao passo 1. 

Para comparar a posiciio clas silaltes no passo 4 acima é usado uma iioriila no 

espaco dos Descritores cle Fourier clas curvas; isto é, claclos dois contornos ZL e v a 

clistâilcia entre eles é clefinicla por: 

oiicle /i,, e v,, s5.o os Descritores de Fourier pa.ra. as curvas eL e tl. respectivamente 

5.1.2 Metodologia do Dual 

O método Dual evolucioiiário tem sua metoclologia f~~iiclaiimltatla mi três pontos: 

1) Balanço entre a energia cla silake interna e da externa para escollier a siialíe 

a ser processada, 

2) Critério para cleciclir cluais silasel de uma silalíe estd~ilizacla pocle ser moviclo, 

3) Critério final cle paracla: siialtes prósimas. 

Destes ítens, o mais crítico é o seguilclo. Isto porclue, se este critério não for bem 

clefiiliclo, porcões cle uma silalte já acomoc1a.clas sobre a borcla clesejacla poclem ser 

retiradas clesta. posição, o clue implica em perda de eficiência e performailce. 



5.1.3 AI-Snakes: Modelo de Forma Ativo 

O moclelo Dual da  seqào 5.1.1 i i ~ o r p o r a  um moclelo de forina local. 

Nesta seqão, a.ilalisaremos um ca,so onde o modelo cle forma é globa.1. Nosso 

ponto cle particla será o coid~ecimeilto a priori cle um protótipo c10 objeto, e o fato 

cle que a borcla. procurada é uma cleformação cleste protótipo. 

Assim, é natural que o moclelo de contorno ativo incorpore tanto a fic1elicla.cle 

ao cluailto seja iilvarimte pelas trailsforma.çÒes que geram as possíveis 

cleforma.ções c10 objeto. 

Em (I1) 8~ Shen, 1998) a iilva,riâilcia é por tra.i~sforma.çõe.r;.es aafiils sobre a. curva 

(trailsla.ção e transforma.qòes lineares não-singulares). Neste métoclo é clesenvolvida. 

uma. noção de curva.tura afim-iiivaria.ilte empregamda c01110 elemento de suaskaq.ão 

cla so1uçà.o e uma. eiiergia cle inoclelo que vincula. a. forma. da. siia.l;e a.o pi-.otótzpo em 

clues t 20. 

Para que o víilculo entre o protótipo e a. sila.líe seja estabelecido 6 ilecessá.rio 

uma corresponclêilcia. entre os pontos clo protótipo e da. silake, o que a.li6.s é uma. 

característica comum dos modelos de forma ativa (111 & Shen, 1998). 

Este métoclo é apropriaclo para segmentação cle cenas oilcle objetos com formas 

previamente coillleciclas foram cleformaclos por trailsforma,ções afins ou que possam 

ser a.proximc?.clas por uma secliiência de transformaçòes cleste tipo. 

Seja, por exemplo, uma secliiência de fotos cle um mesmo objeto tira.clas cle clife- 

rentes posiçòes. As tra,ilsforma.ções no ca,so siio 111-ojetizic~s as c1ua.i~ poclein ser apro- 

xima.clas por uma. secliieilcia cle trailsforma.çòes a,fiils. O objeto fotografa.clo (mais 

exa.tameilte, sua fronteira) nos fornece o protótipo. 

Neste caso. a. a,plica.çà.o da. no~ã ,o  cle iiwa.riâ.ncia tem a. fillalida.de de ma.nter 

ficleliclacle ao proto'tipo e às trailsformaçòes correspoilclentes, Ao inesilio tempo a. 

energia interna deverá. garantir também a. sua.s;iclacle ilecessásia. pa.ra. a. so1iiçà.o fiilal. 

Iiliciemos pela análise cla 11oçã.o cle curvatura inerente a.o inoclelo origiiial cle 

silaltes (seçào 3.1 ) . 

Curvatura 

Inicialmente, vej a.mos porque a curvat usa gaa~miaila. não é iilvasiante por trans- 

formações afins. Vamos retomar a clescriqão continua. pam curvas. 

Seja então uma. curva sua.ve 

Neste caso. a cur-\.atura ga.ussia,ila. k ( r )  é clacla por: 



.i- ( 7 )  ( r )  - s ( 7 )  Ll ( r )  k ( 7 )  = 

oilcle: 

iclem para y. 

Seja s o coniprimeilto de arco correspoilcleilte à, curva c. Ei1tã.o nós teremos: 

2 cls2 = (dx) + ( d U ) 2  , 

Assim a expressão (5.13) pode ser reescrita como: 

oilcle: 

Vejamos como nizg e dist se comportam sob trmsformaqões afins. Seja eiltiio: 

a curva c trailsforinada. pela trailsformação afim clefinida pela matriz clua.dra.cla. de 

orclem 3 c10 lado direito desta igualclacle. Então, um cilculo direto mostra que: 

é traixiformado cla seguinte forma: 



Esta expressão mostra que o valor cle cing é simplesmeilte alterado por um fator 

cle escala linear dado pelo cletermiilante cla ma.triz que clefiile a tsaiisforiila.~ào. Para 

clist teremos: 

e a,ssim teremos: 

o que mostra que o valor cle clist é alteraclo cle forma não 1inea.r por tramformações 

afins e assim Sist não pode ser torilaclo a.fin-ii~varimte esceto em situações espe- 

ciais. Logo, fica cleinoilstrado que a curva.tura Gamsiana não 6 afin-invariante, e 

coilsecliieiltemei~te o i~ioclelo origiiml cle sila.kes (seçào 3.1 ) também 1150 (vej a que a 

curvatura Gaussiaila aaparece esplicitanente na ecluaqào (3.8)).  

Área obtida da curvatura é afim-iiivaiiaiite 

Iramos mostrar agora que uma versáo cliscreta para (112) ( íng é a área de uni 

triângulo clefiiiiclo por três vértices da cur-\ia c. Seja eiltào as aprosiixtçóes das deri- 

vadas em (5.13) por clifereqas fini tas: 

z (r) - z (r - AT) 
i (7) = 

A r  , 

. .7: (7)  - 2.7: (r - A r )  + x ( T  - SAT) ? ( T )  = 7 

LTsaiiclo estas aprosimaçòes poclemos escrever o iluilieraclor da ( ~ p r e s s à o  (5.14) 

cla seguinte fosiiia: 

o qual é a área do triâilgulo formaclo pelos vértices: 

(x (7 - SAr)  , y (T - 2A-r)) , (x (7 - A r )  , y (7 - AT)) ; (x (7) y (T) )  . 
Vejamos como se comporta a área clacla por (5.20) sob trailsforma.çòes afins. 

Neste caso teremos: 



Espressailclo agora 5.22 acima em função da área original ares,,, obteremos: 

Esta espressào mostra que a k e a  de qualquer triângulo. cluanclo apropriaclamei~te 

ilormalizacla. 6 iiivasiailte por trailsforma~òes afins. Coni isto estaiiios eili coilcliqões 

cle definir unia eiicrgia interna iilvariante por estas trailsformaq6cs. 

, (5.21) 
1 

c~recr~,,, = - 

Energia Iiit eriia 

A energia. iilterna cla AI-siialíe é dada pela seguinte expressào: 

esta área trailsformacla de acorclo com a expressão 

x (q ) .x ( 7 2 )  x (73 ) 

y (71) Y ( 7 2 )  Y ( 7 3 )  

1 1 1 

onde E,,,,, e El,,o,l,lo são claclos como segue. 

Para clefiilir o primeiro teimo retomemos o resultado (5.23) e através dele clefi- 

ilamos uma iloqào de curvatura baseada em área e que seja afiiii-iin-arialite. 

Algumas coilsicleracões iniciais clevem ser feitas. Seja iilicialmeilte a Figura 5.3. 

Uma vez que teiicioilamos usar área para. definir curvatura e por sua vez o terilio 

cle suavizacào E,,,,, em (5.24) devemos estar coilscieiltes que miiliiiiizar este termo 

de energia implicarei em miilimizar área e portanto clevemos nos precaver qiianto às 

situacões na Figura 5.3. ( c ) .  Felizmente, esta possibiliclacles ficam clescart aclas uma 

vez que o efeito dos outros termos cle energia e da clireçào cle busca inostracla na 

Figura 5.3. (a)  impeclem que a mesma ocorra (111 & Sheil, 19%). 

Baseados nestas idéias o termo de suavizacão será clefiiliclo por: 



Figura 5.3: Coilfigura@es possíveis para vértices vizinl-ios. 

E,,,,, = C e,,,,, (v;) . 

seido a um parâilietro, AREA,,,,, a á.rea ela snalíe lia presente iiiteraqao. a clual 

pode ser calculacla por: 

-ilRE-4,,,,de/, é a area c10 protótipo (moclelo) e (1 é uma coilstaate represei~tanclo 

a méclia elas distâncias entre os snasels i10 protótipo. Pelo resultado (5.23) segue 

cliretaineilte que E,,,,L, 6 afim-iiivariailte. 

O termo E,,,,,lel, em (5.24) é clefiiliclo para garantir a ficleliclacle ao protótipo em 

cluestão. Este protótipo, cleiloiniilaclo c,,,~~~,,,, é clefiiliclo por uma poligoilal fecliacla 

clacla pelo conjunto de pontos {TVi = (z,, y;) li = O,  ...., N - 1) . 
A snake c,,,,ke pode ser vista como uma versão cleforma.cla e afim-trailsformacla 

c10 protótipo ~ ~ , ~ t ~ ~ ~ ~ ~ .  Uma vez cleterminaclo a correspoilclêilcia entre os pontos ele 



c ; , , , ~ ~ ~ ~ , , ~  e os pontos ele csllokt. é possível coi1ipara,r O protótipo transforiiia.clo com a 

silake atual (Figura 5.4 a seguir). 

O protótipo trailsforma.clo é clenomii~aclo c,/,,l,,,l, e é obtido pela espressào: 

oilcle a matriz -4 representa uma trailsfornmcão afim. 

A idéia central 4 obter uma energia cle moclelo que aumeiite caso a fo1.m.a ela 

silake se afaste daquela c10 protótipo trailsforiliaclo seguilclo a expressão (5.28). 

Uma vez que a área de um triângulo pocle ser coii~reilieilt.eiiiei~te iiormalizacla, 

para torna-se afin-iiivariante clefii~e-se a energia baseacla t a i d ~ é m  em área. 

e ecl~~i- Da. Figura 5.4 iiós vemos que o processo cle toriiar I< próximo de T T . ~ ~ " ' " " " ~  ' 

valente a fazer as áreas totais dos triângulos definiclos pelos poiitos (TT;"l',"l'""". I ;. T ~ T ~ ~ " " " ~ ' "  
e ( ~ , y ~ o / r  nliodo 1.7 ~ c i / i i t h ( i d o  

) 
r 1 )  &+I ) prósimo cle zero. A eilergia E,,,,,I,I, pocle portanto ser ele- 

fiilicla por: 

Energia Externa 

Uma vez que nos propomos mailter uma certa ficleliclacle entre a silalte e o 

protótipo clevemos definir a energia esterim em coi~formiclacle c0111 esta proposta. 

Isto pode ser feito usailclo-se iilformacões clirecioilais do graclieilte. Para cada s i m  

sel. a energia externa ser& definida pelo produto interno c10 vetor liormal à silake 

com a clireqão do graclieilte, pesado pela magilitucle do graclieilte em questão. Assim 

teremos: 



L 

tal que: 

Figura 5.4: Comparação entre a silake e o protótipo aliilhaclo. 

onde 71 (v;) é a normal à silalte no ponto v; tomacla com senticlo pa.ra. o interior da 

sllake. 

Energia Tot a1 

A energia to t a1 usada no AI- Silalte é fiiialmeilt e clada. por : 

onde a,@ e y sào os parâ.metros do modelo, a serem estabeleciclos ci. priori. 

O problema ele correponclêilcia entre a silake e protótipo é tra.ta.clo em cleta.lhes 

em (I11 & Slleil, 1998). Nào abordaremos este problema nesta apreseiltaq5.0. 

Uma vez cleteriliii~aclo esta corresponclêilcia., é iilieclia.to obter a trailsforma.çào 

afim que melhor relaciona as cliias curvas. 

Seili p d a  de generalidade, vamos supor que o po11to T/T;+,, = ( u,+,, . i),+,, ) do 

protótipo correspoilcle ao po11to v, = ( s i ,  y , )  da snalíe. Eiitào, procureinos uma 

matriz -4 clue iniiiimize o erro c;l claclo por: 



onde -4 é a matriz que representa. a traiisformaqáo aafim 13rocura.da. e: 

211+30 112f30 '11hr+30 

I ( v . 0  w 3 0  v h 7 ~ ~ ~  1 (5.36) 
1 1 1 

são as matrizes dos poiltos da s d í e  e c10 protótipo respectivamente. A solução 

de (5.34) fornece a trailsforma.çâo afim que melhor relacioila a siialíe e o protótipo 

seguilclo o critkrio cle iiiínimos c~ua.clraclos. Esta solução é dada por: 

T -1 
-A= ( Q ' Q T )  (QQ ) . 

5 . 2  Modelo Dual Baseado em Programação Dinâmica 

Na seção 5.1.1 clescrevemos um métoclo Dual baseaclo na ecpação cle evolução 

(5.12). Nesta seção cliscutiremos unia versão do métoclo Dual cleseilvolvicla em (Gu- 

nil, 199611) a clual é baseacla nos conceitos cle programação cliilâmica cliscreta. apre- 

sentaclos n a  secão 4.1 c10 capítulo anterior 

Coilsicleremos inicialmente uma situa.çã.0 como acpela cla Figuia 4.1 oiicle supo- 

mos que a boscla cle interesse está no interior da região limitacla pelas duas curvas 

clestacac1a.s. 

Procecleilclo esatameilte como na secão 4.1 vamos montar o espaqo cle husca 

estal3eleceilclo iiiicialineilte uma correspoilclêi~cia m t r e  11; poiltos eii1 cada cur1.a e 

e111 seguicla conectailclo estes pontos com seginentos de retas cliscretizaclos ein !\d 

poiitos (Figura 4.2).  O espaco cle l~usca final coiltém 1YAI pontos. 

O algoritmo de busca c p  passamos a clescrever é clei~oi~~ii~aclo Viterbi (Gu- 
ilili 199613; Bamforcl & Lovell, 1995). Este problema tem as características dos 

117-obleincis cle decisio f ini tos em 17~ulti - esthgio al~orclados ila seção 4.1. .4 única 

clificulclacle é que procuramos agora coiltornos fecl~aclos e não abertos como foi o 

caso da cliscussâo no capítulo anterior. 

Para lidar com coiltoriios fecllaclos a solucão aclot.a.cla é usar duas buscas (Gunil, 

l996b). Na primeira, escolhem-se dois segmentos a.clj aceiltes no espaqo de busca e 



então faz-se uma busca (e~~uaçci.0 (4.8)) para obter o contorno aherto Ótimo para 

estes segmentos ( Figura 5.5.(a)). 
c .O pa.ra. "R111 os Em seguida. c~scoll-iem-se dois pontos no meio da. primeira. soluçi 

pontos iilicia.1 e filial para. a. próxima busca. Aplica.-se a. expressão recursiva. (4.8) 

ilovaineilte pa.ra. ei1t.à.o obter a. solução fiila.1 (Figura, 5.5. (11) ) . 

Figura 5.5: Programação Diilâ,inica para contornos fechados 

O fuilcioiial de energia para, os contornos allxrtos é c10 tipo clacluele a.presentac10 

em (4.2) e teni a seguinte forilia (Guilil, 199611): 

Como já dito acima, a selacão de recorrêilcia correspoi~cleilte a ser usacla tem a 

forma clá.ssica. c1a.cla por (4.8). 



5.3 Métodos envolvendo mudanças Topológicas 

Ailalisaremos iiesta secào dois moclelo a.lterilativo que teiii a finaliclacle clc corrigir 

as limitacòes topológicas do moclelo original. 

5.3.1 Método dos Conjuntos de Níveis 

A idéia. ceiitral iiesta formula@í.o, cl~amacla Conjunto d e  1Vi~iel:a (Leve1 Sets) (Ma.1- 

lacli e t  al. . 1995), é represeiitar a siiake como o conjuiito de nível {.r E ')S21G ( , r )  = 0) 
cle uma. fuiiqão G : !R2 + R. 

Esta icléia tem sua origem nos trabalhos eiivolveilclo propaagaçào de iiiterfaces 

em física de iiia.teriais onde uma frente (moclificação do meio) se clesloca alterando 

o inesmo (Setliiaii, 1988). Por este motivo a terminologia usual desta formulação 

(implícita) para coiitoriios ativos usa o termo f~eizte em 1uga.r de silalie. 

Sejam eiitão uma fuiicão G, a qual assumiremos agora clependeiite do espaço e 

também c10 tempo: 

tal que a frente ein questão. no instalite t = O seja dada por unia cun-a c: 

O próximo pa.sso será eiicoiitra a partir destes elementos uma foriiiulacão Eule- 

riana para o movimento da freiite c. 

Seguindo o trabalho de Setiail (I\/Iallacli et al. , 1995) vamos supor que a frente 

se propaga ao longo da sua direção iiormal coin velocidade 3. oncle 3 pode ser 

uma fuiqão cle vários elementos iiicluiiiclo curvatura, clireciio normal, etc. 

A Figura 5.6 ilustra. o problema para o caso oiicle a f ~ ~ i i ç à o  G tem a forma inicial 

de um parabolóide e a curva clefiiiicla pela expressão (5.43) tem a forma de uma 

circuilfereiicia. 

Nestas coiicliq6es. iiecessitainos cle uinaecluaçào para a evoluqiio ela f~~ i iqào  G ( .c ,  t )  

a clual coiiteiii o iiiovimeiito de c ( .s , t ) como o coiijuiito de nível dado por: 

c ( s , t )  = (xIG ( x , t )  = O ) .  (5.44) 

Seja eiitão z ( t) ,  t E Rf a trajetória de um poiito ela freiite cpe se propaga. Isto 

é, 2 (t = 0) é 11111 ponto lia frente inicial c (s, t = O) e s, = 3 (x. t )  coiii o vetor zt 

normal à freiite no poiito z (t) .  Uma vez que a fiiii$io G é sempre zero sol~re a. 

freiit e, nós clevemos ter: 
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Figura 5.6: Método dos Coiijuiltos cle Níveis. 

G (z ( t )  , t )  = O. (5.45) 

Supoilclo G clifereilciá.ue1 teilclo zero como um valor regular. o Teorema da Fuilcão 

Implícita nos permite derivas (5.45) com relaçào ao tempo para obter: 

oiicle .r, é a ~ t h  compoileilte cle .r. Lembrailclo que o somatório na última espressào 

é esatameilte o procluto escalar entre o gradiente (com relacão a s)  de G e o vetos 

velociclade poclemos escrever: 

obtemos fiiialmeilte a ecluacào procu~acla~: 

oiicle F = IIE1I1 . 

A ecluaqào (5.48) tem como concli@io inicial a fuiiçào G (s, t = O )  a qual deve 

ser clefiilicla. a. priori. Para certas escolhas cla. fiiiiçiio de velociclacle F esta ecluaqào 



assume a forma de uma ecluaç5.0 de Hamiltoil-Jacobi, bem coilheciclas em mecânica 

clássica (Golclsteiil, 1981). 

O coilcliç5.0 inicial C: (x ,  t = 0) pocle ser clefiilicla. ilatura.lmeilte pela expressão 

onde d é a clistâilcia de .z. a c (s, t = O ) ,  e o siiml iilclica se o po11to é interior (-)  ou 

exterior (+) à curva inicial. 

Existem cluatro vant agem clest a formulação Euleriana baseacla na  ecluação ele 

Hamilton-Jacobi acima. A primeira elo fato de que a f ~ ~ n c ã o  G (z ,  t )  sempre 

permanece uma f ~ ~ i l ç ã o  clifereilciável clescle que F seja suave (Mallacli et al. , 1995). 

Coiltuclo, o conjunto ele nível {G ( z ,  t )  = O), e portailto a frente c (s, t )  pode muclar 

a topologia, clivicliilclo-se ou agreganclo-se, clurailte a evoluqào da flmqào G ( . r , t )  
(Mallacli et al. , 1995), iilcorporaiilclo operações topológicas iiaturalmeilte. 

,A seguilda I-aiitagein diz respeito à ailálise ilumérica. Se G (x, t )  permaiiece uma 

f~mção clifereiiciável cluraiilte sua evolução, nós pocleilios usar clifereiiças fiilitas para 

cliscretizar a ecluaçào (5.48) tanto no tempo clua.ilto no espaço. 

Coiltuclo, a tkcilica correta para aproximar as clerivaclas espaciais na cquaqão 

(5.38) vem de uma coilcliqão ele eiltropia apropriada para frentes propagaiiclo-se, 

a qual é cliscuticla em cletalhes em (Sethiail, 1996). Uma coilclição de entropia 

comumeiite usada é a seguinte: a m a  vez  que um powto foi queimado,  ele permanece 

queimado; isto é, se u m  ponto se tornou iilterior à frente então ele permailecerá 

interior clurailte toda a evolução cla mesma (R4allacli et al. , 1995). 

Para obter u m  esquema numérico para cliscretizar a ecluação (5.48) que respeite 

esta coilclição de eiltropia usa.-se técnicas em leis de comeruaçiio hipe.rbólzca,s. E m  

(Sethiail, 1996) eilcontramos uma cliscussào cletalhada a respeito. 

A terceira vantagem clesta formulac50 implícita é que a geometria intríilseca da  

frente pocle ser facilmente cletermiilacla a partir ela f ~ ~ i l ç ã o  G. Por esemplo o vetor 

normal à heiite a curvatura da mesma são facilmeilte ohticlos pelas espressòes: 

respectiva.il~ei~te, onde o graclieilte e o operaclor divergente (V.)  são todos calculaclos 

em relação a a .  

Por fim a última va.ntagem é que não existe clifereilqa sigiiificati~ra em seguir 

frentes em 2D ou 3D. Para isto basta esteilcler as estruturas de claclos e os operadores 
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diferenciais. Assim, superfícies em propagação são facilmente formu1a.cla.s atra.vés cle 

uma ecluaçã,o ail&loga a (5.48). 

Extração de Bordas 

Nesta seqão. nós descrevemos como a formulação acima pode ser usada para 

estraçào cle bordas. 

Primeiraiiiente. notemos que a frente é uma curva que evolui no tempo. Uma vez 

que a icléia 4 extrair borclas em uma clacla imagem, a frente deve ser forçada a parar 

na vizinhança cla borcla clesejacla, analogamente ao que apresciitamos para as snalies 

paramétricas já cliscuticlas. Assim, o problema está em coino defiilir aclec~uaclaiiie~~te 

a funçã.o velociclacle F n a  equação (5.45). E m  (Setliiail, 1996) eilcontramos uma 

discussão cletalhacla a respeito. 

Uma possibiliclacle interessante para F é cliscuticla em (Sapiro, 1997) senclo clacla 

pela espressão a seguir: 

uc: ac: 
ut = 1 1 ~ ~ 1 1  v (gcinza (1) T I  I I ~ G I I  

oilcle gcI,,,, ( i - )  + O se 1- + Sm. 

Nesta espressào. o seguilclo termo da seguilcla igualclacle clirige a frente para as 

fronteiras dos 013 j etos, isto é, para OS vales cle gC,,,,, . O primeiro t ~ r i n o  incorpora 

esplicitameilte a curvatura (veja ecluação 5.3.1) teido o papel cle suavizar o resultado 

final (Mallacli e t  al. , 1995; Set11ia.11, 1996). 

O métoclo dos coiijuntos cle níveis cla seção anterior tem em sua base teórica 

elementos de geometria e topologia diferencial (geoclésicas. Teorema da Funçào 1111- 

plícita, etc).  

O métoclo das T-Silakes (McInerney Sc Terzopoulos, 1995; i\/lcInerney, 1997) que 

passaremos a apreseiltar agora aborcla. as cluestões topológicas 11~111 outro contesto. 

.i idéia fiiiiclaiiiental é coil~erter o probleiila para o coiitesto da Topologia Co111- 

biilatória a fim de obter uma formulacào parainétrica com halilicla des topológicas 

para as s~ialies. 

No caso dos conjuntos de níveis inicializamos o métoclo clefiiiiilclo a fuilção G a 

qual tem a snake inicial como coiljunto cle nível e zero como u m  valor regular. 

No presente caso, vamos construir uma f ~ ~ n ç ã o  linear por partes y clefinicla sobre 

uma triangulaçào c10 plano e cuja solucão para x (z) = O correspoilcla à snake. 



Tendo como base o Priilcípio Door-111-Door-Out cla seç5.o 4.3, poderemos aplicar 

o algoritmo clo final cla seção 4.3.2 (Algoritmo Door-111-Door-Out ) para obter cacla 

uma clas compoileiltes coilesas da silake resolveilclo assim as muclailças topológicas 

(splits e merges). 

A f111lqã.o linear por partes em cluestão é cleilomiiia.cla fwução ca,racte~.hst%cn em 

(h/lcIileriley S.: Terzopoulos, 1995; McIilerney, 199'7) poclenclo ser clefiilicla por: 

A : D C 8% {O, 1) (5.51) 

tal que: 1 (11) = 1 se 11 E O e (11) = 0, caso coiltrário, onde 11 é um nó da malha. 

Para coilstruir esta fuilqão o métoclo usa.clo consiste primeira.mente em projetar 

a.s curvas (silakes) sobre a triailgulação usada como mostra a Figura. 5.7 a. seguir. 

Figura. 5.7: Silake projetada sobre uma tria.ilgula.ção do tipo Coseter-Freucleilthd 

Os pontos assim obticlos serào usados posteriormeiite para clefiilir os silasels da 

silake. Feito esta projeção a cletermiiiação de 1 pocle ser feita por um algoritmo c10 
tipo scan liile (Rogers, 1985). A Figura 5.8 é um exemplo cle como a fuilção 1 e o 

algoritmo cla seção 4.3 fornecem imturalmeilte o merge eiltre duas curvas. 

Figura 5.8: blerge entre cluas curvas. Nós iliarcaclos sào a.clueles oilcle tem valor 1. 

Nesta figura. os nós mascaclos são aqueles oilcle a fuiiqã,o característica tc-iii \ d o r  

1 e os clemais oilcle esta f1111~ii.o tem valor 0. Aplicando o a.lgoritmo Door-Iii-Door- 

Out, obteremos ao final a secliiêilcia dos triângulos de borcla. O merge entre as 

curvas pocle então ser represeiitaclo por uina poligonal fecllacla coilticla na  região 

clacla pela união destes triâilgulos. 
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Observe que não precisamos c1eterinina.r precisamente a so1uçà.o de 1 (n.) = 0. O 
que precisamos é a segiirailca cle que a secliieilcia a.resta-triâ.ilgulo-a.sesta obtida pelo 

algoritmo é cíclica e finita, e assim, que o métoclo é coilsisteilte. Estas proprieclacles 

foram apreseiltaclas no final da secão 4.3 e são f~~ilcla.ineilta.is para o métoclo c1a.s 

T-Silalies. 

Além cla tria.ilgu1açã.o c10 espa,ço (no caso, o 3'); cla projeção cla silalie e da função 

característica, um outro compoilei~te c10 métoclo das T-Silakes é um inoclelo discreto 

de contorno ativo, o qual passaremos a definir agora.. 

Modelo de Silalce 

A T-Silake. assim como o contorno ativo Dual descrito acima. é clefiilicla por uni 

conjunto cle 17\' pontos (silaxels) cujas posições {i!, = (.r,. y, ) , i = 0. . .. , :7\' - 1). sào 

coilectaclas em seclUSiicia formailclo uma curva fecl-iacla. 

Cacla par cle pontos coilsecutivos v,, v,+l é cl~amaclo um "elemento c10 inoclelo ". 
Os pontos cla, snalte são supostos ligaclos por molas as cluais são clefiniclas por 

uin parâmetro cle elasticiclacle a ,  e um comprimeilto ilatural I ,  , isto é, a silake 

resiste a espailsiio ou compressão somente cluanclo a clistâilcia entre silaxels Ilr(t)ll = 

I I V , + ~  - v, 1 1  é maior ou menor que 1,; respectivamente. 

Assim, clacla a cleformação e,  = Ill-;(t)ll - l , ,  11Ós clefiniinos a força de tensão 

correspoilclente pela espressão: 

Uma vez que o coiljuilto de silasels e molas i ~ à o  permailece coiistante. o coinpri- 

meato cle repouso clas molas no iilstailte t é clefiniclo em terinos dos coiiipriineiltos 

clas molas no iilstante anterior t - At. Isto fornece ao moclelo o coinportameiito de 

um material com viscoelasticiclacle não l i d a  (i'\/IcIileriley, 1997). 

Ein aclicão à forca (5.52) é coilveilieilte clefiilir uma forca cle rigidez para miiliin- 

zar as curvaturas locais cla silake garantiilclo suaviclacle lmra a. solução. Esta forca. é 

clefiilicla da seguinte forma: 

a qual atua. no senticlo de miilimizar a. clistâ.ilcia entre um ponto v, e o ceiltróicle do 

segmento clefiniclo pelos seus vizinhos. 

O inoclelo tem também uma forca normal: 



onde s ig  (11,) = -1 se I (v, )  < T e szg ( u , )  = 1 caso coiltrário (T 6 um limiar para a 

iilteilsiclacle de imagem previamente cletermiilaclo). 

Na espressào 5.54. 12, é a normal ao vértice v,  e k é fator cjue define a inteilsiclacle 

cla força. Esta é uma força tipo balloon (secão 3.4). sendo usacla para pusar a silake 

e111 clireçào às borclas dos objetos procurando evitar que a silake pare eiii regiòes 

onde o campo estesilo é nulo. 

Outra possililiclacle para clefinir o sinal da força normal é usar estatísticas da 

imagem para clefiilir a fuilção s ig  (v,): 

s ig  (v;) = 1 se / I  (v;) - 5 a, 

O ,  caso contrário, 

oilcle / L  e a são a média e variâilcia ela imagem, respectivamente. 

4 s  forças claclas (5.52)-(5.54) são forças iidxmlas. 

As forças externas são clefiiliclas em fuilçào das características ele iiiteresse na 

imagem, no caso, horclas clos objetos da cena. Uma possil~iliclaclc é clefiilir o campo 

externo atrav6s clo gradiente do poteilcial usual: 

ou ele uma normalização c10 tipo clacluela usacla no Ballooil (seção 3.4): 

oilcle TF é nm lililiar previa.mente estabeleciclo e X é um fator de escala para a forca.. 

A ecluação cle evolução para a T-Sidíe  é fiilalmeilte cla.cla por: 

Durante a evolução cla T-Silalce alguns nós ela, malha. torilam-se interiores à mes- 

m a  (supoilclo espaxtsão). Estes nós são clei~omii~aclos n ó s  queimados,  em analogia 

ao métoclo clos coiljuiltos cle níveis ela seção 5.3.1, o qual inspirou o presente métoclo 

(McIileriiey, 19917'). 

Para evitar os problemas coilheciclos pa.ra evolução de curvas na clireçào ilormal 

(cleseilvolvimeilto siilgulariclacles) o método elas T-Sna.lies adota uma coilclição ele 

t -n t~opiu  c10 tipo cla usada no métoclo clos coiljuiltos ele níveis (i\/IcIileriiey, 1997): 

1rm.a vez que ,um. nó é queimado,  ele pel-m.anece~á qsreimado. 



Esta condição tem também a fiilaliclacle cle permitir a clefiiiiçào de um criterio cle 

parada eficiente (claí o nome entropia). Neste sentido, primeiramente define-se uma 

t ~ - m p t 9 - ~ t z l r c r  para cacla silasel a qual 6 o i~úmero de deformações que o triângulo 

em que o elemento cle modelo correspoilcleilte se encontra permaileceu como um 

triângulo de borda. 

Uma T-Silalie 6 coilsiclera,cla em ecluilíbrio cluailclo a temperatura cle todos os seus 

silasels ultrapassar uni limiar cleilomiilaclo ponto de congelamento (6 eezzlzg 110 nzt ) . 
Este limiar é estabeleciclo empiricamente. 

A coilclicão cle entropia acima torna esta clefiiliqão mais eficiente como critério 

cle parada, pois c10 contrário uma silalie pocleria oscilar, espailcliilclo e contraiilclo, e 

assim o ilúmero de iilterações necessárias para atingir o equilíbrio pocleria ser muito 

alto. No entanto, esta coilclição limita o movimeilto cla s d i e  o que pocle trazer 

clificulclacles como veremos a seguir. 

Uma vez que a T-Silalie atingiu o ec~uilíbrio, a iilalha correspoilcleiite à clivisiio 

simplicial pocle ser descartada e a silake evoluir como uma silalíe discreta seguilclo 

a equação (5.56) 

Atual ização da f i i ição Carac ter í s t ica  

40 final de cacla passo de evolução cla snalie, devemos atualizar a f~iilç%o ca- 

racterística definida. em (5.51). Isto é ecluivaleilte a. cletermiilar o coiljunto de nós 

cla malha que foram clueimaclos clurante a evolução cla silalíe. Passaremos agora a 

clescrever o algoritino correspoilcleilte (i\/IcIileriley, 1997). 

Cada elemento cle moclelo (par cle silasels coilsecutivos) pocle ter passaclo sohre 

ileill-ium apeilas um ou vários nós clurailte sua evolu~ão. Inicialmeilte, para cada 

elemento de moclelo i ~ ó s  forina.mos u m  polígoiio usaiiclo a. atual posicào e a 11osiçã.o 

anterior. Este polígoilo permite facilmente cleteriniilar os nós que podeili ter sido 

cpeimaclos (Figura 5.9). 

Figura 5.9: Polígono coilteilclo nó interior (clueimaclo). 

Para cada nó no interior c10 polígoilo nós particioilamos a. imagem em 4 suhes- 
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paços a.tra.s;ci.s c1a.s sem-reta.s iilclicacla,s ila Figura 5.10: 

Figura 5.10: Subespa,cos usa.clos para. classifica.$io cle nós. 

Estas liilhas são cleilomiilaclas L 1  e L2 na figura acima e são foriliadas ligando o 

siiasel pl com o iió e o silasel p2 com o nó L J ,  respectivailieiite. 

Durante um passo ele evolucão, pl e 212 siio movidos para 1101-as posiqòes pl,, 

e pzn respectivamente. O passo máximo de cada silasel é restringido a um valor 

muito menor que a cliineilsão clo clomíiiio d a  imagein evitczilclo assim comportaiiieiltos 

clegeneraclos. Com isto, poclemos assumir que pl,, e pz, podem estar em clualcluer 

u m  dos 4 siibespa~os ela Figura 5.10. Portanto, temos um total cle 16 possil~iliclacles 

a coiisicleras iiiostraclas nas Figuras 5.1 1. (1)-5.11. ( 1 6 ) .  

Os cluatro pontos pl ,  p2,p17, e ]3zn forinaili O polígoilo fecl-iaclo Q que pocle ser 

convexo ou 1150 (Figura 5.11 ) . Vejamos duas clefinições iniy ortailtes ( AilcIiieriley, 

1997) .  

( I ) .  Um. 2 1 o ~ ~ t o  13 é dzto irxte~ rol ao poli'gono Q se '1~m rabo pa? t m d o  de p irêtercepta 

exa tamente  um.a aresta de Q o u  exatamente  3 aresta de C), o u  se 21 pertence à 

polzgonal de.firz~,dn pelos ~ ~ é r t z c e s  de Q .  

(2). Um raó da  m a l h a  v é dsto "qic.erma,do " se ele for l m t e ~  rol- ao poligo~ao Q . .  
De acorclo com estas clefiilicões, vemos que os casos ( 1 ) ;  (2);  ( 7 )  da Figuras 5.11 

classificam v como clueimaclo eilcluailto que os casos ( 3 ) - ( 6 )  e ( 8 ) - ( 1 2 )  classificariam 

v como 1150 clueimaclo. Assim, a simples classificação de pll, e 112,~ eiii niii clos 

subespaqos cla figura 5.10 fornece imecliataiiieilte se v foi clueimaclo ou não para a 

maioria clos casos. Os casos com aiiibigfiiclacle (casos ( 1 3 ) - ( 1 6 ) )  iiecessitain de um 

teste aclicioilal (McIileriley, 1997).  

Algoritino das T-Siialces 

Fiilalmente, pocleinos alireseiltar o algoritmo elas T-Silalies como segue (McIiier- 

ney, 1997) .  

Algoritmo: 

Iilicializaqão: Projetar as silakes iniciais sobre a. malha 

Atk que o ponto de congelamento seja. atiiigiclo: 



Figura 5.11: Possíveis casos para c1assificaqci.o. 



1. Computar as forcas internas e externas e atualizar a 1sosicã.o elos silasels cle 

acordo com a equação (5.56). 

2. Coiliputar as iiltersecòes entre a malha e os elementos de moclelo. 

3. Atualizar a fuilqão ca.racterística clefiilicla pela ecluaçci.~ (5.51). 

4. Usailclo a f~1ilq.50 característica cletermiilar o correspoiiclente coiljuilto de 

triâilgulos de borda usailclo o algoritmo Door-111-Door-Out. 

5. Para cada aresta cla seqiiencia cle arestas obtida escoll-ier uin ponto dentre 

os calculados no ítein 2 para ser um novo silasel. Se ilào l-iou~-er iieiilium, criar um 

po11to na aresta em questão. Descartar toclas as outras interseqòes. 

6. Atualizar temperatura. dos silaxels. 

Apesar cle suas habiliclacle topológicas, o método clas T-Silalies tem &ias limi- 

tações. Uma vez que este métoclo é ceiltral para nosso tralsall-io faremos a seguir 

uma cliscucão destas limita~ões. 

Limitações das T-Siiakes 

Em (McIileriley, 199'7) algumas limitaqôes cla T-Silalíe sào discutidas e algumas 

soluções propostas. 

O primeiro ponto 4 a restriqào à evolução imposta pela coilcliqào ele eiltropia 

usada: "se uni nó é clueimaclo ele permanece clueimaclo". 

Esta política é I-ailtaj osa para miiclaiiças topológicas mas tein a desvaat agem 

de limitar a evoluqào cla silalie em apeilas espaiqào ou apenas contraqão, mas 1120 

ambos, o que pode clificultar a iilteração com o usuário caso esta se torne necessária. 

Uma p o s í ~ ~ l  mluç5o para este prolslema seria reverter a clireçào de evolução 

ocasionalmeilte por u m  peclueilo intervalo ele tempo (McIneriley, 1997). 

A resolução cla mall,ll-ia controla o grau da  flesilsiliclacle geométrica da T-Silalie. 

Se o objeto de interesse contém caviclacles profuilclas ou protulserâilcias finas, a 

resolucão da mall-ia deverá ser fina suficiente para permitir que a T-Silalíe se acomode 

à borda clesej acla.. 

Contudo, uma vez que estamos usaiilclo triailgula@es regulares tal proceclimei~to 

implica em um i~úmero escessivo de silaxels em regiões com baisa curvatura trazeilclo 

problemas ele perforiilai~e. 

4 utilizaqào de métodos adaptativos (Berger, 1986) seria uma soluqào caso pude- 

cemos saber automaticameilte onde a malha necessita ser refiilacla, o que na prática 

é clifícil. Na .;eçào ?? iilclicaremos uma possível soluqão para este prolslema base- 

acla em uma metodologia que parte de uma ilialha mais grossa, refiiiailclo-a até a 

resolucão clesej acla. 

Outra limitação da T-Silalíe relacioilacla com nosso tralsalho é o fato clo métoclo 

de reparametriza~ão cla silalíe (projeqão sobre a malha) ser estríilseco, isto é, ele- 

lse~lcler não someilte da  forma elo contorno mas também ela maneira como o espaço 



foi clil-icliclo (clecoinposição simplicial) bem como da posição da silalce nestc espaço. 

Este ponto é menos prol~lemático para a T-Silalíe uma T-ez cliie sua el-oluqào não 

é baseada esplicitainente ila minimização de u111 f~~ilcional de eilergia e aclotainos 

uma coilclicào de entropia. Apesar disto, tal reparametriza.çiio perturba a siialíe. 

E m  última aná.lise, este proceclimeilto de repc2i.ametrização é o motivo pelo qual a 

T-Snalte não é em geral u m  bom métoclo de  fiila.liza@o esigiildo que, após sua esta- 

bilização, a malha seja clescartacla e a silalce evolua iilclepeilcleilte cla triailgulação. 

Esta reparametrização implicaria também na  não-iilvariância cla energia interna 

por transformações cle trailslação e rotação uma vez clue OS silaxels clepeiiclem cla 

posição cla silalíe no espaço. 

Outro aspecto relacioilaclo à clecomposiçiío c10 cloiliíilio se refere ao viés, lia cli- 

seção da cliagoilal sec~iilclária. de uma triailgulação como a da Figura 5.7 . Isto 

~ r o v ~ i n  da 011sei.1-ação de que a silalte terá meilos silasels em rcgiòes aprosimacla- 

meiite paralelas à cliagoilal, o que vai se refletir nas forças internas correspoilcleiltes 

(espressòes (5.5%)-(5.54)). 

Uma fori~ia. de e\-itar este problema seria usar uma triangulaqão do tipo .J, como 

na  Figura 5.12 abaixo. 

Figura. 5.12: Tria.ilgu1açà.o c10 tipo J I  . 



Capítulo 6 

Apesar c1a.s habiliclacles topológicas, o métoclo c1a.s T-Silalies também é a.feta.do 

pelos prob1ema.s ca.usa.clos pela. 115.0-coilvexiclacle cla energia de imagem. A utiliza.çào 

cle estatísticas para reclefiilir o seilticlo da. forca norma.1 (expressã.~ 5.55) climiimi a 

seilsibilicla.cle c10 método com re1a.çã.o a míilimos locais 1na.s i1ã.o resolve o problema. A 
clific~~lclacle estk em c1et.ermii~a.s a.utomaticamente se uma. T-Sila.ke coiigelacla atingiu 

ou ,%o a borcla clesejacla.. 

Uma forma. cle climinuir as clificulclacles com a 112.0 coilrrexic1ci.de 6 através cle urna. 

inicia1izaçã.o eficiente (próxima da borcla.), como c1esta.ca.mos em (Giralcli et  al. , 
2000e; Gira.lc1i et al. , 2000a). Quanto i11a.i~ próxima estiver a solução inicial c10 

míilimo globa.1, nmis facilmente o inétoclo pocle atingi-lo. 

No Capítulo S nós apreseiltamos uma coiltrilmição neste seilticlo, tocla ela baseacla 

na  metoclologia clas T-Silakes e no conceito cle p7-opriedu.de de escala local ali clefiniclo. 

Embora útil, o que será cleinoilstraclo no Capítulo 9, a ilecessiclade ele uina escala. 

local para os ohjetos cle interesse, o que basicameilte significa que os pa.clrões ele 

iilteilsic1a.cle clefiileim regiões coiiexas cla. imagem, limita, a cla.sse de a.plica.çòes deste 

métoclo. 

Métoclos inulti-escala ta.is como (Leyma.rie & Leviile. 1993) poclcin ser outra. 

possibilic1a.cle pa.ra. trata.r a. ilào-c.on\~exiclacle da. energia., unia vez c j u ~  a. passa.geiil cle 

uma resoluq2.o 1iia.i~ grosseira para. outra. mais fina perturba. a. s d i e  facilitando c0111 

que a. mesma evolua. e111 clireçào à região cleseja.cla.. Outras a.borcla.geiis eilcoiitra.clas 

na literatura para. a inicialização automática de moclelos cleformáveis em geral fa.zem 

uso cle Traiisformaclas de Hough (Lai Sc Chiil, 1995)) recles ileurais e emomeiltos 

(Williams e t  al. , 1997). 

O métoclo dual cla seção 5.1.1 é certail1eilte o mais robusto com relação a. mínimos 

locais, cleiltre os moclelos apreseiltaclos no Capítulo 5. Coiltuclo, sua versã.o evoluci- 

onária clepeilcle c10 estabelecimeilto a priori de moclelos cle forma. (a.iiich que locais). 

Além disso7 a. ilecessicla.cle cle correspoi~clêilcia. entre os pontos cla,s sila.kes é outro 

fa.tor limitante c10 iliétoclo. Por outro lado, na  sua versào ba,sea.cla em progra.111a.çii.o 

cliiiâ.mica. (seq5.o 5.2): o inétoclo cliial apresenta. a. clificulcla.cle clara com relação à 



iilicializaçào cla siialíe interna e externa a fim cle que o espaço de busca possa ser 

criado eficientemente. Coiituclo, este métoclo é o mais robusto pelas proprieclacles 

de otiinizacão global da programacão clinâinica (seção 4.1). 

Assim, nossa motivação inicial para o cleseilvolver o métoclo descrito a seguir foi 

genera1sza1- o m.étodo Dual E , ~ ~ o l z ~ c i o ~ z á ~ i o ,  de maileira a prescindir cle u m  iiioclelo cle 

forma pré-estabelecido e evitando a ilecessiclacle de correspoilcl6ilcia eiltrc as silalíes 

interna e externa. 

O ponto inicial do novo iiiétoclo veio cla 011ser1-açào de cpe a triailgiilacào clas 

T-Siialíes foriiet e uma forma simples cle verificar proxii~iiclacle de curvas. Ao mesmo 

tempo. a forca norina1 lias T-Siialíes pocle ser usada no lugar da forca aclicioiial. -4 
clefiiiicão clacluela pocle ser usacla na clecisào cle qual silascl  mo^-inieiitar em uma 

siialíe coilgelacla . 
Resumindo. a proposta foi colocas o método Dual e as T-Silalíes em u m  iiioclelo 

unificado. Como resultaclo, conseguimos uma nova metoclologia que é clual e to- 

pológica ao mesmo tempo, claí c1eiloiiiiilá.-la Dual-T-Sixakes. Além clisto, poclemos 

agora generalizar o Dual Evolucioiiário para 3D, como iilclicaremos a seguir. 

Uin clerivaclo iilteressaiite c10 Dual-T-Silalíes é a redução c10 espaco cle busca, 110- 

cleiiclo assim ser iitilizaclo para iiiicializar o Dual Baseado em Programaçiío Dinâmica, 

venceilclo com isto a clificulclacle com a iilicializaçào cleste último citada acima. 

4 prósiina s q à o  clescreue o novo métoclo em detalhes para o caso l~iclimeilsio~~al. 

Indicamos também como o Dual-T-Snalíes pocle ser esteilcliclo para 3D. A seguir, 

mostramos como usar o resultado c10 métoclo para iilicializar um algoritmo de Viterbi 

clescrito na secão 4.1. Fiiialmente, apoiita.mos as vantagens c cles~-aiitagciis clo liovo 

métoclo. 

Descricão do Dual-T-Snakes 

Nesta seção apreseiltamos o métoclo Dual-T-Siialíes (Giralcli et nl. , 2000cl; Gi- 

ralcli et a,l. , 2000c), o qual é uma coiltribuição deste tral~alho. 

4 icléia básica desta nova metoclologia é explorar o iiloclelo da T-Silalíes para 

propor um Modelo Dual de C o ~ z t o m o s  Ativos Ge~ze~al izado:  um contomo ezter- 

no,  eilvolveilclo os objetos cle interesse, contrai e se divide eiicluanto que conto7 1x0s 

antemos aos o11 jetos se expaiiclem em clireção às bordas procuradas. ( Figura 6.1). 

Uma vez que a posição inicial clas silalíes será em geral longe das bordas clesejaclas, 

sofreilclo iiic1usi1-e iiiuclaiiças topológicas clurailte sua evoluqào, ii5o é iilteressailte 

usarmos procc3sso5 cle miilimizaqào esplicita para e\-oluii as sila1ic.s. A4ssiiii a cçcolha 

c10 iiioclelo cle çilalíes cla secào 5.3.2 é imecliata. 

Para fazer a silalie externa contrair e as siialíes iiiterilas espaiiclirein em clireqão 

às borclas clos objetos nós usamos forças normais c10 tipo clacluela apresentada na 



Figura 6.1 : Iilicia.lizac5.0 do Dua.1-T-Silake. 

ecluacào 5.54. 

Além disso, é necessário clefiiiir elementos que torilem a. evo1uçã.o da. silalte externa. 

e c1a.s iilterims interclepeilclente a fim ele tor1la.r o i& todo unifica.clo. Neste trallmll-io 

isto é implemellta.clo usanclo-se a. energ ia  d e  i m . a g e m  (,zoi-.rr~,a,lizeda.) sobi-e a9 s n a k e s  

e uma. nocào de a$ i~ idade .  

Especifica.meilte, nós usamos duas clefini@es para energia ele iiliagem sobre as 

snaltes: uma para o coiltorilo externo ((E,,,te,.)) e outra pa.ssa o coiljuiito cle contornos 

iiiterilos eiwolviclos por este ((E;,,,,,.)) 

oilcle 172 6 O iníinero de curvas internas. lV,I, é o ilúmero ele siiasels da silake interiia 

k ,  N é o iiúmero clc snaxels cla silalte esterim, I é a iilteiisiclacle tlc iiilagem. suposta 

em tons cle cima,  a menos cle meilsão explícita ao coiltrário. 

Se: 

então uma curva interna deve ser evoluícla. Para taJ, nós primeiro usa.mos um 

operadoi-  de  a f i z i d a d e  para estimar os pixels da. imagem mais prová.\?eis cle perteilcer 

às borclas elos objetos cle interesse. Com base neste opera,clor nós podeinos  associa.^ a 

cada snaxel um valor iilclic.a.ilclo sua prosimicla.cle da  borda.. O campo sobre a. siialte 

a.ssim ohticlo é e1itã.o biilarizaclo pela compa.ra~ão com 11111 limias, a.ssumiilc10 valor 

zero para sila.xels próximos da borcla e 1 caso c.oiitrá.rio. 



Portanto, se a expressão (6.3) é verclacleira., a sila.líe iiiteriia. com maior número 

de silasels com afiiiiclacle não nula é escolhicla. 

Por outro lado, se : 

entào a siiake externa será evoluícla, caso sua fiiiição de afinidade 1150 seja icleiitica- 

mente nula. 

Uma .vantagem de usarmos u m  operador de a;fiiliclacle 6 siiiiplificarinos a imagein 

recluziilclo assiili as clificulclacles para a escolha de parâmetros para o iiloclelo. 

Dentre as possil~ilidacles para clefinir o operaclor cle afiiiiclacle poclemos citar a 

utilizaçào cle um limias T para a iilteiisiclacle cle imageiil, estatísticas, e métoclos 

fwzy (ApêiicIice E). Esta última possil~iliclacle é interessante por tirar imais vantagem 

da iiitera.ção com o usuário n a  iiiicialização c10 Dual-T-Silaltes (posicioilaiileiito clas 

siialíes interiias e externas). 

O próximo ponto é a~alia~rmos a similariclacle entre dois contornos. A idéia é 
tomarmos vaiita.gem da  metoclologia cle subclivisào c10 espaqo cla T-Siiake: a clifereiiqa 

eiitre as Fuções  Características cla curva esterna e da curx-a iiiteriia ( clenoi~iii~acla 

Charac te~  J s t ~ c - D c f f )  fornece uma noção (local) da prosimiclacle eiitre as siidies, como 

mostra. a. Figura 6.2. 

Figura 6.2: Prosiiniclacle entre duas smkes meclicla pela tria.iigulação. 

Por exemplo, iio caso da tria.iigu1a.cã.o CF desta. figura.: nós podería.mos iiiterrom- 

per o moviinento cle toclos os siiaxels de uma siia.líe iiiterila. cpe tist+&o no interior cle 

uni triângulo a se a.lgum clos vértices v E o tem as seguintes propriec1a.cles: 

Prop~iedade  (a ) .  Todos os G tr iâ~zyulos adjacentes a v têm. um vértice onde 

Clznl-cicteristácDi f f = 0; 



P r o p ~  aedade ( h ) .  Um. destes  t r ~ ~ â n g ~ d o s  é cortardo pelo c o n t o m o  e A e i  rro corres- 

pondente 

Coiituclo, a política cle interromper o inoviinei~to de regióes da snalíe pocle não 

ser eficiente por iiltrocluzir defeitos sobre o resultado final (Figura 6.4). Na imple- 

meiltação clo métoclo há apenas um flag iilclicailclo que as coiiclições (a)-(])) acima 

foram verificaclas ( f l c ig  = O,  neste caso). A esecqão  do métoclo termiila cluailclo 

toclos os fla.gs são ilulos. 

Uma vez que a coiiclição cle entropia ela secão 2.1 é adotada. nós podemos associar 

um ponto interno a cada siialíe interior. Quailclo a silalíe esteriia sofre um split em 

duas ou mais silalíes estes pontos podem ser usados para identificar qual silalte 

interna está eil\rolvicla por uma silalte esterila gerada na operaqào de split. 

Figura 6.3: Split cla Dua.1 Silalícs iilicia.1. 

O ponto clc coilgelameilto é usado para iilclicar cluailclo uma T - S d i e  está em 

uma posiição de ecluilíbrio. 

É iimportantc ressaltar c p  O 11alan(;o entre energia/afiilidacle. juntainente com 

a noção cle prosimidacle entre as siiakes clescrita acima, pelmiteiil c.\-itar iiiiilimos 

locais. De fato, se uma T-Silalie foi congelacla nós podemos aumentar a forca normal 

para os silasels com afiiliclacle não ilula e f lcig # O .  

No algoritmo a seguir cleiioi~iiiiaiiios uma D7~al  Sizake a uma lista de T-Silaltes 

onde a primeira á uma silalte externa e as demais são maltes internas a esta. O 
métoclo pocle ser resumiclo como segue: 

Dual- T-S?zcr.kes : 

1.Colocar toclas as clual silaltes em uma fila. 

2.Até que esta fila fique vazia fazer: 

2.1. Retirar uma clual silalíe da fila. 

2.2. Vsar as energias das espressões (6.1) ailcl (6.2) e a f11ilç5o cle afiiliclacle 

para eilcontiar a snake a ser processacla. 

2.3. Se todos os silasels da silake escolliida estào coiigelados auiiieiitar a 

forca ilormal imclueles com afiiliclacle zero e f l a g  # O ate cluc a eiiergia da snalíe 



coinece a decrescer. 

2.4. Remover a forca a.clicioila1 e deixar a T-Silalíe evoluir iiormalmeilte 

3.5 Se a s d i e  seilclo processacla sofrer miiclaiqa topológica, montar as clual 

silalies resultantes e retorilar ao passo 2.1. 

2.G Quailclo a s d i e  estive coilgela.cla, analisar se a lilesma está prósima 

de uma silake cle outro tipo (iilterila/esterila). Neste caso, remover a clual snalíe 

correspoilcleilte da  fila. 

2.7. Caso coiltrário, montar a clual silalíe(s) resulta.ilte e voltar ao passo 2.2. 

Quando uma silalíe externa sofre um split, cacla parte coiiesa gerada, juiltaineilte 

com as silalíes em seu interior, formarão uma nova clual snalíe. 

Cacla clual silalíe é completc2nente iilclepencleilte clas outras o que possibilita 

implemeiltações em arcluiteturas paralelas. A Figura 6.4 mostra o resultaclo corres- 

poiicleilte à. Figura 6.1. 

Figura 6.4: Dual-T-Silalíe result for figure 6.1. A reso1ucà.o da grade é 5 x 5 e os 
snasels são os pontos em branco. 

Para esteilcler o métoclo clesta seção para 3D basta usar o modelo elas T-Superfícies 

(Apênclice C )  em lugar clas T-Silalíes. Os clemais elementos do inoclelo correspon- 

dente - Dual-T-Superfície - permaneceriam os mesmos c10 caso 2D descrito acima. 

Embora iiào tenhamos feito testes para o caso 3D. acreclitainos que o mesi110 

possa se coilstituir em uma nova coiltrilmição para a área. como será ressaltado no 

Capítulo 10. 

6.2 Metodologia para Segmentagão 

Uma vez completa a execqão c10 Dual-T-Silalíes, pocleinos tirar vantagem da 

reclução c10 espaco de busca e aplicar um moclelo de silalíes baseaclo em programacão 

cliilâmica para obter a borcla limitacla por cada clual snalíe. 

A icléia é aproveitar as habiliclacles topológicas e a rolmstez com relaqão aos 

mínimos locais do Diial-T-Silalies para iilicializar o algositino de I7iterbi ( s e ~ à o  5.2), 



uma vez que cacla lsorcla está limitacla por uma clual silake (Figura. 6.4). Assim, 

coilseguiiiios vencer a limitação com relação à iilicializaçào do Dual Baseado em 

Programação Dinâmica (Guilil, 19961s), aproveitailclo c0111 isso as proprieclacles de 

otimizaqào global deste último. 

O resultaclo é uma metoclologia robusta e eficiente para segmeiitação e estraçgo 

de bordas. 

Apesar destas vantagens, alguns cuiclaclos clevem ser tomaclos. 

Primeiraineilte. lia clefiilicào clo espaço de busca do Viterhi, nào yocleiilos ter 

iilterseccào eiitre segmentos. Além disto, cleviclo a irregularidades i i c i  soluçào c10 

Dual-T-Silalíes, podemos ter regiões com cleilsiclacle cle pontos inais lxiisa que outras. 

Uma primeira possilsiliclacle para evitar estes problemas seria utilizar métoclos 

glolxiis para estabelecer correspoilclêilcia eiitre curvas (Geiger et al. , 1995). Coiltu- 

do, isto implicaria em u m  custo extra ao modelo. 

Uma 01xerva.ção oportuila vem clo fato de que nós precisamos realizar cluas buscas 

para obter o resultaclo fiilal (seçã.0 5.2). Assim. poclemos iilicialmente fazer um 

matcliing eiitre a.; curvas usailclo testes locais e cle pouco custo computacioilal para 

evitar os defeitos meilcioilaclos. O espaço de busca a.ssim olsticlo scrviria para a 

psiimeira busca. 

Em seguicla. usamos o resultaclo olsticlo para reclefinir o espaço de busca. Para 

isto basta tolilar dois qffsets para a soluçào eilcoiltracla lia primeira lsusca. esta- 

belecer uni matcliiiig entre eles e criar um espaço cle l~usca como aiiterioriiieiite. 

Fiiialmeilte, aplicaiiios iiovaiileilte a programa.çào cliilâiliica (crpressào (4.8)) para 

obter o resultaclo clesejaclo. 

Outra possibiliclacle seria usar a solução da primeira busca., c1iscretizá.-la regular- 

mente e aplicar a selacão cle recorrêilcia clacla pela express2o (4.8) usailclo uma janela 

cle busca ceiltracla em cacla ponto cla curva discreta olsticla, tal como em ( Amiili e t  al. 

, 1990). 

Resumiilclo, o método clas Dual-T-Silalies juiltameilte com o Vitcrlsi formam uma 

inetoclologia para estracão de lsorclas composta por cluatro etapas: 

(a )  Iilicializaqào clas silalies internas e esternas pelo usuário: 

(11) Computa~ào  cla fuiqão cle afiiliclacle 

(c)  Aplicaqão do Dual-T-Siiakes para limitar regiào cle iiiteresse 

(cl) Estraqào clas borclas clesejaclas pelo algoritmo de I'iterbi 

O métoclo liercla as haldidacles topológicas clas T-Siiakes o que pesiliitc sua apli- 

caqào em casos onde a imagem coilsiste cle vários objeto iiliersos em uni ba~ligrouil~l.  



Vantagens do Dual-T-Snakes 

Do poiito de 1-ista cla i~ietoclologia clual apresei~tacla origiidniente em ( Gunn & 
Nixoil, 1997; Guiiii. 199Ga), a primeira vantagem c10 Dual-T-Silakes 6 que este não 

necessita de "iliatcliiilg" entre as simlíes internas e esterilas. 

Uma vez que nào necessitamos cle correspoilclêiicia entre as silalies, 1150 precisa- 

mos limitar a forma cla silake clurailte sua evolução, e portanto poclemos presciilclir 

cle um moclelo cle forma estabeleciclo a priori. 

No Dual original a forca aclicioilal não pocle ser clefiida na  clireção norina1 à 

silalíe porclue isto propicia a ocorrência cle auto-iiltersecções na curva clurailte sua 

evolucão, como mostra a Figura G .  5. 

Figura. 6.5: Evoluçào cle curva n a  clirecão normal pocle causaar auto-intersec@es. 

No Dud-T-Silakes puclemos clefiilir a força aclicioilal na d i r e~ão  normal porclue o 

processo cle reparametrizacão clas T-Silalíes resolve auto-iiltersec~òes i~aturalmeilte. 

Ao mesmo tempo, a imersão c10 clual na  contesto clas T-Silalíes permitiu aplicar 

esta metoclologia para imagens com vários objetos de interesse, aumeiltailclo seu 

campo de aplicaçòes. 

Portanto. o Dual-T-Silalies generaliza o Dnal origiilal, tanto para formas mais 

gerais cluaiito para topologias mais gerais. 

,41éin disso, existe agora a real possibiliclacle cle esteilcler a ilietoclologia clual para 

3D via as T Superfícies uma vez que 1150 precisamos de correspoiiclelicia entre os 

silasels ou mesmo de u m  moclelo cle forma pré-estabeleciclo. 

Do ponto de vista clas T-Silaltes, o Dual-T-Snakes trouue efctivameilte mczis 

robustez cluailto aos mínimos locais da energia de imagem, pelo balanço da energia 

e pela iloçiio de prosimiclacle entre as silaltes internas e esterilas. Agora, o critério 

cle paracla baseaclo n a  similariclacle entre as curvas é u m  iilclicaclor mais seguro cle 

que o mínimo global foi atingiclo se comparaclo com o método de variacão c10 limiar 

T usado na  clefinição da força normal clacla a partir da espressào (5.55) 

Fiiialmeilte, a recluqão c10 espaço cle busca permite evitar os problemas causaclos 

pelas iiecessiclacles cle armazenaiiiento em i~?emória e processainento da programaq50 

cliilâmica. 



Desvantagens do Dual-T-Snakes 

Uma questão importante a ser coilsicleracla é o passo másimo permitido para uma 

T-Silake clurailte uma iilteracào da  espressão (5.56). Como veremos no Capítulo 7, 
este passo deve sei limitado a no máximo a clistância entre dois pisels vizinhos por 

iilteraqão. a fim de que a clefiiliçào clas energias de imagem dadas ein (6.1)-(6.2) 

sej a111 eficientes. 

Se comparado com a T-Silal;es, isto implica em perda cle perforiilance uma vez 

que o  amo de uma T-Silalíe pode ser maior que este valor, caso não teilhamos 

imagens com muito ruído. 

Além disto, as limitações clas T-Silaltes apoilta,clas na seção 5.3.2 v20 se aplicar 

naturalmeilte ao Dual-T-Silaltes. 

Um ponto mais cuiclacloso se refere à escolha de parâmetros c10 novo método, 

uma vez que temos movimeiltos clistintos para as silalíes iilterila e externa. 

Basicamente, o prolslema está no fato cle que as forças cle suaviza.ção clefiniclas 

por (5.52)-(5.54) possuem uma compoileilte ilormal que (de maneira geral) teilcle a 

contrair a silalie. o que pocle ser favorável para a silalíe externa (que precisa contrair) 

mas pode ser clesfavorável para a iilterila (que precisa expandir). 

Nos Capítulos 7 e 9 cliscutiremos estas cluestòes em detalhes e as soluqòes eilcon- 

traclas. 

Por fim, a iiiicializaçào do Dual-T-Silakes clepeiicle cla, iiltera.çào com o usuário. 

principalmente para o posicioi~ailleilto clas T-Snalies internas. O método de iniciali- 

za@o clo Capítulo 8 a seguir é uma possível solução pa.ra este problema que pode ser 

alslicacla sob certas coilclições. Este métoclo pocle climiiluir o custo computacioilal clo 

Dual-T-Silaltes, uma vez que a curva inicial olsticla está em geral próxima do objeto 

cle interesse. 



Capítulo 7 

Implementacão 3 do Dual-T-Snakes 

Na iinpleiii(~ntaqào c10 Dual-T-Silakes alguns detalhes merecem especial ateilqào. 

Além clisso. alguns aspectos das T-Silalies foram se\-istos de acordo coiil as carac- 

terística.~ específicas c10 ilovo métoclo. 

Neste Capítulo procuramos aila1isa.r com certo detalhe estes aspectos, particu- 

larmente no que diz respeito aos parâilietros e às forças eilvolviclas. 

O moclelo cle Balloon (Col-ieii, 1991)) cleseiivolviclo n a  seção 3.4, ser& sempre uma 

diretriz para a apresentação que segue. Isto se deve psiilcipalmeiite pela utilizaçào 

de uma força normal es t ra  c10 tipo clacl~iela usada no Balloon. 

No filial desta cliscução apresentainos um fluxograma que foriiece uni o v e ~  4 e . w  

do algoritmo. 

7.1 Escolha de Parârnetros 

O primeiro poiito a ser ailalisaclo se refere à cscolha clos parâiiletros. Uma 1-ez 

que o modelo biísico é dado pelas T-Silakes, iiós temos a teiisào elcistica ( a , )  , o 

coiilprimeilto ilatural (L,), rigidez (b , ) ,  o fator de escala li para a forqa normal e o 

coeficiente X cla f0rç.a cle imagem. Este ponto é central 110 Dual-T-Saalies porclue 

precisamos escollier parâmetros para duas siialies: a interna e a esterila. A Figura 

'i'. 1 ilustra bem as clificulclacles inerentes a este fa.to. 

Nesta figura represei~tainos um peclueiio treclio das snakes. Os vetores corres- 

poilclentes à tei1sã.o elástica (a; )  e à rigidez (B;)  est5.0 clesei~liaclos cle a.corclo com a 

análise cla seç5.0 3.4.3. Estainos supoiiclo que o comprimento ila.tural L; seja iiulo e 

que a regi20 tem pouco contraste, porta.iito, com força. externa despresível. 

Assiiii, as snalies só poclerào camiillias em c1ireç.à.o à borcla caso as resultaiites 

iiltiiisecas sejam orieiitac1a.s no sentido da mesma. 

Contudo. observemos que as forcas internas possuem resultante apontacla paara 

a borcla no caso da silake externa, mas aspoiitailclo no sentido coiltrário para a malíe 



Figura 7.1 : Forças internas para as Silaal<es c10 Dual-T-Silalltes. 

A clificulcla.cle ma.ior clecorreilte deste comportameilto está lia escolha c10 fator de 

escala para a força normal. Este fator precisa ser alto suficieilte para que a T-Silalíe 

iilterila se movimente no seilticlo clesejaclo, mas não pode a,umeilta.r cleiliasiaclameilte 

a resultante das forcas iiiterilas cla outra silake, pois, se isto ocorrer, pocleremos ter 

clificulclacles para estabilizar esta siial;e próximo da borcla. clesejada. 

A forma mais direta para resolver esta clificulda~cle seria usar pasâmetros clistiiltos 

para as siiakes iiiterilas e externas. Coiltuclo, isto iiiiplica em calibras duas siialíes. o 

que é indesejável, visto que não temos um proceclimeilto sisteiliático para a cscollia 

de parâmetros em moclelos cleformáveis em geral (R.  Fisker, 1998). 

Uma. outra proposta seria tomarmos como negativos os parâiiietros [i,, b,. Com 

isto, mudaríamos o sentido das forças internas (Figura. 7.2). No entanto, esta escoll-ia 

ilão tem se mostrado eficiente na prática e o papel de suavização das forcas internas 

neste caso torna-se pouco claro (Figura 7.2). 

Figura 7.2: Forças iilterilas com parâilietros positivos (escluercla.) e negativos (clisei- 
ta.). 

4 força de tensão clacla por (5.52) tem como uma cle suas fiiialiclacles uiliformiza.~ 

a clistril~uição dos silasels ao longo cla silalce ao tentar evitar que os mesmos se 

aproximem (ou se clist anciem) a.lém c10 comprimento ila.tural L, usado lia clefiiii~ão 

da força cle mola (ecpaçào 5.52). 
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No eiitaiito, a reparametrizacão clas T-Silaltes é feita partiilclo-se cla projeção cla 

malte sobre a triaiigulação. Logo uma sildte com c1istribuiçã.o uiiiforme cle pontos 

pocle passar a ter uma distribuição pouco uniforiiie após a reparailletrização. como 

mostra a Figura 7.8 a seguir. 

Coiisicleranclo estas observa.ções, nós optamos priiiieirameilte por diminuir o 

número de parâmetros, facilitaiiclo assim sua escolha. em cletrimeilto (possivelmeil- 

te) de uma iiiaior suaviclacle c10 resultaclo final clo Dual-T-Siialies. Neste seilticlo, 

usamos apeilas rigidez, força normal e força ele imagem, colocaiiclo nulos toclos os 

outros parâiiietros. 

Mesmo assim, cleveiiios ficar atentos pa.ra. o problema iilclicaclo lia Figura 7.1, 
oiicle vemos as forças de rigiclez e ilormal apoiltailclo aiiibas para a borcla no caso cla. 

siialte esteriia mas apoilta.iic10 em clireçôes clistiiltas i10 caso da interna. As clefiiiições 

da força normal serão a cliave para tratas esta clificulclacle, como veremos a seguir. 

O nioclelo final a ser resolviclo iluiiiericaiiieilte tem a forma: 

o clual correspoiicle ao moclelo de ballooils claclo pela expressão (3.63), com L C ) ~  = 0 , 
cliscretizaclo por clifereiiças fiilitas usaiiclo-se uiii m4toclo iclêiitico àcliiele da secão 

3.2.3. -4 ailálise iium4rica portanto fornece a mesma coilclus?Io obticla na seção 

3.2.3; ou seja. cluaiito menor o intervalo cle tempo .r maior a es tabiliclacle numérica. 

Neste trabalho, a cletermiiiaçào exata dos parâiiietros eiivolviclos foi feita cle 

forma empírica. Estes são coilsicleraii~os como coiistailtes e o moclelo é sulmieticlo a 

uma etapa cle calilsração na  clual fazemos uma série cle siimulaçòes computacioilais a 

fim cle eilcontra valores ótimos para estas coilstailtes. 

7.2 Passo Máximo 

As energias cle imagem c10 Dual-T-Snaltes claclas pelas espressòes (6.1) e (6.2) 

fazem seilticlo somente se não permitirmos passos altos cla si ia li^ eiii unia iiitcraçào. 

A Fignra 7.3 ajucla esclarecer este fato. Observe que, uma vez que o potencial ex- 

terno clepeilcle elo coiltraste cla imagem, nos pa.taiilares iiiclicaclos na figura a energia 

cle imagem é nula, e assim se o passo for alto, passaiiclo de uni patamar para o outro 

em uma iilteração, 1150 l-iaverá ~a r i a~ção  da energia. 

Uma forma c k  evitar esta clificulclacle seria usar energias c p c .  dependciii da própria 

iilteilsiclacle imagem (e  não c10 seu coiitraste), uma vez que a foqa  normal ilecessita 

cle uni limiar para ser clefinicla. Coi~tuclo, aiiiiieiitar o passo de iilteraçào toriia o 

movimeiito cla siialte mais iilsável, priiicipalmeiite para imageiis com ruíclos. 

Assiiii, toniainos a iniciativa cle estabelecer um passo má.simo da orclem cla 

distância entre clois piseis cla imagem (uma wixdade).  Desta forma, a evolução clas 
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Figura 7.3: Com passo muito alto, a silalíe pocle a.sa.nças o degrau percleiiclo a borcla. 

siialíes se faz cle forma mais controlacla. Ao inesmo tempo, inelhora.i~~os a estabilicla- 

cle immérica e coiisicleramos q~ropria.da.illeilte as informações da imagein evitaiiclo o 

problema represeiltaclo na Figura 7.3. 

7.3 Força Externa e Força Normal 

Um ponto importailte a ser cliscuticlo é a política aclotacla para estas duas forças 

no Dual-T-Silaltes. 

Assim como no Balloon, usainos a força esterila ilormalizacla seguido a expressão 

(3.57). Esta escollia tem mostrado bons resultaclos facilitailclo o controle da snake 

clurante sua evolção. 

Esataineilte como no caso c10 Balloon, a forca normal nas T-Siialíes é usada para 

fazer as siialíes convergirem para as borclas cle interesse. Contuclo. lia 1-iziilhailça 

de uma borcla, as T-Silakes e o Balloon f~~ncioilain clistiiltamente. AA Figura 7.4 

representa como CI força de imagem e a força normal atuam na 1-iziiiliança de uma 

horcla nestes dois moclelos. 

Figura 7.4: (a.)Foqas de imagem e normal para as T-Silakes. (11)Forqas de imagem 
e normal para o Balloon. 



No caso c10 Balloon G o  temos inversão da forca ilormal após o limiar S. Por 

este motivo. os coeficientes til e tc2 devem ser da lilesma orclem de grandeza a fim 

de que teilhamos um ecluilíl~rio das forcas correspoi~clei~tes antes ela força cle imagem 

inverter seu sentido de\-ido a forma do potencial P clefiniclo em (3,3) .  Este ecluilíbrio 

implica em cleslocai~~entos pequenos cla s i d t e  na viziilhailça ela borda e portanto é 
percebido usailclo-se o critério de pa.racla claclo pela espressào (3.48). 

Este proceclimeilto não pode ser aplicaclo pc"l'a as T-Silalíes devido seu métoclo 

cle reparainetrização. A Figura 7.5 mostra os simsels acomocla.clos sobre a. borcla 

após uma evolução dada pela eclução 7.1 e a T-Silalte final a.pós a reparametrizacão. 

Esta pe7-tui.bação cla silake impede que u m  critério de paracla baseaclo em desloca- 

mentos pequenos seja utilizado, o que em nossa opiilião motivou a icléia c10 ponto de 

congelaii~ento usacla em (McIi~eriley, 1997; A4cIilerney & Terzopoulos, 1999). Isto 

fornece um critério cle paracla eficiente, mas, do ponto cle vista do Dual-T-Silakes, 

traz um probleina: o ilúinero de iilterações pode ser muito alto caso as s i d i e ~  fiquem 

congeladas várias vezes durante sua evolução. 

Figura 7.5: Silalie antes e depois cla repara.metrizaçào. 

Portanto, se a.plicarmos o moclelo de Ballooils ao Dual-T-Silakes poderemos ter 

uma perda significativa de performailce, uma vez que o Balloon é muito seilsível a 

mínimos locais d a  imagem. Isto é verificaclo priilcipalmeilte pam imagens com muito 

ruído e artefa.tos no backgiroiii~cl, que coilstituem esah ainente a priilcipal classe cle 

aplica@es c10 D ual-T-Silalíes . 
Mesmo a clefiiição (5.54) para a força normal tem suas limitaqões para ima- 

gens deste tipo. Nestes casos, a inversão ela forca normal usacla na clefiniçào (5.54) 

pode coilcluzir a muitas oiscilaçòes cla silalie decorrentes cla iiào lioiiiogeiieiclacle da 

imageim. ,4 Figura 7.6 ilustra ta.1 situação. 



Figura 7.6: Comportamento cla forca. normal sobre a. si~a.lte poclei~clo geras oscilacòes. 

Neste caso, podereinos ter oscilação clos silaxels represei~ta.clos o que pode cleisar 

a silalte preza lia região iilclicacla. Se este comportamento se repete coiista.i~temeiite, 

o i~úmero cle vezes que a silake a.tii~ge o poilto cle co i~ge la i~~e i~ to  auineilta muito. 

Coi~siclerai~clo estes fatos, a solução que ei~coi~tramos foi reclefiilir a forca normal 

como segue: 

Tíab (v;) = 1 se I(zJ,) < T ,  

Tfcil  ( v i )  = O caso contrário, 

sendo 12, a i~ormal unitária no vértice v,, h- o fator que define a iiltei~siclacle cla força 

e T o limiar para a imagem I. 
Desta forma, não teremos a teilclêi~cia a oscilar, como na  Figura 7.G. Por outro 

lado, o efeito cle piuai- a silalte para a l~orcla é mai~ticlo, uma vez que os silasels 

com forca i~ormal  não nula availçam a silalte, pocleilclo retirar os demais de inínimos 

locais clecorreiites de irregulariclacles na  imagem. Certamente aiilcla podemos ter um 

coiigelamei~to cla snalie fora cla região clesejacla, coiltuclo o iliímero de vezes que isto 

acontece é sei~si.velii~eilte recluziclo. 

Os testes inostraram que a clefiniçào E.12 é mais eficiente para imagens com 

ruíclo. o que \-ereinos no Capítulo 9. 



Um ponto ii~iportailte é clue agora não precisaillo manter os coeficientes cla forca 

normal e cle imagein com a mesma orclem de grailcleza.. unia 1-ez que próximo cla. 

borda a força normal será. nula. Este é outro aspecto positivo da definição acima 

para a força normal uma vez que estamos aproveitailclo esta força apenas pa.ra 

aprosiinar a silalte cla região de interesse. Qualdo próximo cla borcla, a força normal 

é anulacla pela definicão E.12 e o ecluilíbrio fica clepeilcleilclo apeilas clas forcas elástica 

e externa. Evitamos assim a. preocupação com o ecluilíbrio mais clelica.clo entre a força 

normal e a forca cle imagem observaclo no Balloon (Figura 7.4). 

Por outro laclo, a sua.sriclacle do resultaclo final pocle ser afetada. o que é cliscuticlo 

a. seguir. 

7.4 Suavização e Forcas Internas 

Vm ponto importante a ser ressaltado com a rela.qà,o i clefiniçào (E.12) 6 o 

aparecimento cle oscila.ções cla silake cluailclo prósimo das bordas. .i Figura 7.7 6 
representativa deste comport aixeilto. 

Nesta figura, temos um secliiêilcia cle snaxels aliilhaclos e espaçaclos uiliforme- 

mente. Neste caso, as forcas iilterilas T-Snakes claclas pelas espressões das (5.52 e 

(5.53) são nulas (o mesmo acoilteceilclo com as espressões cliscretas (3.60) e (3.61) 

c10 Balloon) . 

Figura 7.7: As forcas i1dxma.s nulas cleviclo aliill-ia.inento e distribuicào uniforme cle 
snasels. 

Portanto. neste caso o sistema cle forças sobre a s d i e  fica resumido às forcas 

normal e cle imagem. Se a silake estiver prósima cle uma borda, a definição (E.12) 

implica que a forca normal poderá ser nula para alguns snasels e portanto tereinos 

apenas forca cle iiliagem atuando sobre os mesmos. 

Neste caso, nos silasels onde atua apenas a força de iinagein. tercmos uni salto. 



Embora limitaelo a no másimo uma uiliclacle, este salto pocle cliiiliiiuir a suaviclacle 

ela curva na região. 

Este é u m  defez to  cla clefiniçiio (E.12) .  Coiltuclo, c10 poiito cle vista c10 Dual-T- 

Silaltes, este problema não é crítico unia vez que este inétoclo é usaclo aapeilas para 

limitarmos a região ele interesse, lia clual será, clefiiliclo o espaço ele busca. A percla ele 

suaviclacle iilclicacla não tem se mostraclo prejuclicial para a c1etermiimçã.o posterior 

c10 espaco ele busca. Além disto, as oscila.$ks alteram a tempera.tura dos silasels 

fazeilclo com que os mesmos atiiljaiii o po11to de coilgelanieiito. O critério ele pa.rac1a. 

clas T-Siialíes é portanto &ciente nesta proposta. 

E oportuno destacar que no método de  Ballooil a suaviclacle c10 resultaelo final 4 
preseervacla primeirameilte porclue a forca normal não é clesligacla nas prosimiclacles 

ela borda. Ein seguilclo lugar, o fato cla força norma e ele imagein apresentarem 

iilteilsiclacles cla iiiesina orclem de grailcleza iiiipecle aaltos c10 tipo cliscu tido a cima 

cluailc1o estanos prósimos ela borda. Possíveis clefeitos de suavidacle que ocorram 

em uma iiiteração, sào em geral corrigidos pelas forcas ele teiisào e rigiclez as c1ua.i~ 

atuam como u m  filtro passa-ba.isa sobre a curva. 

O efeito cleste filtro pocle ser melhor compreeiicliclo se tomarmos o sistemaa linear 

(3.64) e usarmos a inversa ela matriz [I + TI<] para is01a.s XJZ (iclem para 1."'): 

-3"" [I + TI<]-' {x"-' + r [ R , ~  (a, t - T )  - !IrAy ( a i  i - T ) ]  } i 

A matriz inversa [I + TI<]-' proc111z O efeito de suaviza@o cpe corta freqiiêi~cias 

mais altas da curva. Este efeito é mais complicado de ser obtido no Dual-T-Silalies. 

A416ii~ clas clificulclacles relativas à força normal. uma outra justificativa para este 

probleilia é com relaqão ao termo de quarta orclem cla ecluaçiio (3.63). A versào 

discreta cleste terino poderia ser acrescentacla às T-Siialies. aumeiitaiiclo a r z g ~ d e z  

clas mesmas. 

Coiltudo, maior rigiclez pocle implicar em mais clificulclacle para espailclir a siialie 

iilteriia, o que pocle trazer clificulclacles para  calibra,^ a. forca iiormal. Acrescenta-se 

a isto a 1120 uiiiforiiiiclacle cla clistribuçaõ ele silasels sobre a silaalie, característica 

c10 métoclo de separametrizacão usaclo. Isto implica, que setores lineares ela snalte 

poclem apreseiitar silasels clistribuíclos cle forma iiã,o homogênea (Figura 7.8) crimclo 

irregularidades na  curva cluraiite sua evolu$io. 

Coilsicleraiiclo aiilcla que nosso objetivo com o Dua.1-T-Silakes é apeilas limitar 

a regiào ele interesse acreclitamos mais interessante clenioilstrar a poteilcialiclacle c10 

iiiétoclo sem teriilos de cluarta orclem. 



Figura 7.8: Distribui$io não-uiliforme cle snaxels cleviclo repczi.ainetrizaqão. 

7 . 5  Resolução da Triangulação 

A resolucào da triangulqão usada está viilculacla cleiitre outros fatores à escala 

clos objetos de iiltereçse. 

Uma i~ietodoloçia sistemática para clefinir esta resolução poderia sei util não 

apenas para a eficiência do m6toclo mas também para a implemeilta~ào de t6cilicas 

multi-gricl para T-Siiakes e,  cailsecliieiltemei~te, para o Dual-T-Snalies tanibém. 

Tal procecliii~ei~to 6 altamente clepeilcleilte da aplicaçào. Por cseiiiplo, vaiiios 

supor como em (Davatzikos Sc Prime,  1995) que coilliecemos a priori que a curvatura 

clos objetos de interesse na  cena tem como limite superior um valor ko.  
Vamos então tomar a seguinte série de Fourier para a fronteira procura~cla: 

Seguiido (Davatzilíos & Priilce, 1995) vamos supor que somente uma frecliiêilcia 

tem energia.. Assim, igilorailclo possíveis sobreposiqòes, trailsla.çòes c o ponto inicial, 

as fiiiicòes coorcleila.cla,s (7.6)-('7.7) torilam-se: 

1 
x (s) = - cos ( L k s )  , 

k  

1 
y ( s )  = - si11 ( L k s )  , 

k  



oilcle L é o coinpriineilto total cla borcla. Uma vez que li: 5 ko, a frecliiêilcia má.xima 

na cjual esta f ~ ~ i q ã o  pode existir será: 

= Lko/2n. (7.10) 

Para ilosso propósito, este cleseilvolvimeilto simplificaclo 6 suficiente. Pela teoria 

cle amostragem (Jaiil, 1989). a frecliiência l,,,, significa que o períoclo de ainostragem 

deve ser: 

o que implica que o ilúmero cle pontos amostraclos lVs,,,,,~;,, deve sa.tisfazer: 

Como coilsecliiêilcia, um método multi-gricl pocleria ser iinplementaclo. Por esem- 

plo, pocleríamos partir cle uma i~ialha com resolqào clefiilicla pela espressk  (7.12) 

e,  após a estabiliza@io cla T-snake, refinar a malha e evoluir a T-silake novamente, 

obteilclo agora um ajuste inais fino. 

Quanclo projeta,inos unia curl-a sobre a triailgulaçào, além da 1150 uiiiforiiiiclacle 

cla clistril~uição cle pontos ol~ticlos, pocleremos ter pontos muito prósiiiios o que pode 

trazer probleilias iluinéricos. 

Para evitar esta clificulclacle, optamos por estabelecer primeiramente uma clistância 

mínima para os silasels que evite os problemas iluméricos. Após a repmainetrizacão 

cla simlte, a.i~alisamos a clistâilcia entre cada simxel e seu viziilho, e caso esta seja 

menor que o valor míilimo permiticlo, substituímos estes silasels pelo nó cla mall-ia 

mais prósiino (Figura 7.9). 
41ém disto, estabelecemos uma clistâ.ilcia míiliina usacla no cálculo da força cla 

expressão (5.53). Se dois silasels viziilhos possuem clistâilcia ineiior cjue esta última, 

tomamos o silasel seguinte. 

Observanclo a espress%o (5.53), vemos cpe, aumentar a resoluçào da mallia do 

Dual-T-Siialies implica (de forma geral) em reduzir forqas iilteriias da siialie. a meiios 

que alteremos os parâinetros correspoilclentes. 

Esta percla de rigidez da silalíe pode ser interessante para que a iilesina a\-ance 

para regiões com curvatura acentuacla. 

7.6  Condicão de Entropia 

Outra cluestão importante é a maneira pela clual implemeiltamos a. coildicão de 

entropia: wm.a vez que um 12ó é queim.ado ele permalzece~-Ú peim.ado. 



Figura 7.9: Silasels muito próximos após repara.ilietrizaç50. 

O ponto central aqui 6 a política usacla para satisfazer esta coildiçào. 

O priil~eiro passo neste seilticlo é não alterar o valor da fi~iiçào característica em 

nós já clueimaclos. 

Assim, uma vez moviiiieiltacla a silalíe segiiilclo a ecluação cle evolucão usada, 

poderemos ter uma situacão como a cla Figura 7.10 oiicle a saake avançou sobre nós 

já clueimaclos. 

Quaiiclo projetada sobre a triaiig~ila$io, os pontos correspoilcleiltes à região tra- 

cejacla ficarão em triâiigulos oilcle a fi~ilção característica não iiiucla seu valor, e 

portanto ilão serão coilsicleraclos clurailte a aplicaç50 c10 algoritmo de classificação 

clescrito na seçào 5.3.2. 

Neste caso, teremos que c01 r igz? a s d i e  nestas regiòes, o que pocle ser feito, 

por exemplo, substituiilclo-se os três siiasels iilclicaclos pelo iió apontado. Esta 6 a 

política por nós aclotacla. 

Figura 7.10: Siialíe avaiqou para regi50 oilcle fiiilçào cara.cterística n i o  iiiucla de 
siiial. 

Uma outra possil~iliclacle seria evitar que a silalie passe por nós da triailgulaqào já 

clueiiiiaclos usailclo testes locais, antes cpie a silake seja moviiiieiitacla. Esta política 



no entanto não climiilui a coinplexiclacle do métoclo e sua.s vantagens não são aspa- 

rentes. 

7.7 Pré-Processamento da Imagem 

Os métodos de silalies são em geral precedidos cle alguili tipo de tratamento cla 

iinagem. Isto se faz necessário tanto para recluzir ruíclos quanto para realqar as 

borclas. 

No caso do Dual-T-Si~akes esta questão está diretaineiite vinculada coiii o ope- 

rador cle afiniclacle. 

Existe u m  cleta.111e de natureza prática a ser a.pontac10 inicialmente. 

Coilsicleremos a Figura 7.11 . Eilcluailto o interior do objeto é muito ruicloso, o 

lsacltgrouiicl é simples. Assim, um métoclo cle sila.líes usual, com a malte iilicializacla 

no bacltgroui~cl poderia ser eficiente e apreseiltar melhor per formai~e .  

Figura 7.11 : Imagem coilteilclo objeto com interior complicaclo mas b a ~ l i g r ~ ~ ~ i ~ d  
simples. 

A relação custo/beilefício c10 método clua.1 é ma.is vanta.josa em situacões como a. 

da Figura 7.12 oilcle temos o interior e o exterior do objeto de iiiteresse complica.clos. 

Este fato 6 importa,ilte para definir o tipo cle pré-processameato da iiilageni, caso 

este se torne ilecessá.rio. A idéia. é usax filtros coili pouca. 1ocaliza.qií.o i10 espa.ço a. 

fim cle cria.r uma faixa coilteilclo a borcla clesej a&. Esta, faixa. seri. extraída. via o 

Dua.1-T-Silalies e post~eriormeilte a progra.ilia.~à.o c1iilâ.iliica. fa.rá. o resto. 

Dentre os métodos que poclem fornecer tal res~l tac lo~ temos filtros pa.ssa alta 

(Cailily, 1983) esta.tística para a ima.gem (Jaiil, 1989) e iliétoclo c1a.s conexões fiizzy 

(Uclupa 2k Sa.maraseliera, 1996; Joiles & i\/leta.xa.s, Juile, 199s). este último seiiclo 

particularmente interessante por aproveitar a iilteração com o usuário na. iiiiciali- 

zacão c10 Dua.1-T-Sila.kes (Apêilclice E). 

A exeiliplo c10 Balloon, fazemos iterpo1açã.o biliiieax cla. forca externa F para 

termos uma clefiilição coiltíilua cla mesma.. 



Figura ;. 12: Iiiiageili conteilclo 01) jeto imerso em l~a.ckgroui~c1 com ruíclo, 

Evitando Mínimos Locais 

Uma vez cletectado que uma. silalíe coilgela,cla. 116.0 está próxima. cla. Borcla. (critério 

ele proximida.cle da. seçào 6.1) o pa.sso seguinte é intervir em seu moviiiieilto fa.zeilclo 

com que mesma saia c10 ponto cle coilgelameilto. 

Neste trabalho, coilsicleramos três possibiliclacles: 

1. Aumeilt ar normal 

2. Variar Limiar 

3. Mudar resoluç.50 cla i~ialha. 

A primeira política nã,o é interessante pa.ra imageiis c.om iliuito ruíclo. Isto clecorre 

do fato de esta.rmos usailclo a. força normal clepeildeilte do liiniai cla imagein. 

Como exemplo, coiisideremos ilovailleilte a Figura 7.6. Se o comportainento re- 

preseiltaclo se repetir ao logo ela. s d t e  eiltiio, pela clefiiliç&.o (5.54); teremos oscila.çào 

da iliesma. sem retirá71a. do coilgelameilto. 4 c1efiiliçã.o (E.12) seria 11ia.i~ eficiente, 

uma vez que esta. ii6.o inverte o sentido da. ilorma.1 e porta.ilto 115.0 cria. oscila.qÒes. 

Coiituclo, a. seilsibilidade da T-Snalie com re1aqii.o a iniiiinios 1oca.i~ a.uiileiita. o que 

pode implicax em percla cle performa.ilce. 

Esta política é útil em iiiiageils com iliuitos artefatos no ba.ckgrouiicl liias pouco 

ruíclo. Nestes casos, o aumento ela força ilormal tem o papel básico de vencer 

localmente a resultante clas forças cle suavização e de ca.inpo tirailclo a silalíe de 

mínimos 10 ca,is cla energia. cle imagem. 

Em imageiis muito ruiclosas, a vasia,qão do 1imia.r ela imagem pode ser ma.is efici- 

ente uma vez que isto pode liberar snaxels presos pelo 1iinia.r a.clota.clo, perturba.iic10 

a. siialie e periiiitiiiclo que esta. a.iailce em direqã.o à borda. Coiltuclo, esta. tem a 

clesvaiitageiii ele exigir uma estatística d a  ima,gem. Além disto, o 1imia.r eleve ser 

rela.xa.clo coili ciiicla.clo pasa nào cria,r fal11,as muito graiicles lia. borcla.. o que poder 

faze com que iiiiia. siia.lie parcia.lmeilte esta.biliza.cla avance a.léili da. iiiesina.. 

Como já coiiieiita.clo a.cima., a iiiuclailqa na. reso1uçã.o da ilia.11~1 altera. as forqas 



internas, muclaiiclo a resultante ele forças sobre cada silasel. Esta alteriiativa 4 

particularmeilte interessailte para objetos cujas borclas possuem pontos com alta 

curvatura. 

Detalhes da Implementação do Dual-T-Snakes 

Nesta seçào, apresentamos detalhes da  imp1entaçã.o que fizemos do Dual-T- 

Silaltes. Nossa implemeiltacão é ~ec~iieilcial, feita para estagões IBM e usmclo OS 

recursos para cleseilvolvimento ele softwares e visualizaçiío do Data Esplorer (Cor- 

poration, 1993). 

O Data Esplorer é uin tipo particular cle Ambiente Moclular de Visualização 

( M o d w l a ~  fisualization E ~ ~ u ~ : ~ o n m e i z t s :  M V E )  o que grosseiramente remete às ca- 

racterística.~ comuns dos mesmos (Caineroil, 1995): 

.Modular 

.Coiistituíclo por 11locos cle código (Móclulos). 

.Metodologia orientada a objetos. 

.No\-os inbclulos poclem ser criaclos pelo usuirio. 

.Ambiente 

.Tipicamente, u m  ambiente cle programação visual. 

.Permite iiltegração e cria.ção iilterativa ele programas. 

. Visualizaçào 

.O objetivo final dos programas criaclos é tipicamente visualizacão cle dados. 

Estes sistemas tem como vantagens a interface com o usukrio sii1lplificacla pelo 

ainbieilte cle programação visual, a possil~ilidacle de criaçao ele i ~ o \ ~ o s  módulos e 

integraqão destes com outros já clispoilíveis. 

Os MVE t6m como liinitacões a clificulclade ele integração entre visualização e 

simulação e a clificulclade ele manipulação ele grandes volumes de claclos. 

Coiisicleraiiclo estes fatores. optamos por utilizar uni sistema elo tipo MVE para 

o desenvol\imeiito da implementaqào elo Dual-T-Snakes pois acreditaiiios que os 

recursos cle progrania~ão visual, programacão clistribuícla e inoclulariclacle clestes 

sistemas trazem bons resultaclos. 

Assim como no Capítulo 6,  cllaillasemos Dwal S m d e  a uma lista ele T-Snaltes 

onde a primeira é uma silalte esterim e as clemais são snaltes internas a esta. 

O programa possui basicamente três estruturas: a fila de clual snaltes a serem 

processaclas ( g ~  oul>-dual-iiz), a fila ele clual silakes ailcoraclas (final-I e s d t )  e uma hash 

table usada durante a execução elo algori tino para efetuar muclanças topológicas. 

O Dual-T-Silalies tem complexiclacle 0 ( A r T ) ,  oiide lVT 6 o &mero cle triângulos 

da malha. 



Cacla eiitracla cla hash table tem uma chave clacla por um valor inteiro calcula.clo 

pela espressào: 

cl-ic~ve = 2 * icll + t r ia i zg le lc l  + 2 * counts-y 4: icl-s; (7.13) 

oilcle ( d o ,  ic l l )  sã.0 as coorclei~aclas (inteiras) do 1x5 esquerdo inferior da  célula que 

contém o ponto e ti-ic~izg1e4S = O se o ponto pertence amo triângulo inferior e 

tl-iaiagle-zcl = 1 caso coiltrário (estailios supoilclo triailgulações CF, como a da Figura 

7 .10 ) .  

Na inicializaçiio c10 10013 priilcipal do algoritmo as silakes sào projetadas solxe a 

triangulação, para em seguicla aplicarmos um a.lgoritmo de scan liiie que iilicializa a 

fuilçào característica. 

Uma vez evoluícla a silalíe segundo a ecluação 7.1,  esta fuiqão será atualizada 

seguilclo o algori tino ele c1a.ssificacã.o ela seçào 5.3.2. Uma vez p s o j ~  tada a siiake 

sendo processa.cla., seus pontos siio clistril~uíclos pela lia.sh tahle para. a. fiilaliza~5.0 c10 
métoclo ele reya.ra,ii~etrizaqa,o elas T-Silalies. 

Cacla ponto da. sila.lte projeta.cla é giiarclaclo na  eiltra.cla correspoiicleilte ela lmsh 

table, j untaineilte com outras informação, seguilclo a estrutura a seguir: 

typedef s truct  _Pqieeue{ 

dozeble x; /* abscissa do ponto */ 
do~rble IJ; /* 07-denada do ponto */ 
int ido;  /* abscissa da  c é l d a  */ 
i n t  i d l ;  /" o~derzada da  c é l d a  */ 
i n t  C U I Y J ~ ;  /* ident i f icador da, c~~ri-zia n o  ds~a.1 srzake */ 
int flag: /*Ponto A n c o ~ a d o :  flag=O Freezingd'oiirt: &g=2 */ 
chai- tvinlzglecid: /* O pal-.a t ~ i â n g d o  in fer ior  e I pai-a ssi,l~ei-ioi- */ 
in t  ~ o s i t i o r ~ ;  /* hxdice do ponto rm snake */ 
char edge; /* O para hol-izontal; 1 para diagona.l; 2 pa.~-.n. *i!erticel */ 
stl-xct _Pqueue "raext; 

) P p e u e ;  

Ao final cleste processo, clacla uina eiltracla da hash table, ou ela apoilta para 

NULL ou tem o eilclereço cla fila que guarda os silaxels perteilceilte ao triângulo 

correspoilclei~te. Esta 11asl-i table será percorricla. e ao final teremos a,s silalíes propri- 

amente c1ita.s (j c2 repc2i.ametrizadas). 

Isto foi implemeiltaclo cla seguinte forma. Uma vez eilcontsacla. unia. eiltracla. da 

hash table que 115.0 seja i d a . ,  escolhemos a a.sesta c10 primeiro ponto gua.scla.clo como 

seilclo a dooi-.-in e a. próxima como seilclo a. door-out. Com isto, sa.l~emos exata.meiite 

pa.ra qua.1 eiltsa.cla. ela. 11aal-i table elevemos seguir. Este processo se repete até que 

a. priineira a.resta. tipo door-in obticla. seja eilcontracla. iiovaiileiite; clua.iic1o eiltii.0, 

teremos uma coilipoileilte coilexa. cla snake completa. 



Uma. vez que as dual silakes são inclepeildeiltes entre si, a sua escolha. pa.ra. 

o processainento é feita seguiilclo simplesmente a. orclem em que apa.recein lia fila. 

g7-oup-daal-in. 

Selecioilacla uma duas silake, a curva a. ser processacla. é clefinicla. segundo os 

critérios de energia e a.finiclacle cla secão 6.1. 

Se uma silalíe sofreu imiclança topológica, as c l d  snakes por ela clefiiliclas são 

colocaclas no final do g~oz~pdzial-irz pasa serem processaclas posteriormente. 

O a,lgoritmo possui dois loops que coinpõem o 10011 principal. 

No primeiro, uma silalte congelada será processada. usado-se a.1gum dos critérios 

(1)-(3) acima para retirar a malte do mínimo 1oca.l correspoilcleilte. Uma. vez feito 

isto, o seguido loop evolui a malte até que o próximo ponto de coilgelamento seja 

a.tingido ou uma muc1a.nça topológica. ocorra. Neste último ca.so, o group-clua.1-i11 é 
a.tua.liza.clo com a.s c1ua.l si~alíes resultantes e voltarse a,o inicio do loop priilcipa.1. A 
equa.çà.o de c-voliiç5.0 é dada. pela expressã.~ i .  1. 

O fluxograma. a. seguir esclarece como estes elementos fomm organizados na. im- 

plement acão elo Dua.1-T-Silalíes. 



Figura 7.13: Flusogra.ma clescreveilclo as principais partes da implemeilta.ção do 
Dual-T-Sila.kes. 



Capítulo 8 

Inicializacão 2 de Modelos 
Deformáveis 

Uin ponto crucial para a recoilstrucão cle geometrias em imagens 2D ou 3D via 

moclelos cleformáveis, é a inicializaqão c10 moclelo. 

Como já ressaltaclo para o caso particular das silaltes (Iiass et al. , 198S), a 

energia c10 moclelo é em geral não-coilvesa (Dava.tzilios & Priiice, 1999; Giralcli 8.c 
Oliveira, 1999) e portanto a solucão final é muito clepeiicleilte da posiqiío inicial. 

Assim, um proceclimei~to para obter uma primeira aprosimaçào da borda pocle me- 

lhorar a perforiliaiice e a precisiío c10 resultaclo fiilal. 

Em (Giralcli et al. . 2000e; Giralcli et al. . 2000a) nós apresciitaiilos uiil 1101 o 

métoclo para inicializar modelos cleformáveis haseado em proprieclacles cla topologia 

e cla escala espacial dos objetos cle interesse. O métoclo proposto aclota uina metodo- 

logia de multiresolucão tendo como base teórica os mesmos elemeiltos das T-Silalíes 

( Trzangi~lação, Função Cai-actel-z'stzca e Snalces Dzscretas) , o que o torna icleal para 

inicializar o Dual-T-Si1 a 1- ~ e s .  

O eilfocpe dos tral~allios apreseiltaclos em (Girakli et al. , 2000e; Giralcli et al. , 
2000a) é na iilicializacão de silalíes 2D, mas o mesmo proceclimeilto pode ser esteil- 

cliclo para 3D, como cliscuticlo abaixo. 

8.1 Trabalhos Relacionados 

Nosa  iiictodologia de iiiicializacáo adota a filo~ofi~i básica c l ~  algiiils iii6toclos não- 

l>araiilétricos iliiilti-resoluçiio para segmentaçào de iinageils baseados eiii iiloclelos 

de Pirâniicles e Quacltree (Burt et al. , 1981; Bamforcl Lol-ell. 11.~1.; Jolion IIC. 
i\/loiltailvert, 1992). Estes métoclos fazem uso de estruturas de claclos apropriadas 

para representar uma imagem em diferentes níveis de resoliiqão. 

A icléia básica nestes casos, é que à meclicla clue a resoluqão vai clecresceilclo 

peclueiios artefatos no l~ackgroui~cl torilain-se menos significativos em relaçào aos 

objetos de interesse. Assim, pode ser mais simples detectar os objetos no nível mais 



baixo para então fazer o traclting dos mesmos nos cliferentes níveis da estrutura cle 

claclos. 

Desta forma, é possível delmear as borclas em uma resolugão mais baixa e se- 

estimá-las cluanclo a~imeiltamos a resolução (Jolion & i\/Iontanvert, 1992; Bamforcl 

k Lovell, n.cl.). 

No trabalho descrito nesta seção, a resolução mais baixa da imageni é clefin- 

da atravéz de um coiiliecimeilto a priori da escala dos objetos, seilclo aclaptativo 

no senticlo que a resolução é mell-ioracla somente nas regiòes onde for coiisicleraclo 

iiecessário. 

Para auiiientar a resoluqào, nós simplesmente refiilamos a malha e amostramos 

a iinagem sobre os nós covresponcleiltes à nova malha. ,4ssim, a estrutura de refina- 

iiiento é localiiieiite uniforme e aclaptativa. (local wiufo~.rn. 11,euted ~-efirremeut) (Berger 

& Oliger, 19S4), sendo representada na. Figura 8.1. Estes iiiétoclos sào bem coiil-ie- 

ciclos para solução ilumérica de ecluaçoes clifereilciais parciais, tais como aquelas 

do métoclo de coiijuntos cle níveis da seção 5.3.1 (Sethian, 1996). Contuclo, não 

coilliecemos referência anterior sobre a.plicações destes escluemas para segiiieiitacão. 

Figura 8.1: Representaçào c10 escliieiiia clc siiulti-resolução usado. 

i\/létoclos cle ii~ulti-resoluç5.o poclem ser pa.rticula,riiieiite úteis pa.ra prol11eina.s em 

a d i s e  de ima.gens e visão computa.cioiia1 que possa.111 ser expressos como problemas 

cle minimizaqão de fmçòes cle energia. E m  (Heitz et al. , 1994) nós encontramos 

um métoclo deste tipo, cl~amaclo Relasação Multi-escah. (Ml~ltiscale Relazatioiz) o 

clua.1 tem sido usa.clo no coiitexto cle snaltes (Migilotte & Meuiiier, February, 2000). 

Neste métoclo, o problema cle otimização globa.1 é resolviclo dentro de iima secliiência. 

de sulsespacos do espago origiiial cle coilfigurações. Cada s u b e s p a . ~ ~  define uma 

fmiçã.o cle energia. (coa,rse eiaergy fwzct.ion) ciijos pasâ.metros são deriva.clos da. fiiilqã.o 

objetivo origiiial clefiiiicla na resolução mcíxima. O problema cle otimizaç5.0 vinculaclo 

(consti-mized optim.izat.ion) é implemeiitaclo em (Heitz et n.1. , 1994) usa.iic10-se uma 

estrutiira de pirâ.niicle. 

Por outro la.clo, esisteni métodos de rela.xa.çào em ina.1lia.s . tais como a.cluele 

a.presentac10 em (Teizopoulos, 19SGa). Neste caso: a resoluç5.0 da iiiia.gein não é 

recluzicla. (é  sempre a. resoluqào má.xima.). Coiituclo, a. resoluç5o da. iimllia. usa.cla 

pa.ra cliscretizar o prohlema cle otiiiiizaçã,~ vai sendo melhora.cla c1ura.nte a. execuçào 

c10 algoritmo. 



O método descrito abaixo é i~~ultigricle/i~~ultiresoluc;áo cluanclo segmeilt amos a 

imagem mas 112.0 cluanclo aplicamos o moclelo cleformável para extrair as bordas. 

Este modelo (T-Silalíes, secão 5.3.2) é usaclo no fiilal do processo apeilas. N6s não 

ilecessitamos usar métodos cle relaxa.cão multi-escah neste passo fiilal uma vez que 

tomamos sempre a resolução másima cla imageili para evoluir as T-Silakes . Além 

disto, ao aplicarmos T-Silaltes estamos supondo que a resolucão da  mall-ia é suficiente 

para fornecermos uma aproximação inicial clas bordas. Assim, nós iiào necessitamos 

usar métoclos de relaxação multigricl clurailte a evolução clas T-Silalies. 

8.2 Método Multi-resolução 

Nesta seção, nós estaremos interessados em aplica.cões oiicle os padrões cle iil- 

teilsicla.cle cle um objeto O (ou c10 l~ackgrouiicl) possam ser caracterizadas por um 

limiar T ou uma estatística (méclia , ~ i  e variâilcia a )  da iilteiisidatlc de iiiiageiii I 
(McIilerney &L Terzopoulos, 1999). Isto é: 

onde X é uma coiistaiite clefiilicla a priori. 

Se a iilteilsiclacle cle imagem não for apropriada ou tivemos uma imagem multi- 

variada (imagein colorida, c0111 texturas, etc), clualcluer outro campo escala1 deiivaclo 

da imagem pode ser usaclo (Joiles Sc Metasas, Juile, 1998; Giralcli et cr.2. . 2000e). 

Primeiramente, nós assumimos uma P7-opnedade de Escala Local: claclo um ponto 

11 E 0, existe uma bola B, com raio r ,  > 1, a clud contem 11 e pertence inteiramente 

ao objeto (11 iião é iiecessariameiite o centro da bola). Assim. unia -\vez que o coiljuilto 

de pontos (piuels) uma iiilagem digital é finito, esiste um raio 1.1 tal que I ,> 5 I - / .  

para todo p E O. 

1-1 > r,, para todo p E O. (8.2) 

Esta propriecla,cle cle escala 1oca.l implica que nós podemos reduzir a. reso1uçã.o cla, 

iii~agem pasa. 7-1 x 7-1 sem alterar a topologia dos objetos cle interesse. Esta é a idéia 

básica c10 métoclo, represeilta.cla. na Figura. 8.2. 

Nesta figura.. 116s usamos um limiar pa.ra. a iiltensicla.cle de ima.geiil o clua.1 iclen- 

tifica o objeto (T < 150). Na. Figura. 8.2.11 nós temos umci. triailgiila.qào CF  com 

reso1uçã.o 10 x 10. e a. imagem biiláxia correspoilclente. 

Agora., nós podemos definir uma f111lcã.o simples, a. clual cliaiiia.reinos P l ~ r z ç ~ o  

Cai -wAe~&tica  do Objeto! como segue: 



( a,) (1,) 

Figura S. 2: (a.)Ima.gem original. (b)i\/la.llla e iniagein truilca.cla pelo 1iiilia.r 

onde (p) = 1 se 11 satisfaz (8.1) e (21) = O caso contrcSrio, seilclo p u m  1x5 cla. 

tria.ngulaq5.0. Pa,ra. o c.a.so 3D a c1efiiiiçã.o é a.ilá.loga.. 

Poclemos ir uni passo além, como mostra. a Figura. 8.3.11, oiicle temos a. curva 

geracla. pela a.plica.qào c10 algoritmo Door-In-Doo~Out d a  seção 4.3.2. Observe que 

esta. curva. é uma. a.proxima,çà,o (grosseira) d a  borcla. procura.cla.. 

(4 (13) 

Figura 8.3: (a)Fimção Característica. (11)Aprosiinação obticla. 

4 idéia agora. é usar u m  iiiétoclo que possa. melhorar esta aprosiiliaqào bem como 

a sua suaviclacle, O métoclo clas T-Si~akes é o mais iiiclicaclo. como \-ereinos a seguir. 

8.3 Método para Inicializaqão de Snakes 

A secão anterior propriamente esemplifica os passos básicos c10 iliétodo de iilici- 

alizacào para silalíes 2D proposto em (Giralcli et al .  . 2000e; Giralcli e t  al. . 2000a): 

1)Estraqào cle estatísticas elos objetos ou c10 baclígrouilcl; 

2)Triailgiila~âo c10 clomí~~io;  

3)Defiiiicão das Fuiqòes Característica.s clos Objetos; 

4) Aplicação c10 algoritmo Doo7--In-Door- Oat ; 
5)Aplica5ão ele T-Silakes pa.ra suas7iza.r as aprosima@es obticlas. 

As estatísticas (ou limiares) poclem ser obticlos pelos procecliilieiltos usuais de 

ailálise cle liistograma ou técnicas cle recoilhecimento cle paclròes ( em (.Jaiil e t  nl. , 

2000) eiicoiitrainos unia reuisào recente do assunto). 



A aplicação eficiente clo DOOI--IIZ-DOOT-OU~ pressupõe certas restricões para a 

topologia clas borclas dos objetos cle interesse. Especificamente, supomos que estas 

poclem ser represeiltaclas por ciirvas (superfícies) com as seguintes proprieclacles: (a) 

Fechaclas, (13) Orientadas, (c) Coilesas. 

Coili estas proprieclacles assumiclas, nós não necessitamos 110s preocupar com o 

interior das curvas fecliaclas assim geradas pelo passo (4) .  A Figure S.4.11, a clual 6 
o resultado obticlo pela aplicação dos passos (1)-(4) à iiliagem inostracla lia Figura 

5.4.a. esclarece este fato. 

Uma vez que nós não temos splits cle objetos cleviclo a propriedade local de escala. 

não precisamos efetuar merge de regiões. Assim. pocleilios usar as culvas fechadas 

geraclas para ohter uma aprosima~50 grosseira clas horclas procuraclas. E s t ~  é o 

ponto priiicipal deste tral3alho. 

Figura 5.4: (a) Célula. de iiiielina. (11)Varieclacle Linear gerada, ( c  )Resiiltaclo final 
do 111étoclo. 

Olxerve que, cle acordo com a groprieclacle Cíclica cla seç5o 4.3.2, o algoritino 

door-in-dool--out gera curvas fecliaclas ou curvas que iniciam e termiilam nas froil- 

teiras cla imagem ( Allgower & Georg, 1990). Assim, uma iilspeção simples descarta 

curvas abertas. A14111 disto, ambas as proprieclacles (a,) e (13) cla seção 4.3.2 garail- 

tem que as curvas poligoiiais geraclas são siinples (Allgower & Georg, 1990). Logo, 

a propriecla.cle (13) acima é sempre satisfeita. 

As curvas restantes satisfazem (a,)-(c) acima, como podemos obser-var na Figura 

5.4.11. 

Contudo. alguiilas destas curvas poclem limitar uma regi50 de isca iiiuito peclue- 

lia devido a cirtefatos ou ruídos no backgrouilcl. Logo, elas dei-ergo ser descartadas. 

A Figura 5.5 mostra um esemplo cleste comportameilto. 

41ém clisto. algumas curvas podem conter mais cle um objeto de interesse. como 

é o caso mostraclo na  Figura ??.I ) .  
Agora, nós podemos usar um coiljunto de características pré-clefiiliclas tais como 

área e perímetro (Saintaiiey e t  al. , 1994). Para cada uma clest as características, 



Figura 8.5: ( a )  Células cle lisossomos. (b)Aprosii~iaçòes liiicarcs por partes ohticlas 
para resolução 5 x 5. 

a idéia. é eilco1itra.r limites superior e inferior ba.sea.clos em coilliecimeiito a priori 

clos objetos de interesse. Neste trahalho nós usamos ape1la.s á.rea. da regi50 interior 

às curvas. Pela propriecla,cle cle esca.la. local e a. tria.ilgula.çiio usada nós podemos 
2 estalselecer como limite inferior para a área o valor 4 (r1) , oiicle 1.1 estii clefiniclo na 

expressào 8.2. 

A clefiilicão para o limite superior é muito clepeiicleiite cla aplicação. Por exemplo, 

para imageils méclicas pocleríaiiios usar clacclos anatômicos sobre as estrtituras cle 

interesse. 

E importa.iite ressaltar que o limite superior 115.0 é uiii poiito esseiicia.1 para o 

método. O pa.pel deste parâ.nietro é somente evitax esforqo computa.cioila.l para. 

processar regiòes onde as poligoiiais eiwolveili uni ú1iic.o objeto. 

Dentre a.s curva.s resultantes, uma simples i11speçfI.o c1esca.rta. a.quela,s clue eiivol- 

vem regiòes c~1ja.s cí.reas estão aba.ixo c10 limite inferior. Qua.iito à.clue1a.s cujas á.rea.s 

correspondentes u1tra.pa~ssa.m o limite superior, esta.s cleveiii ser processa.cla.s em uma. 

resoluq5.0 mais fina,. 

De fato, em ima,geiis como a cla Figura ??.a,, a. esca.la. ezterioi- correspoi~cleiite à 

separa.cào eiltre os objetos pocle ser 1iia.i~ f i m  que acliiela. clefiiiicla pela. propriecla,cle 

de escala local clos mesmos. O problema correspoilcleilte se eilcluaclra n a  categoria 

conhecicla como PI-oõlemas de Dvas-Escalas. 

Uma característica comum destes problemas é cjue as escalaas espaciais poclem 

variar c1ra.ma.tica.meiite cle uma região para outra cla iniageiii. 1s to a.contece ilas 

regiões cla. Figura ? ? .I3 oilcle a segmeiltaç5.o a.iiicla. não está. completa.. Nestas regiòes, 

a. escala exterior pocle ser 1iia.is fina que a. escala local clos objetos. Assim, na  

resolucào mais grossa (5  x 5)  iGo coilseguiiiios sepa,rar os objetos. Para c.orrigir 

este resultado, nós a.umeiita.mos a. resoluç.5.o (a.11ena.s) nestas regiòes pa.ra iiiel11ora.r 

o nível cle cletallie. 

Para ma1lia.s uiiiformes c10 tipo clacluela da Figura. 8.1 isto pocle ser iiiipleiilentado 



Figura 8.6: (a) Escala cle separacão entre objetos m a k  fina. que a. escala interna. (11) 
Aprosimacões lineares por partes obtidas com resoluciio 5 x 5. 

por um esquema de multi-resoluçiio cuja estrutura de claclos sul~jaceilte é aquela. cle 

um Re.finnrn.ei~to Adaptativo de Malhas (Berger & Oliger, 1984). 

Nestas  estrutura.^ cada. nó no nível cle refimmento 1 sofre split: em 71" i ~ ó s n o  nível 

1 + 1, onde 11 í- o ,fator de ~e,fi~zn.rnento e 12 é a. climei-is5.0 do espqo  (11 = 2 e 17, = 2, no 

presente caso). ,Assim, em 2D, a. estrutura. cle nós possui ~~"~oi-iteiros para. os filhos, 

ponteiros para. os nós vizinhos e um ponteiro para. O pai. 

Com isto, pocleinos mell-iorar o resultado apresei-itaclo na. Figura. S. G .h.  Usa.nc10 

a.gora uma resoluqão 3 x 3 obtém-se o resultaclo mostrado na Figura 8.7 

Figura 8.7: Resultado obticlo com resolu@o 3 x 3, a. partir cla imagem 8.G.b 

Em alguns ca,sos, apesar cle usarmos a reso1ucã.o cla. própria. imagem, a1guma.s 

curvas aincla poclem limitar regiões com área. nmior cluc o 1imit.e superior, como é o 

ca.so cla. curva limita.nc10 as duas c.élulas c10 cci.nto clireito superior cla. Figura. S. C. 



Se ilós temos uma estatística como n a  espressão (8.1)) então poclemos relaxar 

o limiar (T + T f AT) e aplicar os passos (2)-(5) novamente, mas somente nas 

regiões onde for iclentificada tal necessiclacle. Contuclo, no caso cla Figura S.', este 

procecliineilto não seria eficiente pois comprometeria o resul t aclo 013 tlclo nas regiões 

onde a aprosimaqào está satisfatória. 

Nestes casos, nos parece mais eficiente uma metoclologia sem-automática c0111 

ferramentas interativas para corrigir o defeito ol~seruaclo. Nos Capítulos 9 e 10 

voltaremos a esta cluestào. 

Dentre as cun-as resultantes. pode ocorrer que alguiiicis delas ainda coriespoii- 

clam a pecluenos artefatos, muito próximos no baclígrouilcl. Eni geral. estas cun-as 

somente poclem ser clescartaclas aumeiltanclo a resolução. 

Apósaplicar os passos (1)-(4) nós temos como resultaclo uma aprosimação gros- 

seira clas borclas procuraclas. A idéia é usar agora um moclelo cle silalce para obter 

a aproximacão final. O moclelo clas T-Silakes foi escolhiclo, primeiramente, porclue 

ele pocle liclar ilaturalmente com as auto-iilterseccões cpe poclem ocorrer cliirante 

a evolução clas curvas obticlas as cluais poclem apreseiltar regiòes irregulares e com 

curvatura muito elevada (Figura 6.5). 

Figura 8.8: R.esulta.clo filial clos passos (1)-(5) para as ima.geils clas Figuras S.5.a e 
8.7. As resoliiçòes usadas são 5 X 5 para o resulta.do (a)  e 3 x 3 para. (13). 

Segundo, porclue esc.olliei~clo T-Silakes, os p s s o s  ( 1)-(5) coinpòein uma metoclo- 

logia. uiiificacla., ba.sea.cla. em Tria.ilgu1a.çã.0, Limiares e Fim@es Ca,ra.c terística.~, pa.ra. 

iiiicializa.<à.o de inoclelos cleforiilá.veis. 

O a.lgoritil10 de c.oiitiilua.çii.o d o o ~ ~ - i i z - d o o ~ - - o ~ ~ t  usa.clo tem rnui to cin comuin com 

métoclos usaclos pa.ra geraç5.o cle iso-superfícies em malhas 1iierárquica.s. Coilt~iclo, 

estes m&oclos 1150 usam a,s restriçòes de escala e topologia. a.cima., as c1ua.k forii1a.lizam 

nosso co~ah.ecimento a priori das estruturas cle interesse. 

4 esteiição c10 métoclo clesta seção para 3D é clireta.. P u a  isto, basta usar as 

T-Superfícies (secão C.3) no ~ a s o  (5) e uma. extenção pam 3D c10 algoritmo Doar- 

I~z -Doo~- -Ou t  pa.ra gerar as superfícies procuraclas (Varieclacles Lineares por Partes 



ldimeilsioilais) . Procecleiiclo desta forma, as restri~ões topológicas (a)-( c) cla secã.0 

anterior serão automaticamente respeit d a s ,  o que pocle ser clemoiistra.clo pela, teoria 

subjacente clescrit a no Apênclice C. 



Capítulo 9 

Resultados Experimentais 

Neste capítulo apreseiitan~os resultados experimeilta.is para. imageiis %D oh tidos 

utizailclo-se o Dua.1-T-Silakes juntaineilte c.om Progra.ma.çào Dinâ.mica (Iriterbi). 1x111 

como com o métoclo de inicicil1izaqà.o clo Ca.pítulo S. Os eseinplos a.l~reseiltaclos s5.o 

coilsti tuíclos 11a.sica.nlente por imagens si1ltética.s e ima.geiis mi-dicas. 

Na cliscussào que segue procuramos inicialmente clemoils trai a. viabi1icla.de e efi- 

ciência clo Dua.1-T-Silakes, tanto para evitar míilimos 1oca.i~ clua.ilto no que diz res- 

peito às suas liabiliclacles topológicas. Neste sentido, um ponto crítico é a escolha clos 

pasâmetros das forças clo moclelo 7.1, e como este se comporta cluailclo aumeiltamos 

o ruíclo cla imagem ou muclainos a resolu~ão da triangii1aqã.o. 

O cleseil\iolvimeilto de proceclimeiltos sistemáticos para. a. escollm de pa.râ.metros 

é um ca,mpo a.incla aberto no contesto cle modelos cleformá~veis em geral, e simltes 

em pa.rticular. c01110 ressalta.clo em (R.. Fislier, 1998). Assim, nossa. política. para a. 

escolha. cle parâ,metros é empírica., baseacla em tent a.tiva e erro. 

Esta, clificulcla.cle na. "ca.lilxa.ç5.0'~ do m6toclo de silalies exige que os valores destes 

coeficientes teil11a.m a.lguma. "estahiliclacle" com re1a.çà.o a. fakores tais como a.umeiito 

cle ruíclo ila. iiiiageni e preseilça. de artefatos. Este ponto é crucial pa.ra o Dual-T- 

Sila.lies uma. vez que temos poteilcialmeilte duas sila.lies pasa ca.li11ra.r. 

Assim, uma vez cletermiilaclo um conjunto cle pa.râ.metros eficiente para. Luma clacla 

imagem, a inetodologia seguida nesta a11reseiltação será ailalisas o comportamento 

do moclelo cluanclo a.ltera.inos características cla ima,gem tais como ruíclo e artefatos 

no backgroui~cl ou muclamos a resoluqão cla 1113lha. 

Neste sentido, o primeiro ponto a ser clest acado s5.o as c.01lseqiiência.s cla. clefiniqào 

para forca ilorma.1 dada pela equação 7.3. E m  imagens c-om ruíclos, esta política. 

melhora a esta.bilicla,cle do a.lgoritmo e c-oilsecliieiltei~~ei~te sua. performa.ilce. Contuclo, 

xilaloga.meilte ao ca.so c10 Ba.llooil (seqào 3.4), a sila.lie coi~tiiiua seiisível coin relaçào 

aos mínimos 1oca.i~ da. eilergia de ima.gem; um problema. que o Dua.1-T-Sila.lies tem 

recursos para. resolver. 

O 1imia.r usado pa.ra. a. iilteilsiclacle cle imagem pode c1eixa.r -a.rtefa.tos" no 11a.cli- 

grouilcl ou i~iesimo eliminar pa.rtes da borcla iiltrocluziiiclo subjetivicla.de na. inesma.. 
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É interessante portanto ailalisar o comportmieilto c10 Dua.1-T-Silalies com relaçào a. 

a.rtefa.tos e horclas sul) jetivas. 

Compara.iiios os resultados obticlos com a.clueles usa.ilclo o moclelo das T-Silakes, 

l~a.sticula.ri~~eiite com re1a.çã.o a,os mínimos locais. Esta. compa.ra.çào se fa.z pertii~eilte 

para 1llostra.r como a. metoclologia. clual acrescenta. robustez à. T - S d i e  sem limitas 

s u a  1-iabilicla.des topo1ógica.s. 

Os resultaclos obtidos sào avaliados mediante coml>a.ra.çà.o visual. 

Nos casos estuclaclos, iilclica.inos os va.lores do pa.rimetros e o ilúmero de iiite- 

rações, possibilitailclo assim uma ailálise mais completa. 

O resultados obticlos com o Viterbi (seção 5.2), os cluak forilecem a. borcla dese- 

jada, são mostra.clos no final cle cada seção. 

Os resultaclos da  seção 9.2.1 a seguir ilustrain como o métoclo cla seçào 8.3 pode 

ser usa,clo para iilicia.1iza.r a~itomatica.meilte o Dua.1-T-Silakes. A4s seqòes 9.2.3, 9.2.4 

e 9.2.6 mostram resultados deste mesmo método pa.ra iil-iageiis de célnlas e iiliageils 

extra.íc1a.s do Projeto Homem Visível. 4 s  clenmis seçòes s5.o c1eclica.cla.s exclusivamente 

ao Dual-T-Siia.lies/Viterbi 

Na. aprese1lta.qà.o abaixo eilteilclemos por uma. irztel-açao a. uma. esecuqã.o de algum 

dos loops do fluxogra.ma. cla Figura. 7.13. De maneira. ecluiva.leilte. clircinos que ca.cla. 

iiitera,çà.o correspoilcle a. um ins tan te  de tern.110 f cla. evo1uçà.o da sila.l;e. Durante 

toda a cliscuss20, chamamos Snake  O a siia.lie externa. cle um clua.1 sila.kes e SnaX:e i ,  

i = 1, 2, .. as internas. 

Imagens Sintéticas 

Nesta secào, os testes feitos têm a finaliclacle priilcipal de clemoils trar o comporta- 

mento c10 Dua1-T-Snakes e do Viterbi com relação a ruídos. artefatos no l~acligroui~cl 

e muclança na resolução cla ma.lha. 

Iniciamos com uma imagem com um único objeto imerso em um ineio ruidoso. 

Ailalisamos o comportamento do Dual-T-Silalies para as duas definiqòes da força 

normal (ecluciç6cs (7.3) e (5.54)).  

E111 seguida. ailalisaremos o comportameilto do modelo ( c  dos pasâiiictros) cluail- 

c10 aumentamos o ruído . Posteriormente, a resoluqào da mallia 6 alterada. 

Fiilalmente, usamos imagens com vários objetos, cluanclo eiltào as hal~iliclacles 

topológicas c10 método são clemoiistraclas. 

9.1.1 Circunferência em Ruído 

A ima.gem a seguir mostra uma circuilferêilcia imersa em um meio ruidoso. Em- 

l~ora. a forma. geométrica seja simples, este exemplo ca.ra.cteriza. uma típica situa<ci.o 



oilcle o Dual-T-Sidies mostra sua poteilcia.liclacle, uma. vez que o interior da circuil- 

ferêilcia e seu exterior oferecem c1ificulcla.cles para o movimento cla silalte. 

Caso contrário, em imagens onde o bacl~groui~cl ou o interior c10 objeto são simples 

(POUCO ruíclo e poucos artefatos) a possibiliclacle mais direta seria usar uma única 

silalte evoluíilclo na região que oferece menor clificulclacle ao seu movimento. 

Figura 9.1 : Círcunferência em meio c0111 Ruíclo. 

O imagem tem resolu~ão (128 x 128) e a iiiicia1izaçã.o c10 Dual-T-Snalíes neste 

caso foi feita usailclo-se uma mallia triangu1a.r com resolucào ( 3  x 3) .  L4 Figura 9.2 

mostra as siiakes no iiistante inicial e a mallia em cl~iest5.0. 

Figura 9.2: Iiiic.ializa.~à.o c10 Dual-T-Si~alics. 

Os valores clos pa.r5metros iisa.clos no moclelo 7.1 sc20 OS seguintes: k = 200.0, 

X = 50.1, b = 50.0, ponto de congelameixto= 5. 
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A imagem tem ruíclo a1~roxima.clameilte ga.ussiano, c0111 méclia. 20.0. i4ssim, a.s- 

sumimos u m  1iinia.r T = 20.0 na  equação 7.3 e va.riamos este 1imia.r clua.ilclo necessi- 

tamos retirar uma s d t e  cle u m  míilimo local. O iilterua.10 de varia.ção clepeilcle cla 

variâilcia correspoilcleilte. No caso, usamos uin T $ AT 5 30.0. 

A Figura 9.3 mostra posições iilteimecliárias clas silakes. 

A so1uçã.o obticla pelo Dua.1-T-Silaltes está na Figura 9.4. 

O número cle iiiterações para a silake interna foi igual a 22 eilclua.ilto clue gara a 

externa foi 14. Pela clistâ.ilcia máxima entre a. si~a.líe externa. e a. borda. observa.cla na  

Figura 9.2 vemos que, em mP,clia., temos que esta sildie amnqa 9/14 pixels a. cada 

i1ltera.çã.0, o que é consideraclo aceitá.ve1. 

,i1 Figura. 9.5 mostra o exemplo a.cima usa.ilclo a clefiilicào cla. normal usa.cla. ori- 

giila.lineilte lias T-Silalies (eclua.cã.o (5.54) ) . O núiliero de iiltera.çòes a.uineiltou para 

26 no caso cla siiake iilterila mailteilclo-se para. a. exterila. -4pesar da. mudaiiqa de 

performailce ser pouco sigilificativa. neste ca.so, podemos o1~serua.r que o inoviiiieiito 

no ca.so ailterior se faz de forma mais suave. Na próxima seq5.o uereiiios uni exemplo 

bem mais crítico cleste comporta.i~leilto. 

E importa.ilte observar o que aconteceria caso tivéssemos a.peilas uma T-Silalte. 

4 Figura 9.5. c mostra a T-Silake externa coilgelacla. A aplicacão de estatísticas 

para retirar a siia.lte cla posição de coilgelailleilto (ecluac5.o (5.55)) poderia ser útil. 

Coiltuclo, como saber automaticailleilte se a T-Silake coilgela.cla. está. ou il&o sobre a 

l~orcla clesej acla..? . 

Na metoclologia. c10 Dual-T-Silakes, o algoritmo icleiltifica. priiiieira.iileiit.e que o 

critério cle proxiiilic1a.cle cla seç5.o 6.1 1150 está sa.tisfeito. Isto é uiil iilclicativo de que 

alguma chs sna.kes 115.0 está sobre a borcla c1eseja.cla.. A iclkia agora, é que c2 silake 

com energia. ma.ior (ecluaçòes (6.1)-(6.2)) esteja 1na.i~ longe da. borda.. e porta.ilto, 

deverá ser evoluicla. caso sua fuilçào de afiniclacle 115.0 seja. i d a . .  

Na. Figura 9.6 usamos a mesma imagem acima, coiltuclo climiiluiinos a resoluç5.0 

da ma.lha. para ( 5  x 5) .  Neste caso, o ponto de coilgelameilto precisa. ser a.lteraclo 

uma vez que a climeilsão clas células auineiltou. E m  geral, escolhemos u m  d o r  da 

orclem da climeilsào cla cliagoilal clas células (10, no caso). 

De acordo com a cliscu+io c10 Capítulo 7, a. mucla.ilça na  resoluç5.0 ela. mall-ia altera 

as forças iilteriias. De fato, a teilclê,ilcia é a.imeiltasr a força de rigidez uma vez que 

a clistâcia entre os silasel aumeilta em média. Uma. vez que c1obra.iiios a. climeilsào 

da célula,, é ra.zoávt.1 usar a proporcão entre as climeilsòes c1a.s cé1ula.s como diretriz 

pam reclefiilir a. elasticiclacle. Assim, usamos b = 25.0 ileste caso. 

Toclos os outros pa.râmetros foram mantidos com os valores especifica.dos na. Ta- 

bela 9.1. -4s  figura.^ 9.G,(a.)-(cl) mostram posiqòes iiltermec1iá~ria.s clas silalie~, A 
soluqào c10 Dual-T-Silakes está na. Figura 9.6.d. O núi~iero cle iilteraçòes corrcspoil- 

cleilte está. na. Tal~ela 9.2. O resiilta,clo é satisfa.tório inais ~iiila. vez. 
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Figura 9.4: Solução c10 Dual-T-Simltes correspoilcleilte a Figura. 9.2. 

Assim como n a  Figura 9.4, a solução fim1 tem boa siiaviclacle. Niímero cle iil- 

teraqões neste caso foi 21 pa.ra a esterila e 39 p a r a  a iilterila. De maileira gera.1, 

a performailce cleste caso, cluailclo comparado com o inicial (Figura 9.2) 112.0 teve 

muclaiqào significativa, como pocle ser observaclo pelas Tabelas 9.1-9.2 cluc resumem 

as estatícas clesta seqão. 

Tabela 9.1: Parâinetros usaclos nos testes clesta. seqão para o Dual-T-Sila.líes. 

Imagem 
Figura. 9.3 
Figura. 9.5 
Figura 9.6 

As Figuras 9.7 mostram as soluções obticlas pelo Viterli  pa.ra os exemplos desta 

secão. Os parâinetros usados nesta fase foram os seguintes: n = 1200.0, /? = 0.5 ancl 

X = 140.0. 

m a h .  
3 x 3 

9.1.2 Variando Ruído 

k 
200.0 

P. Coilgela.ineilto 
5 

200.0 
200.0 

Nos exemplos que seguem pa.rtimos d a  imagem iiiicia.1 na. Figura. 9.8 e va.ria.mos 

o ruído coino iildica.clo na. Tabela. 9.3. 4 resoluq2.0 iisa.da 6 seiiipre (5 x 5)  nos 

exemplos correspoi~clei~tes. Os pa.râ.metros do Dua.1-T-Sila.1íe.c; es t ã.o t aml~éili lis t ados 

nesta tabela.. 

A Tabela 9.4 mostra o ilúmero de inte.rações de cada sila.lie com re1a.qà.o aos loops 

do fluxograma. da  Figura 7.13. 

Coiisicleremos o pior caso, Tabela 9.4.d. Pela. Figura 9.8 observa.inos que clistância. 

máxima entre a silalíe iilterila (Silalte 1) e a borda procuracla é cla ordem cle 45 pisels. 

Assim, tería.inos nestas regiões uma  velociclacle média cle 451149 pixels por interacào. 

X 
50.1 
50.1 
50.1 

11 
50.0 
50.0 
25.0 

3 x 3 
5 x 5 

3 

1 O 



Figura 9.5: Euoluçiío do Dual-T-Si~akes para força norilia1 iisual: (a)Interaqã.o 3. 
(11)Posiçiio iiitermeclic?.ria (c)Míilimo local cla silalie esteriia (iiitcraçào 7). (c1)Míilimo 
local cla snalíc iilterim. (e)Posição iiitermecliária. (f)Soluçào filial. 



Figura 9.6: Dual-T-Si~alíes em mallia 5 x 5: (a.)Inicializaqào. (11)Interaqiio 21 
(c)Intera.ção 31. (cl)Soluçiio final CIO Dual-T-Sdies. 



(4 

Figura 9.7: (a)Solqão c10 Viterbi 
Figura 9.6.d. 

(b) 

 ara Figura 9.4.f. (b)Solu@o do Viterlsi par a 

Figura 9 .S: Iilicializa.~iio pam os  esc-iilplos dmta seq5o. 
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I Ima.gem 9.3 1 10011 1 I loop 2 1 

I I I I 

(4 

Tabela 9.2: ( a~)Per fo rmai~e  pam forca. iilormal clacla pela ecl~a~ç5.o 7.3. 

Imagem 9.6 
Smke O 

(11)Performailcc para força normal clacla pela eclua.çào 5.54. (c )  Performaiice pa- 

10011 2 - 
S 

Imaageiill 9.5 
Silalie O 

ra. m a h  com resolqã  5 x 5. 

loop 1 
G 

10011 1 
O 

Tabela 9.3: Parâ.metros usados nos testes desta secão para o Dua.1-T-Silalres. 

10011 2 
21 

Consiclera~iclo que nesta figura temos um ruíclo com méclia. 50.0 e va.riâ.ilc.ia 40.0, esta. 

performailce nos pa.rece aceitável. 

As Figura,s 9.9 mostram os resultaclos c10 Dual-T-Sila.kes correspo~lcleiltes. Ao 

lado de cacla. resultado mostra,mos tambP,m a.s si~a.lres grojeta.cla.s sobre a. triailgula,c5.0 

p x a  facilitas a a.va.lia.qà.o cle cxla  caso. Observa.nc10 estas figuras, o priiiieiro a.specto 

que chama. a.te1qà.o é a clistâilcia. entre as smltes interna. e externa. em certas segiòes 

(Figura 9 . 9 . ~ ~  por exemplo). 

Este comporta.meilto clecorre c10 critério ele pa.rac1a. 11a.sea.clo 1la.s propriecla.cles ( a )  

e (h )  cla secão 6.1. Ao final cle ca.cla iilteracão, o algoritmo analisa a. silake sendo 

processacla procura.i~clo vizi~ll-ia~ilças cortadas pelas clua,s silaltes. Uiim vez iclentifi- 

caclo que todos os smxels da,s cliias silaltes satisfa.zem este critério, a execuçã.0 c10 

algoritmo é interrompicla. Os defeitos observaclos 115.0 têm se mostrado comprome- 

tedores c10 resultaclo final c10 Viterbi, esceto para regiões da borcla com curva alta, 

o que veremos a seguir. 

Vejamos novamente o efeito da força normal clacla pela equação 7.3. Se mailti- 

c10 os valores dos parâmetros acima mas tomacla a clefiilicào da nosinal clacla pela 

equaqào (5.54). ol~servamos uma climiiluiciio coilsiclerável de pcrforiiliaiice. Eiicluaiito 



Figura 9.9: Dud-T-Silakes: Solução e solução projetada na, malha 5 x 5 



I Imagem 9.9.c I loop 1 I 10011 2 I 

Imagem 9.9.a 
S d c e  O 

- 
Silalte O I O 1 41 1 

loop 1 
O 

Tabela 9.4: (a  )-(  c1)Performaiice para Dual-T-Silalws iilicializado cle acordo com Fi- 
gura 9.8. 

10013 2 
40 

acima a siialte interna chega na borcla com (G + 143) iiiteracòes (Tabela 9.4.cl), neste 

caso temos (17 + 151) e aiiicla estamos longe da  borcla (Figura 9.10). Isto acontece 

porclue a forca norinal, que tem a flinção cle puxar as snaltes p r a  a borcla, mucla 

cle sentido a todo momeilto (cleviclo ao ruíclo), criailclo iilstaliliclacle e oscila.ções 110 

moviineiito. 

1001) 2 
43 

Imagem 9.9.9: 
Silalte O 

Figura 9.10: Iiistante t = 1GS c10 Diial-T-Silaltes pasa força norma.1 cla.cla por (5.54). 

10011 1 
O 

Pela Tabela 9.3 observaiiios apenas muclail~a. c10 liiliiar para inteiisiclacle da ima- 

gem iisaclo, o que se justifica pela mudaiqa da méclia do ruíclo Gaussiaiio. Isto é um 

iildicativo de estaõlhdnde dos parâmetros com relaqão à mudailca da intensiclade de 

ruíclo ela imageili. o que é clesejzível, como já ressaltaclo acima. 

,i Figura 9.11 mostra as solucòes obticlas pelo Viterbi para os exemplos desta 



secã.0. 
Assim como na secão anterior, os parâinetros do Viterli sà.0 claclos por: cr = 

1200.0, ,'1 = 0.5 anel X = 140.0. Novamente temos estal~iliclacle dos parâmetros com 

rela.çào ao ruído, o que é u m  bom resulta.clo. 

9.1.3 Background com Ruído e Artefatos 

Neste caso, vamos alialisar o comportamento do método cluaiido aumentamos 

o ruído da imagem e iiltrocluzimos artefatos na mesma. A Figura 9.12.a mostra 

uma elipse imersa em um meio com ruíclo gaussiailo com média 50.0 e variâilcia 

25.0. A imagem e a malha têm resoluções (256 x 256) e (3 x 3),  respectivamente. 

A iilicialização c10 Dual-T-Silalces está mostracla na Figura 9.12.11. 

Os valores dos pasâmetros são os seguintes: k = 200.0, X = 50.1. b = 50.0, Ponto 

cle Congelameilto=5, T = 50.0. 

Novanieilte. vemos a característica c10 Dual-T-Siiakes de sair clp iniiiiiiios locais. 

A siiake externa ficou coiigelacla lia posição mostracla lia Figura 9.13. c. E m  beguicla, 

a siiake iiiteriia foi processada até estabilizar ila posicáo iadicada ila Figura 9.13.e. 

Repete-se ?.;te processo até obter-se a soluçào final da Figura 9.13.f. O resultado 

final é bastante satisfatório. 

Se miiclaiiios a resolucão da malha para (5  x 5)  ohteiilos o ieçultcido iiiostrado 

na Figura 9.14, partindo cla mesma inicializaçiio dada na Figura 9.12. 

Aproveitaremos este exemplo para discutir um aspecto importante. A resolução 

da malha está cliretaineilte relacioilacla ao ilúmero cle silaxels e coiisecliieilteineiite 

com a complesiclacle c10 métoclo. Assim, em imagens com alta resolução pocle ser 

útil a.plicar proceclimeiltos multigricl para climiiluir o custo computacioilal. Contudo, 

para tal iliétoclo ser prático é ilecessário proceclimeiltos sistemciticos para atualizar 

os valores clos parâmetros clumclo passamos cle uma resolqcio para outra. 

Na secào 9.1.1 nós recluzimos o parâmetro de suaz-izaqao b à inetacle cluaiiclo 

cliiiliiluímos a resoluqào. Neste caso, nós optamos por manter os mesmos valores clos 

parâmetros. O resultaclo obticlo (Figura 9.14.f) é satisfatório. 

A Figura 9.15 mostra as soluções filiais ohticlas pelo Viterli. Os pciiâilietros sào 

os mesmos clci seqào anterior. 

9.1.4 Mudanças Topológicas 

Nos esemplos que seguem eilfocaillos as habilicla.cles topológicas c10 Diial-T- 

Silakes. Iniciamos com uma imagem com três objetos e um f~iilclo quase uniforme e 

a.cresceiitainos ruído a esta imagem. 

Assim, toma.inos a imagem ela Figura 9.16.a e usamos um cletetor de bordas 

usual. O resultaclo obtido esta mostraelo lia. Figura 9.1G.b e tem u m  l~ackgroui~d 

com POUCO ruído. 



Figura 9.11: (a)-(cl)  Solu@es c10 Viterbi para. os exemplos das Fignras 9.9, 



Figura 9.12: ( a )  Elipse em meio c0111 Ruído e axtefatos. (11) Inicidiza.+.o do Dual-T-Snakes 



Figura 9.13: E1.01uçio c10 Dual-T-Silalies para a Figura 9.12.11: (a)Iilteraçiio 
10. (11)Posiçcio iiltermecliiria ( t  = 30) (c)Míilimo local da silalic exteriia ( t  = 

4l).(cl)Inicio do iiio\-iineiito d a  siiake interna ( t  = 42).  (e)lliiiiiiio local da iiitesiia 
( t  = 152). ( f )So lq50  filial. 



Figura 9.14: Dual-T-Silakes em mall-ia 5 x 5: (a)Interaçào 12. (11)Posiçào interme- 
diária ( t  = 21) (c)Posiç5o e m  t = 31. (cl)i\iIíilimo local da siialie iiitcmla ( f  = 90).  
(e)Míiliiiio local da interna ( t  = 191). (f)Soluq&o final. 

Figura 9.15: (a)-(11)Solucào c10 Viterbi p a m  as Figuras 9.13.f e 9.14.f. respectivc?; 
mente. 



Figura 9.16: ( a )  Figura coiiteilclo três objetos de i n t e r e ~ s ~ .  (11) Detctor de borclas aplicado. 

Em seguicla, acresceiltainos a esta imagem um ruíclo gaussiano com média. 40.0 

e variâilcia 0.2. A Figura 9.17.a mostra a imagem obticla. As Figuras 9.17.11,~ 

mostram a malha (3 x 3) e as T-Silaltes usaclas na  iilicializacão c10 Diial-T-Silakes. 

A Figura 9-18 mostra algumas situações intermecliárias. A solucão c10 Diial-T- 

Snaltes está na  Figura 9.19. 

Novamente vemos alguns defeitos na solução final. os cluais são decorrentes c10 

critério cle para usado, como jci comeiltaclo na seçào 9.1 .S. 

Os valores dos parâi~letros usados são os seguintes: k = 200.0, X = 50.1, Z, = 50.0, 

T = 44.0. O i~úinero de iilteraçòes cla snake esterim. clescle o inicio passailclo pelos 

splits e chegaiiclo à coafiguraqào final da Figura 9.19 foi 49. ,4s siialm internas 

soimram 7S iilteraqÕps para chegar a posiçào final. 

A Figura 9.20 mostra o mesmo esemplo, mas agora cliiliiiluiiido a resoluqào da 

malha para 5 x 5. 

A Figura 9.21 mostra a imagem da Figura 9.16.11, mas agora acrescentaclo um 

ruíclo gaussiano com méclia 40.0 e variâilcia 1.0. Os parâmetros possuem os inesmos 

valores listaclos acima. OlIservainos que o resulta.clo para o objeto superior ficou 

ruim nas regiões com curvatura mais elevacla. Para os outros objetos as borclas 

ficam bem liillitaclas pelas snaltes, que é o resultado clesejaclo nesta fase. 

Este esemplo mostra uma clificulclacle extra que surge ao tratarinos imagens 



Figura 9.17: (a)Imagein a ser processada. (11)Ma.llla usa.cla (3 x 3).  (c)Iilicializa.qão 
clo Dua.1-T-Silaltes: uma make esteriia e uma siiake interna a. cada objeto. 

com nmis cle uni ol~jeto de interesse: parâ.iiletros ótimos para 11111 objeto podem ser 

iileficieiites pa.ra. outro. 

Isto decorre, por exemplo; de c1ifereiica.s nas curua.tura.s clos objetos, ou pa.clròes de 

inteilsicIa.de aaria.clos ims 11orcla.s. Uma. forma de corrigir este prol~leiiia. é ai~iiientaclo 

a intei~sicla~cle cla forca de imagem. Este proceclimeilto fa.z coin que a. siialíe eiicoiltre 

11ia.i~ resist&ncia. a.o seu movimeiito nas proximida.cles da borcla.. Coiltuclo, esta idéia. 

traz a clificulclacle de tornar a silallie mais sensível a. mínimos locais, o que pode ser 

trataclo pelo Dual-T-Sila.kes. 

Assim, fazeilclo X = 100.1 obtemos um resultaclo satisfa.tório, o que pode ser 

verificado pela Figura 9.23.11. 

Nas Figuras 9.22-9.23, mostramos cluas secliiê1icia.s cle resulta.clos ol~ticlos para. as 

imagei~s inclicaclas 1x1. Tabela 9.5, usailclo inicialmente ma.1ha.s com reso1uqà.o 3 x 3 e 

em seguicla 5 x 5. 

Os vdores dos parâinetros usados estão nas Tabelas 9.8-9.9. A performance 

c10 métoclo pocle ser asralia.cla. pela,s Tahelas 9.6 e 9.7 oiicle forilecemos o ilúiiiero cle 

iiitera.çòes iiecessi.rio para obter os resiilta.clos apresenta.clos (1iest.a.s tabelas, o iiúinero 

de intera.còes c1a.s sila,lies ii1teriia.s cleve ser eiiteiidido coiiio o a. soiiia do i~úiiiero de 

iilteracòes cle todas as silakes iiiterims ) . 
Neste momento; é interessante fazermos uma compa.ra~ã,o entre estas secliiêiicias 



Figura 9.18: Evoluq5,o c10 Dual-T-Silalíes para a. Figura 9.17: (a) IiitcracSo 15. (11) Iilteracão 
25 (silalíe esterim coilgelacla.). (c) Iilteracão 35 (simlíe interna ao retâilgulo congelacla). (cl) 
Míilimo loca.1 cla snalíe interior ao objeto triailgular. (e) Siia.líe externa sofre split . (f) Dual 
Silalíes formaclos após split evoluem. (g) Novo split cla sna.líe est~riia..  (11) Temos agora três 
clual silaltes iilclepeilcleiltes. (i) Iilstailtes finais c10 métoclo. 



Figura 9.19: So1u~ã.o do Dual-T-Silalies pa.ra a evoluqão cla Figura 9.18. 

Figura. 9.20: Evolucào c10 Dual-T-Silakes pa.ra. Figura. 9.1S.a. uça.iic10 l i d i a .  (5 x 5): (a.)t = 10. 
(11)Pouco antes c10 split (iilteracão 55). (c)Split lia i1ltera.qá.o 60. (c1)Novo split (interação 65). 
(e)Intera@o 95 (míilimo local d a  sila.ke interna a.o objeto tria.11gula.s). (f )Iiltera.$io 120. (g)Smlie 
interior ao retângulo congelacla,. (11)Silalte clo objeto superior sendo processa.cla. (i)Solucão final. 



Figura. 9.21 : Dual-T-Silakes: Resultaclo iilsatisfatório pa.ra objeto superior. 

Tabela 9.5: Parâmetros usados nos testes para o Dual-T-Sila1;es cujas soluqões estão 
nas Figuras 9.2Z9.23. 

I Imazem 9.22.a 1 Num. Iilteracòes I 
U 

/ Siialce Externa I 67 
I 

I Snalces Internas 1 112 

(14 

Imagem 9.22.c 
Silake Externa 

I Imanem 9.22.e 1 Num. 1ntera.cões 1 

Num. 1ntera.cÕes 
67 

Tabela 9.6: (a)-(cl)Performa~11ce para Diial-T-Siiakes correspoilclente aos resultaclos 
inostraclos na. Figura 9.22. 

Imagem 9.22.9: 
Siialíe Externa. 

Sildies Internas 

de resiiltaclos. 

Quanto aos valores dos parâmetros, pela Tabela 9.8 olxervamos um mesmo coil- 

junto cle valores para os casos com malha 3 x 3. Ao passarmos para a malha 5 x 5 

observaiiios apenas uma mudança no pa.râmetro cle suavizaqào b. Temos assim uma 

Num. 1iitera.qÒes 
'i3 
118 



( g )  (11) 

Figura. 9.22: Diia.1-T-Siialies: Soluç5.o e sua. projeçào lia iiiallia 3 x 3. 





Imagem 9.23.a 
Silalce Esterila 

I Sna.lces Internas 1 103 
I 

Num. Iilteraçòes 
71 

Imagem9.23.c 
Siia.lie Externa 

. , 
I Imagem 9.23 .e 1 Num. Iilt eranções I 

Num. Iilteraçòes 
79 

Tabela 9.7: (a)-(c1)Performai~ce para Dua.1-T-Snalies correspoilcleiite aos resultados 

Snalíe Esterila 
Silakes Internas 

mostrados lia Figura 9.23. 

S3 
84 

Imagem lc A 
Figura 9.22.a 200.0 100.1 
Figura 9.22.c 200.0 100.1 
Figura 9.22.e 200.0 100.1 
Figura 9.22.g 200.0 100.1 

( c )  

Tabela. 9.S: Parâmetros usa.clos ilos testes c10 Dual-T-Sila.ltes correspoilcleiites aos 
resulta.clos i1-iost.ra.clos na. Figura. 9.22. A ma.llm usacla é 3 x 3 

Tahela 9.9: Parâinetros usados ilos testes c10 Dua.1-T-Silakes correspoilcleiltes aos 
resultados mostrados lia Figura 9.23. A inalha usada é 5 x 5 

hoa estal~ilidacle dos parâinetros 110s dois conjuntos de teste. 

Quanto ao ponto de congelamento, os ~mlores escoll-iiclos est5.o vincula.clos à cli- 

meilsão c1a.s cé1ula.s cla tria~ilgula.çào e o 1imia.r T é escolliido próximo à. méclia. do 

ruído ga.issiailo usado. 

A c1efiiiiqà.o pa.ra. a forca. norilia1 é aquela da. expressà.~ 7.3. Qua.iido uma T-Siiake 



está congelacla, a estratégia usada para retirá-la da posicão de ecluilíbrio é variax O 

limiar T para. a imagem. 

De ma.neira. geral, a clua.licla.cle clo resultaclo é melhor cluanclo usamos a. resolucào 

3 x 3 pam a tria.ngula.cào. Isto decorre c10 critério cle l~aara.cla. usado o clual interrompe 

o movimento c1a.s T- Sna.l<es em posiqões mais clis t a,n t es clua.nclo a. ma.lha. é mais grossa. 

Um outro a,specto a ser clesta.ca.clo é com re1a.çà.o a.o resultado da. Figura. 9.22.e. 

No ohjeto tria.ilgu1a.r desta. figura vemos a silake interna com uni detalhe com alta. 

curvatura.. il força de suaviza,<ào nesta regià.0 é muito alta e assiiii c1efeit.o~ deste 

tipo aparentemente nã.0 deveriam ocorrer. 

O motivo cles te comportameilto vem cla política adotada. pam decidir cluanclo 

uma T-Silalíe estc2 ou não congelacla. Nestes ca.sos, aclota.mos a postura cle coilgelar 

uma T-Silalte cluaildo o número cle siiases com temperatura abaixo c10 ponto de 

congelamento for menor que 10% c10 ilúmero tot a.1 cle silaxels. Este proceclii~iento 

tem a vanta.gem de evitas que uma T-Sna.ke fique muito t empo no seguilclo loop 

em fuilçáo de u m  pequeno ilúmero de snasels ainda. livres. Contuclo, pode causar 

a interrupç5.0 c10 movinieilto sem que a. forca. interna. tenha exercido seu papel cle 

suavizaçiio. 

Uma. 1na.iieii.a. siinples cle corrigir este defeito seria., uma. vez terininada a. exe- 

cuq5.o c10 Dual-T-Sila.kes usailclo o crit6rio a.cima., c1eixa.r que 'o algorit,mo evolua, 

iiornlaheiite até que o ponto de congelamento seja atingido por todos os smxels 

ou as saaltes estej am prósinms. O resultado da. Figura. 9.22.e é e1ità.o suasiizado, 

obtenclo-se aquele cla Figura 9.24.a. A Figura. 9.24.11 mostra. o espaco de busca. 

corresponcleilte. E m  geral, nos espaços cle busca que usamos, nós cliscretizamos a,s 

silaltes com u m  pa.sso cla orclem de 3 uiliclacles e tomamos ao longo cle ca,cla segmento 

cle reta um i~úmero c10 pontos da orclem do dobro da meclicla da aresta das cé1ula.s 

da. triailgulacão (6, no caso cla Figura 9.24.11). 

Figura 9.24: (a)Solução c10 Dua.1-T-Siialce sua.sriza.cla. (11)Espa.ço de busca. correspoil- 
dente. 



Outro aspecto são as iiltersecções entre as T-Snaltes olxervacla~s nas Figuras 9.22.g 

e 9.23.g Isto da su11jetivic1a.de clas borcla~s clecorrentes c10 limiar usado e 

da ~l iscre~~âilcia  entre o parâilletro cla força ilorma.1 e clas clemais 

forças c10 moclelo, o que em geral prejuclica a siia.xicla.de c10 resultaclo final c10 Dua.1- 

T-Silakes. Coiltuclo, para borclas c10 tipo clegrau (Figura 2.1) teremos geralmente 

iiltersec~òes entre a.s silakes ou mesmo so11reposiqã.o (seç5.o 9.2.4), uma vez que iiestes 

casos a. borda. procura.cla 1150 pertence a uma faixa. cla imageili com unia iilteilsiclacle 

específica. 

Do ponto ele vista. c10 espa.co cle busca., clois a.spectos sà.o fiiiida.inenta.is: nào 

pocle ha.\íer iiitersecqào entre os segmentos que iiiterligaili as siiakes e a clistâ.ilcia. 

entre clois pontos viziillios em um mesmo segmento deve ser da. orcleix cla. distâ.ilcia. 

entre clois pixels viziillios da imagem. O primeiro a.specto (í. importa.ilte pa.ra. que a. 

solução obtida seja uma curva simples e o segunclo é ilecessiirio para. evitar custo 

computacioild desilecessário. 

Coilsiclerailclo estes fatos, a primeira possil~iliclacle seria montar o espaço de bnsca. 

com o resulta.clo c10 Dual-T-Silaltes tomailclo a11eila.s o cuiclaclo cle evitar iiltersecção 

entre segmentos viziilhos. Outra possildiclacle seria. usar offsets para definir u m  

espaço cle busca. mabis eficiente. Nos casos, desta. seq5.o usamos a. primeira opçiio. A 
seguir, vereilios exemplos oilcle a seguilcla opq5.o é nmis eficiente. 

A Figura 9.25 mostra. a,s soluqòes para. o Viterbi correspoilcleiltes à Figura 9.22. 

O espa.ço de busca. usa.clo tem o aspecto clacluele da. Figura. 9.24 seilclo clefiiliclo com 

os parâiiletsos usa.clos ilacluele c.a.so. 

Os resulta.clos sào em geral sa.tisfatórios, com exceçà.~ ela. 11a.rt.e inferior da. regi5.o 

triangular. Esta regi5.o tem curvatura mais elevada. e por isto exige uin espaço cle 

l~usca mais refiila.clo para ser melhor coberta pelo métoclo. 

Para os resultaclos da Figura 9.23 a q~licação direta clo Viterbi se torna mais 

complicacla. Nestes casos, a fa.lta cle suavidade c10 resultado final e a. clistâ,ilcia entre 

as s d t e s  torna o espaço cle busca pouco eficiente. Assim, a inell-ior opção para este 

caso seria usar o resultado obticlo para inicializar o Dua.1-T-Silakes em uni malha. 

mais fina (3 x 3, por exemplo) e e1ltã.o obter um resulta.clo eficiente para. definir o 

espaço de busca.. Na. seç5.o 9.2.4 a. seguir veremos um exemplo cle uma. inetoclologia. 

inultigricl aplica.cla coiljuiltameilte com o Dua.1-T-Silakes. 

9.1.5 Conexões Fuzzy e Dual-T-Snakes 

O exeinplo a. seguir é iilteressa.ilte pam. cliscutisinos a. re1a.c;à.o ciltrc- in4todos de 

segmeiita.cào e silalíes. 

De maneira geral; silaltes poclem ser usa.cla.s coiljuiltameilte com técnicas de trata; 

mento cle imagem, geranclo métoclos iiilifica~clos cle segmeiitação baseados na extmção 

de contornos dos objetos (Giralcli et  al. , 200011; 21111 Sc Y d l e ,  1996). 



Figura. 9.25: (a)-(cl) Soluqões do Viterbi pa.ra. os exeniplos da.s Figura.~ 9.22. 



Por outro laclo. o resultado cla segmentaçào pode ser usado para coiitrolar o 1110- 

viiiieilto da snake em clireçào às bordas desejadas (Joiies Aletasas, Juiie. 1998). 

É exatamente neste último sentido que usamos o método clas conexòes fmzy cleseil- 

1-011-ido no A4p6ilclicc E juiltameilte com o Dual-T-Snalíes. 

T,7ejamos uin exemplo. A imagem siiltktica cla Figura 9.26 mostra dois objetos 

com interior ruidoso imersos em bacltgrouilcl com ruído espoiieilcial de variâilcia 

(7 = 1000.0. 

Figura 9.26: Objetos imersos em meio com ruíclo esponeilcial. 

A aplicação direta do Diial-T-Silalíes neste caso traz a dificulclacle cle clefiiiir o 

seilticlo da forca normal cleuiclo a preseilqa do ruíclo tanto no iiiteiior quaiito no 

exterior dos objetos. Uma clefiilição da forqa normal baseada na espressào 5.54 

pode levar a iilstal~iliclacles no moviineilto da silalte climiiliiiilclo a performance e a 

clualiclacle c10 resultaclo. 

Se usarmos a expressão 7.3 cliiniiluímos as oscilações no movimento da siialie, 

mas, por outro laclo, a snalce pode ficar presa nos cliversos mínimos locais cla energia 

cla imagem, o que afeta novameilte a performailce do algoritmo. 

Assim, fazer uma pré-segiileiltacão cla imagem e usar o resultado obtido para 

clefiilir a força iioriilal (í: uma possibiliclade iiiteressailte. 

O método clas conesòes fuzzy cliscuticlo no Apêilclice E é uma op5ào para isto 

uma vez que cste parte de pontos sementes estabelecidos pelo usi~ário. Se eçtes 

pontos pertmcein ao interior dos objetos de interesse eiltào yocleiii -vi usados para 

iilicializar as silalics iiiteriias do Dual-T-Silaltes. O resiiltaclo do iiietodo f~~zxy-. por 

sua Y-ez, pode ser usado para clefiiiir o sinal da força normal, cle acordo com a 

expressão ??. 

A Figura 9.27 mostra o cainpo uo obtido pelo métoclo das coilesões fuzzy multi- 

semente, seguilclo o algoritmo da seção E.3. 
A Figura 9.28 mostra a solução obtida pelo Dual-T-Silalies. A forca normal segue 

a clefiiliqiio dada pela expressão ?? e os va.lores dos parâiiletros são os seguintes: 

k = 200.0. X = 50.1, Õ = 50.0, Ponto cle Coilgelameilto=5, T = 0.5. A4 malha usada 

tem resolucào 3 x 3. 



Figura 9.2;: Cainpo 00 obtido pelo mcí.toclo das coilesòes fbzzj- para a Figura 9.26. 

Figura 9.28: Soluqào do Dual-T-Silakes para iiorilial clefiilicla sc-guiiclo o campo 0-0 

mostrado na Figure 9.27. 

X psosiiiiiclacle entre as silalíes neste caso torna pouco eficiente usar uili espaço 

de busca clehiiiclo entre as mesilias. Uma possibilidacle mais segura é tomar dois 

offsets cle uma das silakes e usar estas curvas para definir o espaqo de liiista. É 
esatameilte o que fizemos neste caso e o resultaclo está mostrado na Figura 9.29.a. 

4 solução do Viterbi está na  Figura 9.29.11. 

(4  (1))  

Figura 9.29: ( a ) E s p a p  cle l~usca gerado a partir cle off-sets. (1,)Soluc;ào filial. 

O resultado obticlo é aceitável, observai~clo-se coiituclo clcfeitos. paiticularineiite 

na borda da figura retaiigular. Estes defeitos têm como origcin o alto ruído da 

imagem, o que dificulta a escolha cle parâ.inetros ótimos para o Viterbi. Apesar 

disto, este esemplo mostra que para imagens muito ruidosas o métoclo das conexões 



fuzzy pocle ser uma boa opção para a clefiniçào cla. forca normal. 

Isto decorre, em particular, pela definicão clas fuilcões de afiiliclacle claclas pelas 

espressões (E. 15)-(E. 17). As f~mções Gaussiailas usadas garantem proprieclacles cle 

suavização, o que torna o resultado menos seilsível a variacões bruscas clos gradiente, 

próprias de imageils com ruíclos. 

É iinportante ressaltar que a energia de canipo usada no ITitesl~i é calculada 

sobre a imagem original e 1150 sobre o resultado c10 método f ~ ~ z z y .  Os parâmetros 

usados nesta faze foram os seguintes: a = 1200.0,,$ = 0.5 ailcl X = 0.5. 

Imagens Médicas 

Os exemplos desta secào serào coilstituíclos por imageils de ressonâilcia magilética, 

células, Raio-X e c10 Projeto c10 Homem Visível. 

Nas imageils obticlas por ressoilâilcia magilética cla cabeca cle um paciente pu- 

clemos fazer uso da  metoclologia cle inicializacão cla secão 8.3 para automatizar o 

posicioilamento da silalie esterim c10 Dual-T-Snalies. 

Em imageils coiiteilclo várias células, mostramos como poclemos explorar este 

mesmo métoclo de iilicializacão como ponto de particla para uma metoclologia cle 

segmeiltaçào baseada em estracão cle borclas clos objetos cle interesse ( Giralcli e t  a,l. 

. 200014. 

Nos cleiliais eseiliplos cle imageils coilteildo células mostraiilos a eficiência do 

Dual-T-Silakes em uma metoclologia iiiultigricl, hem como com a iiicorparaçào de 

técnicas para crescimento de regiões baseada na triaiigula.çào. 0 s  sesultados obticlos 

iilclicam que o método tem neste tipo cle imageils um graiicle poteiicial cle aplicaqão. 

,Aliás, a eficiência cle metoclologias cluais em imageils coilteilclo várias células foi 

verificacla em outras referêilcias da literatura (P. Bc2liforc1, 1998). 

A preseilca cle regiões com alta curvatura e de artefatos no interior (ou exterior) 

dos objetos é outra ca.ra.cterística clestas imageils. 

O último caso estuclaclo é coilstituíclo por imageiis de Raio-X c10 tóras onde 

veremos ilovaiiieilte as hal~iliclacles topológicas c10 Dual-T-Silakes. 

9.2.1 Ressonância Magnética da Cabeça 

iVIoclelos aiia.tomic.a.iiieilte rea.lista,s cla cabeça. de um lmcieiite sã.0 ilecessc?.rios em 

-\rária,s a.plica.çòes iii&cas, ta.is como diagiiósticos e iiiodelageiii clc ca.iiipos elétricos e 

magiléticos. Wo clue diz respeito à inoclelagem cle ca.ilipos, sua a.11lica.qà.o está na á.rea. 

cle tomogra.fia.s funcioilais pasa clignóstic.os méclicos 115.0 invasivos (Schiiiipf e t  al. , 

1998). 

O primeiro passo pam a obteilção do modelo geométrico é a. segmeiltaq5.0 da 

imagem pa.ra a extra.ção clas borclas clesejaclaa. E m  uma ima,gem cle ressoilâ.iicias 



como a da Figura 9 30.a nós temos junto à camada óssea o couro caheluclo lmii 

como outros tecidos internos. 

Nos restringiremos à estraçào cla camacla óssea. Uma possil~iliclacle bem conhe- 

cida para isto é o métoclo de inarching cubes (Loreiisen k Cliiie, 198';). No entanto, 

este métoclo pocle falhar, particularmente cleviclo à presença cle ruído no ba~ligrouil~l 

e lIorcla,s subjetivas. O resultado obtido deve passar por um pós-processameilto para 

corrigir defeitos topológicos. 

Contuclo, uma observacão estra  permite fazer uso cla metoclologia c10 Capítulo 

8 para a i~iicializa~ão do Dual-T-Silalces, evitailclo possíveis defeitos topológicos co- 

muils cluailclo usamos métodos cle busca em processainento de imagens. 

Neste caso, o l ~ a ~ l i g r ~ ~ ~ i l ~ l  apresenta a l~rol~rieclacle ele escala local que pocle ser 

caracterizada pela resoluçiio clacla por 5 x 5 e um limiar T = 3.0. Estes valore5 foram 

usados em um conjunto cle teste conteilclo 79 imagens tendo fornecido resultados 

satisfatórios. A4 tria,ilgulaciio e Fiiilção Característica do Objeto (espressiio (8.3)) 

para a fatia cle iiúiilero 60 estào representadas na Figura 9.30.11. 

O resultado c10 iilétoclo de iilicializaçào é esatameiite a turl-a esterna da Figura 

9.31.e. A curva interna é apenas um offset desta cun-a. toinaclo lia direqào do 

ceiltróicle da regiào limitacla pela curva externa (estamos fazendo uso da con~~esiclacle 

da região interna à caisa craniana). O resultado c10 Dual-T-Snalces para esta fatia 

(de ilúmero 60) está na Figura 9.31.f. 

As Figuras 9.31.a-c1 mostram os resultaclos da iilicializacão e do Dual-T-Silakes 

para as fatias de ilúmero 15 e 55. Os parâmetros c10 Dual-T-Silalies têm os seguintes 

valores: ?c = 1.5.0, X = 1.4, b = 2.0. 

Os bons resultados obticlos nestas figuras para o Dual-T-Silakes iieiii sempre se 

repetem clurailte este coiljuilto de dados. O limiar usado para caracterizar a camada 

óssea (T  = 7O.O)pocle variar ao longo das fatias, o que dificulta a cstraçào da caisa 

crailiaila por completo sem a interveilsão de um especi a 1' ista. 

Com relacho do 17iterli ,  clevemos também fazer coilsidcraçòes espc-ciais. -4 Figura 

9.30.a é uni eseliiplo de uma fatia oilcle a cainada óssea 6 deinasiado larga. Antes 

de aplicar o método é preciso a opinião cle um especialista para que se possa defiiiii 

uma curva que caracterize eficientemente esta camacla para algum tipo cle aplicação. 

Resultado do Viterli  para a fatia cle número 15 está mostrado na  Figura 9.32. 

Neste caso, a cainada óssea não é muito grossa e assim sua extracão é iiieiios subje- 

tiva. 

9.2.2 Célula do Sangue 

Na seçiio 9.1 testamos o Dual-T-Silakes em imageils oilclc as borclas clesejaclas 

correspoilclem a faisas no plano, imersas em um 1~acligrouncl com ruído. Nesta seçiio, 

1-ercmos como pocleinos criar esta situacão a partir cle uma iaiagein real. 



Figura 9.30: (a.)Imagem origiilal. (11) Triailgulação com resoluq<o 5 x 5 e Funqão 
Característica c10 Objeto. 

A Figura 9.33 mostra a ima,gem cle uma célula do sangue com resoluç5.o 312 x 270 

Uma forma. simples de cria.rmos a situaçã.0 clesejacla. é usa.nclo u m  filtro pa.ssa 

baixa. e em seguida. um pa.ssa.-a.lta.. Este proceclimeiito foriiece a.restas espa.llia.cla.s, 

ideais para. a a.plica.qio c10 Dual-T-Silakes. A Figura. 9.34 mostra. o sesultaclo de uma 

filtra.gem deste tipo a.plica.cla. sobre a imagem da. Figura. 9.33 

Como esperado, o resultado obtido não e s t i  livre cle ruíclos ou inesmo cle a.rtefa.tos 

no l~ackgroui~cl. Coiituclo, a borcla procurada está. coilticla na. faisa eili c1esta.que. No 

momento em que o Dual-T-Snalres extrair esta faixa. o Viterbi foiiwcerá o rcsultaclo 

final. 

A iilicialização e solução final c10 Dual-T-Siiakes estão nas Figura 9.35.a,11, res- 

pectivameilte. Os parâinetros usaclos nesta etapa foram os seguintes: k = 15.0, 

X = 14.0, b = 0.2, T = 16.0. 

4 forqa. normal é dada pela expressão 7.3 nina vez que temos certo nível de ruído 

A Figura 9.36 mostra so1uçã.o do Viterbi pam os parâmetros com os seguiiltes 

valores: a = 1.0. L.3 = 10.0 aild X = 50.0. O resultaclo é bastante satisfatório. 

9.2.3 Imagens com Várias Células 

Ima,gens coiiteilclo uá.sia,s &lulas podem constituir unia a.plicr-i.c;ào iiiterc.ssailt,e 

para o método de inicia1izaçã.o c10 Capítulo S. 

O ponto iiiic.ia.1 é a clefiili~ào da proprieclacle cle escah 1oc.a.l. Seja. eiitào a. iinagem 

cla Figura 9.37 a. cpal mostra um coiljuilto cle célulaa da coluna cervica.1. Neste caso; 

uma simples iilspeção mostra que a propriecla.de cle esca.la local pocle ser ca.racteri- 

zada por nina ma .11~~  de resolução 5 x 5 e por um limiar cla.clo por T = 150.0 

Outro aspecto, é a escala esteriia cle sepasaq5.0 entre células . E m  algumas 



Figura. 

(f 

3ual-T-Si ia l~s  para fa t ias  15, 



Figura 9.32: Solução obticla por programação cliilâmica para a fatia. de i~límero 15. 

Figura 9.33: Células c10 sangue. 



Figura 9.34: Imagem cla, Figura. 9.33 filtrada.. 

( 4 (11) 

Figiira 9.35: (a)  Iilicializaqão c10 Dual-T-Silakes. (1~)Soluçào f i d  c10 Dua.1-T-Siiakes. 

Figura. 9.36: Soluciio fiilal do Viterbi correspoilcleiit,e à. Figura 9.33. 
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Figura 9.37: Células cla coluna cervical. 

regiões, esta escala é mais fina que a iilteriia (Problema de Daas Escalas). Assim, 

como já ressaltado na secão 8.3, o resultado dos passos (1)-(4) pocle conter regiões 

com mais de um objeto eilvolviclas por uma única cw\-a. como pode ser verificaclo 

na Figura 9.38. 

Figura. 9.38: A4proxiiila.ções lineares obtidas pa.ra. malha 55 e limiar T = 150.0 apli- 
cado sobre a imagem cla Figura 9.37, sem usaar 1imit.es para área. 

Se usarilios uin limite superior coilveiiieiite para a área. coiisc~guireiiios q p e i l t a r  

algumas destas regiòes cluailclo aumentamos a resolução lisada. Assiili, seguiilclo os 

passos (1)-(5) cla seção 8.3, obtemos o resultado mostraclo na Figura 9.39. 

É importalite ressaltar que o objetivo c10 passo (5) é priilcipalineilte suavizar o 

resultaclo obticlo nos passos (1)-(4). Seilclo assim, pode-se estabelecer um i~úmero 

máximo cle iiltera@es e interromper o movimento cla T-Silake cluanclo este ilúmero 

é atingido. Um bom valor seria o próprio po11to cle congelamento. 

Observemos inicialmente, que o resultado obtido é iima segment ascão p o s s e i ~  a da 



Figura 9.39: Resultado obtido para malha 1 x 1 e limiar T = 150.0, usailclo limites 
inferior e superior para area claclos por 75.0 e 500.0. respec tivailiente. 

imagem. Temos aiiicla regiões c0111 mais de uma célula envolvi clas por uma mesma 

curva., e esistem células cujo paclrão cle iiiteiisiclacle iião foi coberto pelo limiar iisaclo. 

Nestas regiòes, o problema iião é a resolução usada, mas sim o 1imia.r. 

Se relaxarmos o limiar da iiiteilsic1a.de de imagem para um  dor (T f AT) , 
pocleríailios melhorar a segmentação nestas regiões (Gira.lc1i e t  al. , 20001)). Coiltuclo, 

as bordas obticlas poc1eria.in availçar para o iiiterior dos objetos, como mostraclo lia 

Figiira (Figura 9.40). A soluqão automá.tica. para este probleina é o ponto mais 

clelicaclo c10 método. 

Figura 9.40 : Resultaclo obticlo pam células cla coliiiia ~isanclo ma.llia 1 x 1 e limites 
inferior e superior pa.ra Area cla4clos por 75.0 e 500.0, respectivameiite. 

No presente iiioinento, 110s parece que a. soluç5.o ii1a.i~ simples, e talvez. iimis efici- 

ente., seria.  usa^ o resultado da. Figura 9.39 como ponto de partida pa,ra. uni ni&oclo 

semi-a.utoiiiá.tico de segiiieiita.qà.o. A cluest5.0 em aberto 6 oferecer ferranie1lta.s para. 

que o usiicí.rio possa alterar o resultaclo mostrado, divicliiiclo regiões e iiielliora.i~lo 

borc1a.s aiiicla ii1a.1 definic1a.s. lyol taremos a esta clues &o iio Ca.pitxlo 10. 

A Figura 9.41 mostra outro resulta,clo. Neste caso temos unia iilia.gein de c6lula.s 

de porco. A Figura. 9.4l.c mostra as aprosinia.còes lineases o11ticla.s e a. Figura. 9.41.d 



mostra o resultaclo final para os seguintes parâmetros: k = 1.5.0. X = 1.0. b = 1.0, 
T = 105.0, Área, 1Uh~,m.a=100.0, Área Mázim,n=250.0. A rcsoluçào cla malha 6 dada 

por 5 x 5. 

Figura 9 .dl: ( a )  Células de tecido animal (porco). (11) Aplicação do 1imia.r T = 105.0 
para a iilteilsiclacle de ima.gem. (c)Varieda.de lineares por partes obtidas por (1)-(4). 
(cl) Solução final. 

Probleilias clc duas escalas podem ocorrer também cluailclo tciiios aqeilas um 

objeto. Figura 9.43 ilustra uma situaq5.0 cleste tipo. 

Embora iiào seja uma figura de uma c6lula. o objcto aiiiorfo iiesta iiliageiii telu 

características interessantes que poclem ocorrer no contcsto cle iiiiageiis iii6clicas 

t aml~ém . 
A escala esteriia neste caso se refere à separaçào entre partes do mesino objeto. 

Nestas regiões a propriedade cle escala local, que neste caso pode ser caracterizacla 

por uma malha 9 x 9 e u m  limiar T = 140.0, é grosseira. Por isso, o resulta.do 

da aplica.ção c10 métoclo de inicialização fornece u m a  aprosimaçào muito distante 

clacpela desejada. 

Uina clificulclacle cleste caso, se comparado com os casos da scçào 9.2.1 é que 

iiào poclemos assumir coilvesicla.de do objeto de interesse. Se cluisermos inicializar 

automaticaineiite o Dual-T-Siialíes a partir cla curva obtida, precisamos ser cuida- 



Figura. 9.42: Resultado da Figura 9.41 .c1 e malha. 5 x 5. 

Figura 9.43: Ima.gem c.onteilc10 objeto a.morfo. 

Figura 9.44: Inicializa.çâo obticla pa.ra a Figura. 9.43 para ma.llia. 9 x 9. 
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closos para que a siialíe iiiterila náo corte as regiòes coiii cuil-atura iiiais plevacla 

c10 objeto. Isto implica em testes aclicioilais e pocle ser coiilplicaclo depeiicleiiclo cla 

complesiclacle cla borcla procuracla. 

Unia alternativa ma.is segura nestes casos seria. usar uma malha com a reso- 

lução cla própria imagem para o métoclo cle iilicia.lizaqão. O resultado obtido é uma. 

aproxima.ção bem mais cleta.lha.cla cla borda., como pocle ser observaclo pela Figura 

9.45.a. 

Agora, partiilclo c10 algum coill-iecimento a priori c10 objeto, poclemos fazer um 

offset clo resultaclo obticlo em clireção ao interior c10 objeto, coiiio mostra a Figura 

9.45.a 

Figura 9.45: ( a )  1iiicializa.çào para malha com resoluçào da imagciii. (11) Curva 
inicial e Offset. 

Se cluiseriiios mais segura.iica. c10 resultado, p~clere~iios usar clois offsets pa.ra. 

limitar a borcla. clesejada, o que será feito em um exemplo seguir. As Figura 9.46.a..,11 

mostram o espaço cle busca clefiiliclo e result a.clo c10 Vi terl~i,  respectiva.ilieiite. Os 

pa.râmetros usados para o Viterli sáo os seguintes: a = 1200.0, ,i? = 10.0 ancl A = 2.0. 

O offset é tomaclo na clirecão i-iormal à curva resultante c10 m&odo cle iniciali- 

zação. Possíveis au t o-int ersecções que veilham ocorrer cluailclo aslailçaiiios a. curva. da 

Figura 9.45. a são resolviclas ilaturalmeilte pelo métoclo cle repa.ra.1i1etrizaçã.o c1a.s T- 
Si-ialtes (se@o 5.3.2). A clistâilcia entre o offset e a curva inicial o único parâ,i~ietro 

mais clelicaclo e seu valor ci: tota.lmeilte clepeiiclente da  aplica.çào em cluest2.o. Neste 

caso, usamos uma clistância cle 5 uniclacles entre as c1ua.s curms da. Figura 9.45.11. 

9.2.4 Imagens de Micrografia Eletrônica 

As iina.geiis desta seção. foram obtic1a.s via a. tcl-ciiica. cle iliicrografia. eletrônica e 

ret.irac1a.s elo livro (Bloom & Fas~cett., 196S), onde pode-se eiicoiitrar c1et.a.lhes sobre 



Figura 9.46: ( a )  E s p q o  ele busca clefiiliclo pela solucào inicial e s ~ i i  offset. (1s) 
Resultado do 1-iterlsi. 

este método de a.cluisicào. 

No primeiro exemplo mostrailios como o Dua.1-T-Sila.l<es pode ser usa.clo em uma 

metoclologia. multigricl. 

Seja eilt5.o a Figura 9.47 onde temos uma. iniagem coiii rc:soluc;5.o 895 x GS2 

coilteiiclo uma estrutura interior de uma célula ( ~ ~ u c l é o l o s ) .  Observeilios inicialmente 

a presença cle ruíclo e artefatos, bem como cle regiões cla fronteira. com alta curvatura 

que exigem uma malha cle resoliição suficieiltemeilte a.lta pam. se olster a precisão 

clesej a,cla. 

Contuclo, clua.iito mais alta a resolução da ma.lha maior o efeito do ruíclo e dos 

astefatos sobre o inovimento elas T-Silalíes. Temos a.ssim uma. situa.ç5.o coilflita.ilte 

com um complicaclo t m d e - 0 8  entre eficiência e performczilce. 

No contexto ele moclelos cleformáveis: uma soluç.5.o coilliecicla. para. este proble- 

m a  (Terzopoulos, 19SGa) é usa.r uma malha com resoluçiio 1ila.i~ grossa. para olstor 

uma primeira aproxii11a.çà.o da. borda.. E m  seguida., a. ma.llia. é refiiia.cla. e a. so1uçà.o 

nlelhorada. a t.4 oht.er a. precis5.0 clesej a.cla.. 

Contudo, para o Dua.1-T-Siiakes temos que levar eiii conta. a. iwcessitlaclc de c1ua.s 

~ i l a l i e ~  em ca,da. etapa. E m  prolslema,~ como aclueles ela. seçci.0 9.1 onde a. so1uçã.o 

c10 Dua.1-T-Silakes é uma fa,ixa conteilclo a. borcla, bastaria inicia1iza.r o inétoclo lia 

resoluqão ma,is elevada usanclo o resultado já obtido na  resolução a.ilterior. 

Porém, no presente caso as borclas são c10 tipo clegrau (Figura. 2.1) e a,ssim a,s 

silakes devem f i c a  a.11rosimaclameilte sobrepostas. Logo, cletalhes c1a.s regiòes com 

curvatura ma.is alta niio seria.m extra.íclos ao pa.ssa.rmos pa.ra. o próxiino nível ela. 

mall-ia. Usar um esclueiiia de pirâmicle ~ i s m d o  filtros c10 tipo Solse1 (Leyma.rie & 
Levine, 1993) poderia ser uma. possibiliclack paara. criar uma. faixa conteilclo a borcla 



clesejacla, como foi o caso ela seção 9.2.2. Coiltuclo, isto tem seu custo também. 

Coilsiclerailclo estes fatos tomamos a. seguinte postura: vamos resolver o Dua.1-T- 

Siiakes/\~iterbi em uma. malha ma.is grossa. e usa.r o res~dta.clo para gerw dois offsets 

que iiiicia.lizam o Dua.1-T-Silakes na. resolu~ào mais fina. 

Vamos ent5.o resolver o Dual-T-Siia.1íes pa.ra. uma. mallia de resoluqão 15 x 15; e 

usa.iiclo os seguintes pa.râ.ilietros: k = 200.0, X = 50.0, 2, = 10.0, T = 140.0, Ponto 

de Congela~r~e~zto=lti. 

Difereiitemeiite dos ca.sos a.iiteriores, vainos permitir o pa.sso i~iáxiiiio de cada. 

sna.xel em uma iiiterac5.o com sendo 2 unidades, uma vez clue sa.11emos a. piiori que 

o resultaclo desta fase será uma aproxima$io grosseira cla borcla cleseja.cla.. 

A Figura. 9.48.a mostra o resultaclo obtido. 

Figura 9.47: Estrutura iiiterior (~~ircléolos) cle uma célula. 

Figura 9.48: Segmeilta&io ela ima.gem cla Figura 9.47: (a.)Soluç.ã.o do Dual-T-Smkes 
para malha 15 x 15. (13) Solução correspoi~lente elo Viterbi. 

Como já esperado, as snalíes estão clua,se so11reposta.s ao longo da borda., com 

escecão ela região com curvatura mak  elevacla.. 4 Figura 9.48.11 mostra a soluçã 



c10 Viterbi para o espaco cle busca definiclo por este resultaclo c0111 os seguintes 

parâmetros: a = 1200.0,P = 0.5 ancl X = 0.0. 

De acordo com os comentários acima, usamos agora dois offsets desta so lu~ào,  

11111 em clireção ao interior e outro em clireção ao esterior do objeto. 

Estas curvas sào obticlas avaiqailclo a curva cla Figura 9.48.11 na sua clirecào 

normal. Coino já coilientaclo anteriormente, possíveis auto-intersecçòes que possam 

ocorrer neste proceclimento são resolviclas na turalmeiite pela método cle reparama- 

trizaqão da T-Siialie (seção 5.3.2) não esigiilclo portai~clo ne i lh~ in  r e c ~ r s o  extra. 

A Figura 9.49.a mostra os off-sets usados para iilicializar o Dual-T-Silalies para 

uma mall-ia cle resoluçào 5 x 5. A clistâilcia entre cada off-set e a curva geradora é 
cle 22 unidades. -4 Figura 9.49.11 inostra a solução c10 Dual-T-Siialiei nesta fase. 

Figura 9.49: ( a )  Offsets para iilicia.lizar Dual-T-Silakex. (11) Soliiqào do Dual-T- 
Silakes para i n a h  5 x 5. (13) 

A solucão final obticla pelo Viterbi está na Figura. 9.50 e os parâmetros sào clados 

por: a = 1200.0,P = 0.5 ailcl X = 0.0. 

Olsservemos que para obter a solucão pa.rcia1 cla Figura 9.48.11 1150 116 necessiclacle 

de aplicar duas buscas uma vez que pa.rtimos c10 pressuposto cle que esta. é apenas 

uma aproximação grosseira cla borcla. Quanto à c1istâ.ilcia entre os off-sets e a curva 

geradora, o valor cla cliagoilal clas células cla triailgulação é sempre um valor de 

referêilcia.. 

9.2.5 Micrografia Eletrônica de Célula de Gato 

-4 imageiii a. seguir mostra. uni exemplo eilvolwildo oyera.qòes topo1ógica.s ilo 

contexto de iinageils cle células. 

A Figura. 9.51 mostra a irnaagem original a. ser processa.cla. Sua rc~so1uqã.o é de 

600 x 600. 



Figura 9.50: So1uqi.o final para iii~ageiii 9.4'7 

Figura. 9.51: 1ma.gem origiiial. 
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4 esemplo da Figura 9.47 esta imagem apresenta o interior e o esterior clas células 

com padrões de iilteilsiclade de difícil ~a~racterizacão. Neste caso em particular. vemos 

a presenca cle pequenas estruturas e artefatos os cluais poclem clificultar o mo\-iiiiento 

das silalies. 

O primeiro ponto portanto é clefiilir o tipo ele pr6-processameilto ela imagem. 

Uma observaqão que pocle clirecioilar esta etapa é cle que na borcla clas células temos 

uma estreita faixa coin padrões cle iilteilsiclacle cla ordem cle T = 80.0. Contudo, mis- 

tem peclueila5 estruturas com iilteiisiclacles tamb6ni clciltro deste limiar. A\ssiiii. unia 

posil~iliclacle iiitc-rexsante neste caso seria usar m6todos de siici~.iza<ào qucA I e s p e r t e m  

esta faisa, mas boirem o interior clos objetos. 

Uma ~ossibiliclacle simples para isto é a suavizaqão clirecioilal (Jaiil, 1989). Uma 

opcão mais elaborada seria usar métoclos de clifiisão não lineares c10 tipo clacpeles 

cliscuticlos na  secão 2.2. 

A Figura 9.52.a mostra a mesma imagem filtrada via suavizacão clirecioilal e a 

Figura 9.52.11 o resultaclo qumclo aplicallos O limiar claclo acima: 

Figura 9.52: (a.)Célula. cle Ga.to: Imagem filtrada por suavizaqào clirecioiial. (11) 
Resultado da aplica.(;ão c10 limiar T = 80.0. 

A Figura 9.53.a mostra a iaicia.1iza.çà.o do Dua.1-T-Sdies e a. Figura 9.33.11 mostra. 

a. so1uçà.o pa.rcia.1 oht,icla. com os pa.râmetros: h- = 200.0, X = 50.0, b = 10.0, T = 80.0, 

P o n t o  de Co.1~gela.7r~e~zto=2S e malha c.om resolução 20 x 20. 

O critério usado pam retirar unia. T-Silake c10 ponto de coiige1a;ilieilto é a va.riac5.0 

c10 limiar. A forca norma.1 é clefinicla pela. expressà.~ 7.3. 

Este exemplo mostra. uma. clificulc1a.cle c10 Dua.1-T-Silakes: a. preseiiça. cle ast.efatos 

pocle fazer com que o critério de para,cla baseaclo lia. proxiiniclade entre as siiakes 

iluilca seja atingido. 

É exatainente o que ocorre com o diial siialre da direita lia Figura 9.53.b. Este 

tipo cle comportamento obriga o est abelecimeilt o de um iiiímero máximo de iiite- 



Figura 9.53: Célula ele Gato: (a)Iilicializasção do Diial-T-si ia li^. (11) Soluqào parcial 
c10 Dual-T-Silalíes. 

racòes (um múltiplo c10 ponto cle congelamento) a partir c10 cl1ici.1 assumimos que a 

iilstâ.ncia atual clo Dua.1-T-Silalíes não será capaz cle retirar a,s T-Silalces c10 ponto 

de congelamento. 

Nestes caos ,  pocleríamos recluzir a climeils5.0 cla ma.lha na tentativa cle retira.r 

a sildce interna da  posiçáo atual. Contuclo, p r a  a figura. acima., esta possihilidacle 

nã.0 se mostrou eficiente. 

O prol~lema. nmior com relaç.50 à célula cla clireita é que o 1iiliia.r usado deixa. 

uma. fa.11~~ i10 interior da céliila (Figura 9.52.11). A forma. que nos pareceu mais 

eficiente p r a .  resolver esta clificulcla.cle vem cla seguinte 011serva.çii.o: se os a.rtefa.tos 

formam unia ba.rseisa. para, o movimeilto da T-Snake eiit5o poderíainos iricorporar 

estes "objetos" ao interior cla T-Snake usailclo um procecliiiieiito de busca. siiiiples 

nas vizii1ha.iiça.s ela curva em cluestão. 

Para visualizar esta icléia., observe a Figura 9.54.a. oilcle ma.rca.mos os nós cla 

triailgulação interiores à T - S d i e  bem como os nós vizinl-ios clesta onde a inteilsiclacle 

está abaixo c10 limiar escolhiclo. A varieclacle linear por pa.rtes clacla. pelo algoritmo 

cloor-iil-cloor-out pocle ser usacla para re-inicia1iza.r o Dual-T-Sila.lies pa.ra a célula 

inclicacla (Figura 9.54.b). Com isto, obtemos um proceclimento mais eficiente e 

robusto pam trata.r estas situa~ões. 

A soluçáo c10 Dual-T-Sdies está finalmente a.pseseilta.cla. na. Figura. 9.55. O 
resultaclo para c?. célula ela. escluercla é idêntico a.o apreseiita.clo na. Figura. 9.53.11 

uma. vez que neste caso o critério ele parada 11a.sea.clo na t.ria.iigu1a.çà.o foi sa.tisfeito. 

Para. a. célula ela. direita.., observan~os que a s i d e  iiiteriia. pocle a.va.1iça.s. graças ao 

proceclimento ;-xciina.., chega.ilc10 fiilalmeiite a.o resulta.clo clesejaclo nesta. fase. 

A Figura. 9.56 inostra. a. solucào final obticla pelo Viterbi com os pa.sâ.metros c1a.clos 



Figura 9.54: Célula cle Gato: (a)Crescimei 
Re-inicializando o Dual-T-Silalies para a. 

 to de regi6.o ba,sea.do na. triaiiguhqào . (13) 

A u l a  da esquerda.. 

Figura 9.55: Soluçiio final c10 Dual-T-Snaltes juntamente com crescimeilto cle regiào 
para células de Gato. 



por: n = 1200.0.3 = 10.0 ailcl X = 2.0. O resultaclo obtido tem l~oa  clualiclacle. 

Figura. 9.5G: So1u~à.o fiila.1 pa.ra. células ele Gato. 

9.2.6 Homem Visível 

Neste projeto um cacláver de um 11oine111 foi coilgelaclo e fatiaclo e estas fatias 

por sua vez foram cligitalizaclas em um ecl~iipameilto especial. O resultaclo é u m  

conjunto de claclos coloriclo e muito cletalhaclo c10 corpo humailo. 

No Brasil, este projeto tem clespertaclo interesse de pescluisaclores em mecAilica de 

fluiclos iilteressaclos em aplicar métoclos ele siil~ulação ilumérica na análise c10 fluso 

sanguíneo e clos feilômeilos relacioilaclos. Esta 6 uma área ela bioengei~l-iaria com 

muitos prol~lemas em aberto e multicliscipliilar por natureza, uma vez que envolve 

conhecimei~tos em ailatomia, biologia. fluiclos e processameiito de imagens. 

As images cla Figura 9.57 coilstituem clois esemplos (aqui coiiverticlos em tons de 

cinza) c10 coiijuiito cle claclos citciclo. Estas iiliageiis foraiii ceclidas pelo pescluisaclor 

R a d  A. Feijóo. c10 Laboratório de Computacào Científica (LNCC). oiiclc clesein-olve- 

se atualmente uma. lii~lla ele pescluisa em bioeilgeilharid voltada para lieinocliiiâinica. 

Estas imagens mostram clois cortes prósimos, na altura c10 peito. AS estruturas 

em toils mais escuros correspoilclem a artérias, ao esôfago e aos pulmões (estruturas 

maiores). O bom contraste olxervaclo e a escala interna destas estruturas tor i~ain a 

aplicaqão c10 inétoclo de iilicialização do Capítulo uma boa opcão para a etapa ele 

segment asão. 

Neste caso, a proprieclacle cle escala local é l ~ e m  caracterizaela por uma malha 

5 x 5 e o limiar para a iinagem claclo por T = 35.0. 

A irnasem cla Figura 9.5S.a mostra as aproximações lineares ol~ticlas pelo algorit- 

mo cloor-i11-cloor-out e a Figura 9.5S.b mostra a soluç5o fiilal c10 iiiétoclo c10 Capítulo 
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( a )  ( 1, ) 

Figura 9.57: (a,)-(11) Imagens c10 Projeto Homeili \;isí~-cl. 

Figura. 9.58: Hoiiwin Visível: (a)~Ta.rieclacles lineares o11 ticlas. (11) Rcsultatlo 01) tido. 

A Figura 9.59.a mostra as aprosima.ções lineares para a scguncla iinagem. 011- 
serve que duas estruturas fica.ram eilvolvidas por uma mesma saake. Isto veio do 

fato cle não termos imposto um limite superior cle área neste caso. 4 Figura 9.59.11 

mostra este caso resolviclo, com as estruturas segmeiita,clas corretamente. 

9.2.7 Raio-X do Tórax 

4 s  rac1iografia.s do tórax coilstituem u m  importante recurso pa.ra cliagilóstico cle 

clistúrbios e lesões pulmonares. O aclveilto da. ra.cliogra;fia. cligita.1 possibilitou a. pes- 

cluisa. cle métoclos aut.omá.ticos pasa. a a.iiá.lise cles t a . ~  ima.gens e a.usilio a.o c1ia.giiós tico. 

Um ponto f~mclameiital para. isto é a seg1nenta.çà.o c1a.s 1Iiesma.s (mil Giiiliekeil 22 ter 

Ha.ar R.01l~r-y. 11. cl. ) . 
Neste ca.so taml~ém,  a extra.çà.o c10 contorno clue cleliinita cada pulili5.0 tein papel 

de clest aclue. E m  (va.11 Giiliiekeii Sc ter Ha,a.r Romery, li. cl. ) eiicoiitra.nlos uma. técnica. 

com esta fiilalicla.cle baseacla. em l-ieurísticas e cletecção de pontos cle borcla orieiitaclos 

em direções clefiiliclas previamente. 



Figura 9.59: Homem Tíisível: (a)T'arieclacles lineares obtidas. (11) Iiiicializaqào final 
para Figura 9.5'7.1s. 

A Figma 9.GO mostra uma imagem cleste tipo. oiicle 1-mio:, o ic5iiltado clc uma 

esposi$io frontal de um paciente. As clificulclacles de processamciito cleste tipo de 

imagem siio várias. 

Figura 9.60: Racliografia, c10 tórax. 

Primeirameilte, observemos que o contraste nas lsorclas dos pulmões é muito 

pouco clefiniclo, o que implica que a snake terá pouca resistência ao seu movimento 

cluailclo próxima às borclas c1eseja.clas. Além disso, acrescenta-se o grolslema dos 

lsaclròes de iiiteiisiclacle no interior dos pulmòes ser de difícil caracterização. 

O b a ~ l i g r o ~ i l ~ l  é mais uniforme, o que poderia fornecer uni limiar para definir a 

forca iiorilial. Coiit.uclo. o tênue contraste nas lsorclas torna esta possibilidacle pouco 

eficiente. 

Apesar destas clificulcla.cles, este é uni caso oiicle pocleiiiou explora o potencial 

do Dua.1-T-Silalíes unia vez que temos dois objetos de interesse. 



Como nos esemplos anteriores, o primeiro ponto é o pré-processameiito cla ima- 

gem. LTma vez que temos pouco coiltraste nas borclas a suaviza.çào gaussima i150 

parece ser aclecluacla ilum primeiro momeiito, embora poclesse ser interessante para 

suavizar o iiiterior dos ohjetos. 

Optamos assim por usar iiiicialmente u m  filtro da iilc~cliaiia. para unia jaiicla de 

climensào 5 x 5, aplicado 5 vezes sobre a imagem. Este procecliiiieiito silaviza mais 

iilteiisameilte o interior clos objetos do que suas fronteiras, o que 6 iim resulta.clo 

desejado neste momeilto. 

Em seguida, aplicmios um filtro gamsiailo para diminuir o efeito cle possíveis 

artefatos cria.clos n a  filtragem anterior. O resultaclo está na  Figura 9.61.a. A Figura 

m9.61.b mostra o resultado cla aplicacão cle um 1imia.r T = 180.0 sobre a imagem as- 

sim obtida. Este limiar será usado ila clefiilicão cla forca iiormal dada pela espressão 

(5.54). 

Figura 9.61: Radiografia do tórax: (a.)Ima.gem filtrada. ( h )  Resultado da aplica.ção 
do limiar T = 180.0. 

A Figura 9.62.a mostra a iilicializaqào do Dual-T-Snalies e o ?spaqo cle busca 

clefiiliclo a partir cla solucão obticla. Os parâmetros usados sáo os seguiiltcs: X = 15.0. 

X = 14.0, b = 0.2. 4 ma.lha tem resolução 4 x 4. 

O resultaclo obtido está longe do desej ado, principalmente nas regiões inferiores. 

O pré-processaiiieilto usado tem o efeito positivo de dimiiluir os coiltrastes entre os 

diversos artefatos 110 interior clos objetos. Isto é iilteressailte pois c10 coiitrário a 

silalie interna pocleria ficar presa em uma região iilteriia e o método p ~ ~ ~ z a ~ ~ a .  a siialie 

esteriia em clirecào a esta região percleilclo totalmente a borcla desejada, sobre a qual 

o contraste é pouco clefiiiiclo. 



Figura 9.62: Ra.cliografia. do tórax: (a)Inicializacã.o do Dua.1-T-Simlíes. (11) Espaco 
de busca obtido. 

Contudo; não resolvemos o problema clas regiões oiicle temos pouca definição. 

A aplicação c10 Dm-T-Silaltes de forma mais eficiente clepeiicle c10 a.primora.mento 

c10 pré-processailleilto para este problema específico, o que não 6 objetivo deste 

tral~allio. 



Capítulo 10 

Conclusóes e Perspectivas 

Neste tra.11a.llio nós eilfocainos os modelos ele contornos ativos 2D pastiiiclo do 

moclelo original (1ia .s~ et  al. , 1988). 

Descrevemos as 1imita.ções básicas cleste inoclelo e ailalisamos a1guilia.s soluções 

eilcontraclas na  literatura bem como os moclelos alternativos correspoiicleiltes. Deil- 

tre estes moclelos, o moclelo Dual (Gui~il  & Nixoil, 1997; C4uili1, 1996a.) e o método 

c1a.s T-Siialies ( McInerney & Terzopoulos, 1995; McIneriley, 1997) tiuera.111 lugar cem 

tral uma vez que uma contribuicão clesta tese é a combiilação elos i~iesmos gera.ilclo 

o métoclo elas Dual-T-Silalies (Giralcli et  a1. , 2000~1; Giralcli et al. , 2000~) .  Basica.- 

mente, o Dual-T-Silalies coilsiste em i i ~ o r p o r a r  a.o métoclo da.s T-Snalies uni rrrodelo 

Dual  Generaliza,do: u m  contei-no externo envolveiiclo os ohjetos ele interesse contrai 

e se cli~~icle e1lclua.nt.o que contol.r-i.os internos a.os objetos se expandeni em clireçiio às 

l~orclas procura.clas. 

Com isto, puclemos co1oca.r a,s l-iahiliclacles top01ógi~a.s da.s T - S d i e s  juilta.meilte 

c0111 a capariclacle ele rejeitar míilinios locais c10 moclelo Dual e\iolucioilá.rio oiigiiml 

em uma única. metoclologia. Os resultaclos experimenta.is elo Ca.pítulo 9 co1oca.m 

em evidêi1cia.s estas clualiclades do Dual-T-Sila,lies. Estes resulta.dos c1eiiioi1stra.m 

também a robus t ez c10 novo inéto c10 com relação a iilíilimos 1oca.i~. 

Uma vez que o Dua.1-T-Smlces não faz uso de correspoilclêilcia entre as s d c e s ,  

fica.mos livres ela ilecessiclacle ele um moclelo ele forma, como é o caso c10 métoclo 

DuaJ original. Puclemos a,ssim extencler o métoclo c1ua.l para formas e topologias 

mais gerais. 

Do ponto ele vista. elas T-Sila.lces, o Dua.1-T-Sdies troiixe efetivanieiite ina.is 

robustez clua.ilto aos mínimos locais ela energia ele iinagem pelo 11a.laiiqo ela eiier- 

gia./a~fiiliclacle e pela. nova. 1locci.o cle proximiclacle (11a.seacla. na. tria,ngula.çà.o) entre as 

s d i e s  iilter1la.s e externas. 

Ein geral.. o result aclo c10 Dua.1-T-Silakes s5.o c1ua.s cur-\;a.s limita.ilc10 a região 

oiicle está. a l~orcla procuraela.. Fa,zeiiclo proveito c1est.a. reduç5.o do c3spaço de busca,: 

nós proponios na. seç5.o 6.2 a ~ti1iza~çã.o c10 moclelo Dual Basea.clo eiii Progsa.iila.çao 

Diilâ.inic.a., uma vez que a.s silakes iilterilas e exterims 1iecessária.s 11 ara. a. a.plica.çao 



c10 a.lgoritmo cle Viterbi (seção 5.2) sào exatamente o resultaclo do Dual-T-Silalies. 

Os esemplos com imagens sintéticas c10 Ca.pítulo 9 evicleiiciam a principal classe 

de aplicação do Dual-T-Silakes: iiliageils coin b a ~ l i g r ~ ~ i i d  e objetos de interesse com 

paclrões de iilteilsiclacle pouco homogêileos. 

,4 coi~~plesiclacle computacioilal do Dual-T-Snalíes 4 O (_\i-), onde -YT é o ilúmero 

cle triâilgulos da divisão simplicial c10 espaqo. Uma vez que usamos seinpre siialies 

internas e esteriias, o custo computacioi~al efetivo é sempre da orclein do clobro 

claquele correspoilclente a usar apenas uma T-silalíe envolveilclo os objetos. 

A iilicialização c10 Dual-T-Silalíes pocle ser feita pelo usuário, ou pelo iilétoclo c10 

Capítulo 8, este último coilstituiilclo-se em uma coiltribuição desta tese ilo contesto 

de iilicialização de modelos cleform&veis (Chalcli et al. , 2000e; Giralcli et al. , 200013; 

Giralcli et a1. , 2000a). 

Esta metoclologia usa os elementos básicos clas T-Siialíes ( es ta t l s t~cas  da sm.agem. 

t? ia;ngulaçi,o e f i~nçòes  cal-acterkticas); bem como um coi~hecimeiito prévio cla escala 

1oca.l clos objetos, para iilicializar um moclelo clefomável prósiilio cla fronteira clos 

mesmos. A complcriclacle deste inétoclo também é da orclem do número de triâilgulos 

da divisão siiliplicial c10 espaqo. 

Na seção 9.2.1 tivcmos exemplos de como este iilétoclo cle iilicializaçào pode ser 

usado para definir a snalte externa e em seguida a iilteriia. clcsdc que teul-iailios 

informações aclicionais cla geometria dos objetos. 

Os esemplos c10 Capítulo 9 inostraim que a escoll-ia de parâmetros não é crítica 

para o Dual-T-Silakes. 4 idéia é al3rir mão cle uma maior suaviclacle da solução, 

uma vez que o resultaclo que se deseja com o Dud-T-Saakes é apenas climinuir o 

espaço cle busca para em seguicla obter a solucão desejada pelo método de Viterbi. 

O esemplos c10 Capítulo 9 iilclicain que a política cle variaçã,~ c10 liiniar é mais efi- 

ciente para retirar uma T-Silake cle u m  i~?íilimo local no caso de imagens com ruídos. 

Neste caso tambéil~. os resultados apreseiltaclos com imageils siiitéticas evidenciam 

a iiiaior eficiência da clefiiliçào da normal dada pela ecluaçào 7.3 com relação aquela 

dada pela ecluaçcio (5.34). 

O auineiito cla resolução da malha se mostrou cficieilte para estrair detalhes da 

borda em regiões coin curvatura mais alta pocleilclo tainbéiii ser usada parti retirar 

uma T-Siialíe de um ponto clc coilgelamento. 

Quaiiclo o resultaclo c10 Dual-T-Sidíes apresentar iiitersecçào eiitica as silalíes ou 

mesmo sobreposi~ão clas mesmas (secão 9.2.4). o espaço de busca pocle ser obticlo 

através cle offsets de nina clas sila.ltes ou mesmo da solução para a primeira busca 

c10 Viterbi. Os offsets podem ser tomados na direção normal à soluqão parcial, uma 

vez que as possíveis auto-iiltersecção que poclem ocorrer são resolviclas ilaturalil~eiite 

pelo método cle reparametrizacão clas T-Silalíes. 

A utilizaçào cle iiiétoclos multigricl com o Dual-T-Siiakes pocle prejudicar a wa- 



~riclacle da solucão clesta fase, caso não atualizemos os parâ.metros ao pa.ssarmos pa.ra, 

uma malha inak fina. Contudo, uma. vez que l~oclemos abdicas cle uma. maior sua+ 

clacle para a, solução c10 Dual-T-Silalies a utiliza.cão de metoclologia~s cleste tipo pode 

sei eficiente uma vez cpe a escollm dos pa.râmetro fica simplifica,cla.. Os resulta,clos 

da,s seções 9.2.4 e 9.1.4 apoiltam exatamente nesta clireçiio. 

O exemplo cla, seção 9.2.5 onde usainos um método cle crescimento de região 

baseaclo na triailgula.ção parece ser uma. proposta. eficiente pa.ra ava.1lqa.r uma T- 
Simlíe presa. e111 a.rtefa.tos cla, imagem (míilimo 1oca.l) que 115.0 possam ser eliiniila.clos 

eficientemeiite pela ua.ria.çào do limiw usado lia clefiniq5.0 da forca. ilormal. 

Como 1imit.a.qòes do Dual-T-Sna.líesl temos priineiramente a. ilecessic1a.cle de limi- 

tar o pa.sso ~nc'.xiiiio cla. sila.líe a uma. uniclacle. Isto implica. em percla. de perforilia.nce. 

A ilecessida.de cle iiltera.ção c.om o usuisio na. sua iiiicializa.çiio é outra 1iiliita.qà.o do 

lllé t o do. 

Quanto ao métoclo cle iilicia.lização c10 Capítulo S, sua. priilcipa.1 1iinita.çà.o esti. 

viilculacla à ilecessiclacle de um coilhecimento a priori cla escala local dos objetos de 

interesse. 

Com selacão ao Viterli ,  o maior problema encoiltraclo é a ilecessic1ci.de cle um 

espaço de busca mais refiilaclo nas regiões com curvatura. ma.is elevada. (Figuras 

9.25). Se tomarmos um espaco de busca 111a.i~ fino a.o longo de toda a. regiào 1iinita.cla 

pelas sila.kes poderemos comprometer a perforilia.nce c10 a.lgoritiiio. Por outro la.clo, 

a. ideiltific.a.ç5.0 a.utomática cla,s regiões que necessitam de uni espa.ço de busca iiia.is 

refiilaclo clepeilclem de testes ac1icioila.i~ que ta,ml16m possuem seu custo. 

10.1 Perspectivas Futuras 

Os dois il~étoclos que coilstituem a coi~tribuição cleste trahalho (Dual-T-Snakes 

e Inicialização de Modelos Deformáveis) são f~~ilcla.meiltaclos na. metoclologia c1a.s T- 
Snakes, a qual tem extensão para 3D (T-Superfícies, Apêndice C) com eficiência 
. , 
J a comprovacla na  literatura (McIneriiey & Terzopoulos, 1999; McInerney, 1997). 

Assim, toda a metoclologia cleste traba.1110 pode ser estenclicla. pa.ra superfícies. Os 

f~~ilcla.ineiltos ma.temáticos para isto sã.0 cleseiwolviclos no Apêildice C. 
Uma vez que estamos liinitanclo O ~ I ~ ~ S S O  cla. sn&e a. no má.xiiiio u i ~  pixel por 

iilteraçào, podemos testar a possil~iliclacle ele usar uma noc5.0 de afiliic1a.de lmseacla 

na energia. de iiiia,gem sobre a silake; isto é, clada uma. T-Sila.lie coilgela.cla. e111 um 

mínimo 1oca.l. aplica.ría.mos força aclicioilal em regiòes onde o ca.inpo externo seja 

iiieilos iiltewio. A c1etecqci.o c1esta.s regiòes da silake poderia. ser feita usa.nc10-se a. 

iiietoclologia. a.presenta.da em (Durikovic et nl. . 1995). Tal procedimeilto iião seria. 

eficiente para borc1a.s subjetivas e implicaria. em reclefiiiir o papel ela forca iioriiia.1 no 

Dual-T-Sira.kes. -4lém disto, sua exteilsào para 3D 1là.o parece possível. 



Uma l~ossil~ilicla.cle pa.ira recluzir o esforç.0 coinputa.cioiial c10 ii~étoclo ele segmeii- 

tacào ha.sea.clo no Dual-T-Sna.lces e em Progra.ina.ç.5.0 Diilâ.inica. (seç5.0 6.2) seria usar 

métoclos niulti-reso1uqà.o 11asea.clos em Qiiacltrees ou Pirâ.iliides. Xeste caso, primei- 

ramente al~lica.ríailios o Dua.1-T-Silaltes pa.ra. a imageili coin reso1uqà.o i1ia.k baixa.. 

E m  seguicla.., usa.ríanlos uma. técnica de miilimizaç5.o em multi-esca.la. (Heitz et al. o 

1994; Migiiotte Meuiiier, Februasy, 2000) para fa.zer o tra.clíiiig das l1orc1a.s clese- 

jachs pelos diferentes níveis ela estrutura. 

Poclemos abrir a possibiliclacle de mais cle um ponto semente em um mesmo objeto 

tratar objetos com vi.rios paclrões cle iilteilsiclacle. Cacla poilto semente seria o centro 

de uma T-Silalie interior. Estas silaltes expailcliriam, sofreilclo inerges durante a sua 

evolução a.té que fiilalmente teilhamos um clual si~a.lces com apenas c1ua.s siidies. 

Esta possibiliclacle traz a. perspectiva cle esp1ora.r 1na.i~ iilteilsai11eilt.e a simbiose 

naturaJ entre o inétoclo clas coilexões fiizzy (Uclupa Sama~ra.selíera.. 1996) e o Dua.1- 

T-Si~a.lies cliscuticla. no Apêilclice E. Os pontos sementes para. o métoclo fuzzy seriam 

usados para. iilicia.1iza.s o Dua.1-T- Silalíes e o c a111110 gerado seria usa.clo pa.ra definir 

o seilticlo da. força normal elas silalíes, como feito lia. seç5.o 9.1.5. 

-4 i1lteraqci.o coiii o usuc?.rio é um recurso que 1ici.o esplora.iiios no coiitx<st,o do Dual- 

T-Siialies. Enibora. o grailcle clesafio c10 1il6toclo seja cleis6,-10 totalinc-nte a.utoiiii.t.ico, 

ci. possi11ilicla.cle c10 iisucirio estabelecer vínculos para. a. silalíe pode ser iitil, pa.rticu- 

larmente para prol~lemas oiicle o contraste lia fronteira dos objetos cle interesse é 

l~aixo, caso típico clas iinageils cle Raios-X elo tórax a.ilalisaclas na seção 9.2.7. 

A iiitera.ção com o usuá.rio vem ilaturalmeilte ligada ao cleseilvolvimeilto de um 

sistema de segii~eiltação/ex.tração cle borclas com interfa.ces iilclepeiicleiltes c10 Data 

Explorer. Este sistema pocleria iilcorporar não apenas o Dua.1-T-Silalíes mas também 

o métoclo de ii~icializa~ção c10 Capítiilo 8. Como já apoiita.clo na  seçào 8.3, este métoclo 

pode ser ponto cle pa.rticla para uma metoclologia semi-a.utomática. cle segmeiitaçào 

11asea.cla. em extra.çiio cle borclas. Neste caso, a icléia. básica é usas o resultaclo elo 

métoclo como uma. 1x6-segii~eiitag$~o cla imagem a. clual seria. melhora.cla. pela. a.qã.0 c10 

usiiário. 

Assiili, regiòes oiicle temos mais de um objeto eiivolviclo por unia. única. siialte., 

e que 1iã.o fora.m separaclos na. resolu$io ma.is fina, pocleria ser diu id idn .~  apropria- 

damente pela a.cà.0 c10 especialista.. Tal proposta pressupõe que teiilia.ilios políticas 

eficientes ele iiitera.ção com o resultado inicial. 

O live wire - pasracligma ele extração cle borclas l~a,seaclo em in terqão com o 

usuário (Falcão et  al. , 1996)- pocleria ser uina primeira opção neste seilticlo, junta- 

mente com metoclo1ogia.s sem-autom&ticas para efetuar splits (cortes, no ca.so) cle 

regiões. 

O clesen~~olvii~~eilto de uni sistema usam10 estes elementos 6 mais uma. perspectiva 

futura para este trabalho. E m  (Liang et  al. , 199911; Liang e t  al. , 1999a) eiicoiitramos 



um sistema que unifica live wire e silalíes em um inétoclo único. Contuclo, este 

sistema não pressupõe mucla.iqas topológicas. 

A ailálise de coilvesiclacle c10 Apêilclice D pode ser interessailte no estudo cle 

moclelos para trac1;ing baseaclos em sistemas cle ecluaqões clifereilcias cle seguilcla 

ordem (Peterfreuncl, 1999). 

Os resultaclos da teoria cle grupos cle Lie sumarizaclos no ilpênclice B e a cliscussào 

da secão B.3 clevcm ser tomaclos como ponto cle particla para uma rei-isso ou mesmo 

geileralizaqào de moclelos globais de silalíes baseados em conceitos cle iilvariâ;licia, 

tais como o AI-Siialíes (seç5.0 5.1.3). 



Apêndice A 

Programacão 3 Dinâmica no 
Contínuo 

Seguindo a clescriqào apresentada e111 (Dreyfiis. 1965), coiisidereiiios o pro l~ le i i~a  

de encontrar a curva 111 = r11 ( 2 )  , satisfa.zeilc10 ro (:o) = ulo e ri! (:I) = rol, e que 

miiliiiliza um fi~ilcioilal J [tu] c10 tipo: 

J [,LU] = F (I ,  tu, t u )  í k ,  

Coilsiclereilios coino ponto inicial cla curva um ponto ( s ,  y ) ,  oiicle s 5 ZI e m  vez 

do ponto inicial (zü.  LI,,) . O problema torna-se então eiicoiitrar a curva aclmissível 

ri1 = w ( 2 )  , .r 5 7 5 21. colii 11) ( . r )  = y e ev (zl) = rv1 a qual miilimiza o fuiicioilal: 

Iiltrocluzimos agora iima f~iilção auxiliar, cl~a,macla f~mçâo de vn101- ótimo, através 

onde P é o conjunto que coiltém as curvas aclmissíveis, sa.iiic10 do poiito inicial (s, y )  

e satisfazeilclo a coilcliç2.o t u  ( z l )  = rol. 

S u p o i ~ l o  agora .r < tomeilios inicialiliente u m  peclueiio increiliento A: ta.1 

clue ,r + 1: 5 :I. A4ssiiii. a integral em (A.4)  toma a forma: 
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Nós. eiltào, coiisicleramos dentre as curvas aclmissíveis apenas aquelas passanclo 

por (r. v ) .  assuiniilclo valor arbitrário em s + A:, mas que sào ótimas no intervalo 

[s + 1 2 .  zl] : isto 4. moiltamos agora o novo problema: 

Vamos supor vc2liclo o Principio de Otimalidade (Dreyf~~s ,  1965): 

O caminho ótimo entre dois pontos é também ótim.o entre quaisquer dois outros 

pontos sobre o m.esmo . 
Por este princípio podemos igualar (A.5) and (4 .6) :  

Facamos agora a.posimacões cle primeira osclein com a finaliclacle cle obter uma 

forma clifereilcial para a expressão (A.8). Para isto, vamos primeirainente supor 

que tu' é contínua no i~lterva~lo [x, z + Ax] , e que F também é contíilua nos seus 

a.rggumentos Com isto podemos a.ssuinir que a contribuicão de t u  = t u  ( 2 )  ao d o r  

da integral em (4.8) sobre o interval [x,x + Az] pode ser aaprosimaclo por: 

onde: 

e o (Az) denota termos em Az tais que: 



Ailaloganieate para a fiiilção t u  podeilios escrever: 

supoilclo coiltiiluiclacle para eu e rol em [x, x + A"] . 
Com estaa aproxima@es, poclemos escrever a. espressão ( A S )  na. forma.: 

Esta expressão é ponto cle partida para a foriliulaçã,~ clifereilcial do probleiiia coiltínuo 

em prograinaciio diiiâmica. 

Siipoiiclo a existência da  seguilcla clerivacla de S (.c, y) e que a iiiesina seja linii- 

tacla, nós pocleilios espailclir o lado direito da equação (11.13) em torno ele ( s . y )  e 

escrever: 

Subtraiilclo S (x, y)  de ambos os lados cla eclua@o (A.14) e tomando o limite 

para Az teilcleiiclo a zero, obteremos a ecluacão: 

Esta é a equa.qã.o clifereilcia.1 parcial que deve ser sa.tisfeita. pela. fniiç5.0 S (.r., y ) . A 
utiliclacle pr~i t ica desta. eclua.ção é clificulta~cla pelo problema. cle iiiiiliiniza.çii.o envolvi- 

do. Uma. forma. cle simplificar esta ecluação é 011serva.r que uma. coiicliqã.~ iiecec;sc?.ria. 

para clue a. mesma. seja satisfeita será.: 

onde aqui fazemos uso esplicito c10 fato cle y' ser clepeilcle ele s, y e S,,. 
Supoilclo agora que F seja coiltiiluameiite clifereaciável com respeito a 5/'. cpe 9' 

é limitacla e sem \-íilculos, eiltiio, a clerivacla parcial com respeito i~ 9' cla expressão 

entre colchetes em (A.15) ser& zero. O resultaclo assim obtido. juiltameilte com a 

espress50 eiil (A.lG), forma o seguinte sistema de ecluaçòes clifereilciais parciais: 



F ( s , , y , y l )  +S , .+Syg l=  O j  (*4.1S) 

Resolwido (A4.1Í) e (A.13)  pc2i.a Sy e S,., respectivaineilte, 011t.ereinos: 

Supoilclo que S (a, I/) tenha clerivaclas de segiiilcla orclem contíiluas, poclemos de- 

rivar (A.19) com selacão a z, (A.20) com re1a.qã.o a 9 ,  igua.lailclo ao filial as espressòes 

obticlas. Após um simples re-agrupamento de termos, obtemos a equaqào diferencial 

a seguir: 

a qual 4 iilclepeilclente da  fui~çào S (,r, y )  . 
Esta ecluaqão é c10 tipo qirase-lineal.; ou seja., pode ser coloca.cla lia forma.: 

a qual é linear nas clerivaclas parciais cla fiiilc$io solução y1 (s, r / ) .  Esiste uma teoria 

especial. cl-iamada teorzn de cal-actel-zsticas, para este tipo de ecluaqiio diferencial 

(Dreyfiis, 19G5) o que torna este problema ele particular iiltercsse teórico. 

É importante ressaltar que a ecluaçcio difereiicial em (A.21) fornece uma condição 

necessária. mas não suficiente para garantir a glol~aliclacle da soluçào. 



Apêndice B 

Grupos de Lie e Invariância 

Neste capítulo cliscutiinos alguns re~ulta~clos e da. teoria. de Grupos 

cle Lie que sào relevantes pam problemas ein processa.meiito de iiiiageiis e visao 

cois-il~utacioiia.l ~iivolvei~clo as iloçòes de iilva.riâ.iicia. e espa.qos de esca.las 

Estes conceitos 35.0 naturahieilte trata.clos cleiltro cla. teoria dos Grupos de Lie. 

Esta teoria. está haseacla nas ic1éia.s de grupo cle trailsformac6es e \ra.riecla,cles clife- 

reiiciáveis. 

Do ponto cle vista geométrico, o coilceito de va.rieclacles ~lifereilciá~veis sepa.ra 

clara.mente o olsjeto e o sistema de coordei~aclas usado para sua clescricão. 

Ao estudarmos a geometria iiitríilseca de  LI^ olsjeto, as propriecla.cles de interesse 

160 estão vincula.clas ao sistema de coorclei~a.clas usado pa.ra. clescrevê-10. ,A 11a.se 

matemá.tica. para a clescriq2o cle um objeto, que seja, invaria.ilte por traiisforiiia.ções 

de coorcleiia~clas~ está. no cálcdo t enso~ ia l .  

Do ponto cle vista físico, iiia,is próximo portanto cle vis5.o computacioilal, este 

problema. está c1ireta.meilte ligado ao sisteiim cle uilicla.cles fiiilcla.ilieiit~ais escolliiclas 

para descrever uni fciiômeiio e o c.omporta.iileiito c1a.s gra.ilc1eza.s c1eiiva.da.s cluaiic1o 

se-esca.la.iilos a.s f~~ilcla.iiieiltais. 4 Lei fixiuel-.sal d e  J/rvn~/;clncio. esta.1selece que as leis 

 física.^ clevem ser ii~clepeilcleiltes da escolha das gra.ilclezas fuiida.ixeiita.is (Flora.ck 

e t  al. , 1992). 

Esta lei é 11cSsica para a A~zálise Dimensional, cuja formulaçã,~ mais rigorosa está 

ao teorema dos .ír (seção B.2). Este resultado, por sua vez, é básico p r a  o trabalho 

(Florack et al. , 1992) que formula o espa.ço de esca.las pxtinclo cle coilsiclera,@es 

a.lgéhricas em 1uga.r de analíticas, como foi o caso de (TVitkiil., 1983). 

É importante ol,ser\iar cpe ao coiivoluíri~ios uma imagem coiii o Iieriiel Gaiissi- 

ano, estainos de fato opera.iido sobre o olsjeto (variecla.cle), trasisforma.iic10-o. 

A cl1.1estã.o agora. é cletermiiias cluailticlacles cpie seja.111 iilva.ria.iites sol1 transfor- 

ma.qòes c10 objeto propria,meiite dito. 4 base ma.te1nátic.a. cla. teoria cle iiiva.rimtes 

em cp1est5.0 est& na. t,eorici. de grupos cle Lie que é o teliia. ce~itml cleste a.pênclice. 

Iniciamos coiii coiiceitos iiecessários à clefiiii@o de Varieda.cles Difei.eiic.iá.veis para. 

em seguida. a.preseilta.rmos os Grupos de Lie e os coiiceitos cla. teoria. (1s in\mkiites. 



Passaiz~os em seguicla ao Teorema dos K citado acima para. então fina.liza.rmos com 

o métoclo para cálculo de iilvarimtes e a,plicacòes. 

B.1 Grupos de Lie 

B .I. 1 Espaços Topológicos 

Dar unia t u l ~ o l o ~ ~ n  sobre um coiijuiito E é clar uiii coiijunto O de partes de E 
gozaido clas seguintes proprieclacles (Honig, 1976): 

e1 ) A reuiiião O = U O, cle uma família cjua.lcluer O, de elementos de O 
i € I 

aiilcla é um elemento cle O; 
e2) 4 iiitersecção O = Ol n O2 cle dois conjuiitos elementos cle O aiiicla é um 

coiljunto cle O; 
e3) E E O.  
Nestas concliqòes, o par (E, O )  é cl-iainaclo espaço topológico . Os eleiiieiltos de 

E são clei~ominaclos geilericaineilte de ponto5 e os coiljuiltos elementos cle O são 

clenomiilaclos coiljuiltos cibt.7-tos. 

Lembreinos que U O, = 0. e portanto o coiljuilto \vazio é aherto. 
1 € 0  

Dado u m  ponto 11 E E , cliama.mos uma v~zilzhança cle 11 a qualquer coiijuiito 1.; 
que contP,m u m  conjunto alxrto O com 11 E O. 

Um espaço topológico (E, O )  é cleilomii~aclo sepal.a.do ou cle Hausdorfl se cluais- 

quer pontos clistintos p # q têm viziill-iailças I/, e k, sem ponto comum. 

B .1.2 Variedades Diferenciáveis 

Seja 114 u m  espaqo cle Haiisclorff como clefiniclo acima. Uma es trutura cliferen- 

ciável de dimensão ii em 114 é uma família de aplicaqòes biunívocas p, : L,', + R'' 
onde /T, é ~1-n aberto de I14 e y, (Ir,) é um aberto de ?)S/?, tais que: 

1 )  u [r, = :1f. 
a 

2) Para todo par a, 3 ,  a ap l i cacão  p,j o p;l : pn ( I ;  n 173) + p,3 (1;  n é 

cliferei~ciáuel. 

3 )  A4 fainília {(L:. p,)) é masimal relativaiiieiite às coilcliqòes (1) ( I  ( 2 ) .  

Uma zici~reclndr dz fe~wiczciuel  de climeilsão t77 é uin espaço de Hausdosff com 

uma estrutiira clifereilciável cle chneilsão 112 (Oher ,  1986). 

Seja 11 E I;, e v, ( p )  = (xl (17) , . . . , x,,, (23)). Eiltiio, O conjunto Li, é chamaclo uma 

vzm~h.aizça coo~denada de 13 e z, (11) são cl~amaclos cool-cZe?zaclas loccizs íle p. O liar 

(U,, 9,) é clmmaclo uma parametrização (ou um szstenzci de coorcle~ic~clcis) de 114 e111 

17. 



Uma. estruturn cinc~liticci cle climeilsào 177 é clefinicla. como a.cima 11a.s t anclo sul~s- 

tituir em (2) dife~enciável por szLaue . Neste caso, M 4 cha.inaac1a. uma varieclacle 

suave. 

B.1.3 Definição de Grupo 

Defiaiçiio: Um gi-zipo é um coiijuiito G i~ã,o vazio juiita.mente com uma lei cle 

co1nposicã.o interna. em G clenota.cla. por (.)(Olver, 1986): 

(g, 12)  4 y . h, oilcle y, 1z,g . 12 E G. 

geilericameilte cliaiiiacla ~ ~ ~ d t i p l i c c ~ c Q o ,  com as seguintes 11ropricdacles: 

(1) Associati\-a. Se 9.12, X. E G, eiltào: 

(2) Elemento Icleilticlacle. Esiste um único elemento e E G , c1ia.ma.clo elemento 

icleiaticlc~cle, ta l  cpe a proprieclacle 

para toclo 9 E G. 
(3)  Inverso. Para toclo 9 E G existe u m  elemento cleilotaclo por 9-1. clei~omiiiaclo 

seu i77 zl t r~u.  com a propriedade: 

Neste caso, costuma-se clizer que o par (G ,  .) é um grupo, ou siil~plesmeilte que G 
é um grupo para os casos oilcle a operacão cle grupo esteja cla.ranente su11-enteiiclicla. 

Exemplos : 

(a,) Seja. G = Z o conjunto dos i~úmeros inteiros com o11era.çii.o de a.cliç.5.o. As 

propriecla.cles acima s5.o ila.turalmeilte satisfeitas, seilclo o i9rue1-so de uni inteiro 

seu oposto -,i.. O mesmo se aplica para G = ?R também coni c?. a.cliç$o. 

(11) Seja, G = GL (n.8) o conjunto c1a.s matrizes reais e iilversíveis com a. opera.ciio 

de multiplica.çào. Neste caso, a. propriecla.cle associativa é satisfeita., o eleiiieilto 

ideiltic1ade é exa,t.a.iiieilte a. ma.triz iclei~ticlac1e i usua.1 e o iilverso de unia ma,triz -4 é 

clado pela. ma.triz iiiversa usual A-'. 



B.1.4 Definição de Grupos de Lie 

Uni grupo clc Lic I- - p~~.rciinétricu 4 11111 grupo G que 6 taiillséni uma varieclacle 

suave cle cliiiieilsào i -  tal clue amlsas as operaçòes cle grupo (Olvc-r, 19SG): 

7-17 : G x C: + G, 172 (g, h )  = g . 17.; g, 11 E G. 

e a inversão 

são aplicaç6es suaves entre varieclacles. 

Exemplos: 

( a )  Seja G = R" com a estrutura clifereilciá.ve1 trivia.1 c1a.cla pela a.plic.a.çã.o iclenti- 

clade e seja. a. operacão de acliç5.o usual em 8'' icleiltific.anc10 o iiiverso de um vetor x 

com seu oposto -,r. Uma. vez que, tanto a acliçã,o cle vetares quanto a invers5.0 são 

operações siia.ws, 8'' é um exemplo cle 11111 grupo cle Lie r-pa.ramétrico. 

(1s) Coilsicleremos a.gora. o conjunto G = SU(2)  das rota.qòes no pla.110: 

cos ( O )  -se12 ( O )  so (2) = 
se12 (O) cos ( O )  

com a operação usua.1 cle multiplicaqão cle matrizes. Observe que a,s proprieclacles de 

grupo são satisfeitas e portanto SO(2) é um grupo. A estrutura clifereilciável pocle 

ser obticla pela olsseivação cle que pocleinos iclentificar SO(2) com o círculo unitá.iio 

(Olver, 19SG): 

S1 = {(,os ( O )  , sen (O)) ; O 5 O < 271-1 

Assim. SO ( 2 )  -6 um grupo cle Lie 1-para.m&rico. 

B.1.5 Grupo de Transformações Locais 

Seja 114 uma va.rieclacle suave. Um grupo locd cle trailsformaçòes a.tuailclo em h4 

é dado por um grupo cle Lie G, um subcolljuilto aberto U, com 

{ e )  x A4 C U C G x 114, 

o clual é o cloinínio de definição da açcio do gr.i~;r,o, e uma aplicaqào suave XU : I r  + !I4 
ac es: com as seguintes prol~riecl . 1  

( a )  Se ( h ,  .r) E c': (g,  !i? ( h ,  s)) E , e também (g . h .  .r) E c-, e11tii.o: 



Q (g, G (12, x)) = GJ (g . 12) x )  

(b )  Pam toclo s E 114. 

G (e, x) = <r. 

(c)  Se (g. . r )  E Ir. eiltào (g-I. Q ( g , s ) )  E I; e: 

Note que, para o caso de 114 = U a proprieda.de (c) segue diretanieilte cle (a,) e 

1. 

.1.6 Órbitas 

Na. clefiiliqão abaixo, o termo sesb~uci~~ieclcicle cle uma variecla.de clifereilciável 114 

deve ser eilteiicliclo como um subcoiijuiitos de A4 que ta.mbém 4 uma vasiedacle 

clifereilciável (Olver, 19SG). 
Uma órbita. de uni grupo cle traiisforina.çòes 1oca.i~ ein 11.f é o rne~?,o?- sul~coil- 

junto (i150 vazio) iilva.ria.ilte pela. aç5.o das tra.ilsforma.qòes. 3da.i~ precisa.meiite, uni 

subconjuilto O C A$ é uiiia órbita desde que ele sa.tisfa.ca as seguintes propriedades: 

(a) Se x C 0, g E G e g . x está clcfiiliclo, ei1tã.o g . n. E Ò, 
(L)  Se Ü C Ò, e Ü satisfaz a propriedade (a) entâo ou = Ò ou ii é vazio. 

Seja um grupo local de traiisformaqões atuando sobre uma variedade 114. Então 

dizemos que: 

(a) O grupo G atua semi - reged armente (a.ção semi-regulas) se todas as órbita,s 

cle G sã.0 cla mesma. climeilsão clas sul)-uarieclacles cle 114, 

(11) O grupo G a.tua regzdarm.ente se a. a.ção é semi-regulas e aclicioiia.liiiei~te, 

pasa. toclo s E M existem viziilha.iiças a.rbitraria.i~ieilte peclueiias I' de .Y com a. 

propriecla~cle cle que cada. órbita de G intercepta. I' em um subcoiijuilto coileso por 

paxtes. 

B. 1.7 Campos Vetoriais em Variedades 

Um coilceito f~~ilcla,meilta.l na. teoria de grupos de Lie e grupo de traisforma~òes 

são as transfor~n.açòes i~$~zitesim.a.is. Para. apresentar esta idéia, ilecessitaiiios pri- 

ineiraineiite cla noção cle cainpo vetorial em uma va.riecla.cle. Iniciemos com a clefi- 

nição de vetos tangente. 

187 



Seja C uma cui-\-a suave em uma varieclacle 114, parametrizada por o : I C 8 4 

J I .  E m  coordeiiadas locais s = (.r1, . . . , r"') a ciiiua C é dach por 177 fuiiçòes suaves 

r o 9 ( E )  = ((2' (5) , . . . , 8'' (5 ) )  cla variável rea.1 E .  E m  cacla ponto 1 2  = (i> (5) cle C a 

curva tem uni veto? tangente, claclo no sistema de coorcleilaclas local pela derivaela: 

E iinport ante observar que o conceito cle -vetor tangeilte é iiiclepeilcleilte c10 siste- 

m a  local cle coorcleilaclas usado iluina vizinhanca de n: (Olver, 1986; Carmo, 1979). 

O coiljuilto ele toclos os vetores tangentes a todas as possíveis curvas em h4 que 

passam por 21 6 cl-iamado espaço tangente a 114 e m  17,  seilclo cleiiotaclo por TI11 1 ,  . 
Se A4 é uma varieclacle clifereilciável suave ele cliiiieilsào H ,  eiltào T-14 I,, é um 

espaqo vetorial cle cliineiisào 112 com: 

forneceilclo uma base para T114 I , ,  a clual esta representada. ascima no sistema de 

coorcleilaclas n: = (z l  , . . . , zn')  . 
Para distinguir entre vetores tangentes e a noção de campo ele vetores dada a 

seguir, aclotaremos a seguinte ilota.cão: 

a . I  - a '2 - a I 1  I1,=<b ( c )  =q (c) 7+ q5 ( L )  - + ...+ ($" ( c )  -, 
da 8x2 8~ 

para o vetor tangente a C em 11 = q5 ( E ) .  

A coleqão de todos os espacos tangentes correspoilcleiltes a toclos os pontos p t 114 

é cha.ma.clo o f h - a d o  daqwnte cle 114, seilclo cleiiotaclo por 

Um campo v e t o r d  v em A4 fornece um vetor tangente v !,E TI16 1, a cacla ponto 

p E 114, com v 1 ,  va.rianc10 suavemeilte cle um ponto pa.ra outro. E m  coordeilaclas 

locais (n:', ..., s n ' ) ,  11111 caiillpo vetorial é claclo por: 

a a a 
11 (s) = ,l (x) - , ,, (,x) - , ... + ,,,, (.r) -, 

8a1 aa2 8 ~ " '  

oncle f '  ( . r )  é unia f ~ i l ( ? ~ 0  suave cle .-r. 



Uma c w v a  zlztegml de um campo vetorial v é uma curva suave e paramétrica 

@ ( E )  cujo vetos tangente em qualquer ponto coincide com o valor de LI  no mesino 

ponto: isto é: 

para toclo L. E m  coorcleiladas loca.is, -7: o 4 ( E )  = ((h1 ( c )  , . . . . o"' ( c ) )  &\-e sei a soluqào 

c10 sistema autônomo de ecluações cliferenciais ordinárias 

oilcle cL (x) são as coorcleilaclas cle v em x. 

Pala (' (,r) suaves, os teoremas paclrões cle esistêilcia e uiliciclacle para sistemas de 

ecluaqões diferenciais orcliilárias garantem que existe uma única soluqào para (B.5) 

clacla a coiicliqào inicial (Sotomayor, 1979): 

Isto iiliplica a. existência, de uma única. curva. integral maximal o : I + 3d 

p"""allcl0 por "111 claclo po11to & (0) E 114 . 

B .I .8 Fluxos e Geradores Infinitesimais 

Se v é u m  campo vetorial, nós cleilotamos a curva. integra.1 maximad de (B.5))  

passando por a em 114, por @ (E, x) e cl-iamamos @ o f luxo  geraclo por c (Olver, 

19%). Assiix, para cada s E 114, e F em algum i n t e r d o  I2 coilteilclo 0,  SI (r, ,I ) será 

um ponto na curva integral passailclo atraiés de s em Sf. O f l u o  de uni tampo 

vetorial tem as sc-guiiltes proprieclacles (Olver, 19SG): 

( a )  XU (6. XLJ ( 5 . 6 ) )  = \I' (6 + S, S) , s E 114, para todos s, 6 E V? tais que ambos os 

lados cla e q u a ~ à o  ~ s t e j a m  clefiiliclos, 

(11) @ ( O .  a )  = .r. para clualcluer n. E 114, 

(c )  

As clms primeiras proprieclacles sigilificam que o fluso geraclo por u m  ca.inpo 

vetorial comporta.-se como um grupo l-para.metrizo cle tra.ilsforma~òes atuailclo em 

114. A terceira. proprieclacle simplesmente diz que 11 é tangente à curva integral 

SI (5, s) que passa por um dado z E 114. O ca.mpo vetorinl L )  é cliaiilaclo o gt rc~dor 



i~z f i i z i tes imcd da aç5.o c10 grupo assim clefiiliclo, uma vez que pelo Teorema de Taylor, 

usanclo coorcleilaclas locaisi temos: 

oilcle: 

As órbitas cle um grupo 1-param4trico são as curvas integrais masiiilais c10 campo 

vetorial 21.  

Iilteilsamente, se iI! ( E ,  .r) é um grupo 1-paramétrico cle trciiisforiiiaqÒei atuaiiclo 

em 114, então seu gerador iilfiilitesimal v 6 claclo por: 

A existência e uiliciclacle da, solução de (B.5), para o campo vetorial v assim 

clefiiliclo, garante que o fluxo geraclo coincicle com a aqão (local) cle @ (e .  r )  em A4 

ao clomíilio comum cle clefinição. Assim, existe uma correspoilclência un-a-uni eil- 

tre grupos 1-paramétricos (locais) cle trailsformações e seus geraclores iilfiilitesimais 

(Olver, 19SG). 

B .I. 9 Teoria de Invariant es 

4 teoria que segue é útil ilo estudo de grupos de siiiietria para sisteliias cle 

ecluaçòes algébricas, isto é, sistemas de ecluaqões da forma: 

Fj (x) = o, j = 1, ..,L (B.8) 

oilcle Fl (x) , . .. , F, (x) são funções suaves com valores reais clefiiliclas para todo s em 

tima varieclacle i\d. Uma solução cle um sistema deste tipo é um ponto s tal que 

i?' (s) = 0, para 3 = 1, .. , L. Um grupo cle simetria c10 sistema (B.8) é um grupo local 

cle trailsformaçòes G a.tua.ilc10 em 114 tal que G transforma soluções c10 sistema em 

outras soluqòes c10 mesmo. 

Do ponto de vista clos problemas em visão coi~iputacioilal, iiosso objetivo com 

os conceitos que 5eguein é primeirailiente dar a base tcórica para a apreseiitaçào do 

Teorema clos T ,  usado em (Floracli e t  al. . 199%) para a ~ l ~ ~ ~ l ~ l l ~ t ~ a ç a ~  da uiiiciclacle 

c10 I<ernel Gaussiano sob as restrições de simetria discutidas iio Capítulo 2. 

Em seguicla, estes conceitos aparecem cle maneira mais prática. no contesto de 

cleteriliiilaqào cle invariailtes, seguinclo o tral~alho cle ( Gool e t  al. , 1995). 



Seja G uin grupo local de transformações em uma varieclacle 111. LTm sul~coiljuilto 

S C Af 6 cliamaclo G - i ~ z v c ~ ~ - ~ n n t e  e G é chamaclo um grupo cle simetria cle S .  se 

para c~ualcluer .r E 3 e y E G tais que y . ,r esteja clefiiliclo tiverilios g . .i. E 3. 

Seja G u m  grupo ele trailsformações locais atua.ilclo e111 unia va.riecla.de M. Uma 

f~~ i i ção  F : 44 + N, oilcle N é outra varieclacle, é clmnracla uma fuilqão G - 
invar iun te  se para todo z E 114 e todo g E G ta.1 que g.z esteja definido tiver- 

1110s : 

Iiivariâiicia Local  

Seja G um grupo local ele transformações atua.irdo em uma varieclacle M. Um 

sul~conjuilto 3 C :\.I é cliamaclo 1ocalm.ente G-iwirn~iante sc para todo .I E iS existe - - 
uma viziilliailqa G, C G da icleilticlacle ein G tal que y .r E S para toclo g E C;,,. 

Uma funq5o suave F : L i  4 M oiicle U é um subcoiljunto aherto de :I$. é cliainacla 

localmeilte G - i~zvci~%zte se para toclo n: E U existe uma vizinha.ilca. G, C G ,  c10 - 
elemento icleilticlade e em G tal  que F (y z) = F (z) para toelo g E G,. 

F é cl~amacla globalmeilte iinmriailte se F (y . z) = F (z) para toclo .r E CT, y E 

G tal que y . x E U. 

Sejam (.c) . .... ("(a) fuiqões suaves com valores reais, clefiniclas ein uma v a i -  

eclacle 114. Entào: 

( a )  il. . . . . c'; são chainaclas f zi)2cio1~~~11ize1i7t~- d e p c  i d e ~ i t t  .\ se piua todo .r E i1f 

existe uma vizinhaiiqa /I de .r e uma f ~ ~ q ã o  suave c0111 \dores reais F (zl. .... zk), 
1120 iclenticamente nula em qualquer subcoiljuilto aberto de >RL, tal que: 

para toclo (a E U. 
(11) c', . . . , ["ão cl-iamaclas f z ~ ~ z ~ i o ~ z c ~ l ~ i z e ~ z t e  i~zclepe~i.deiztes se elas nào s5.o f ~ x -  

ciona.lmeate clepeilcleiltes cluailclo restritas a qualquer subcoiljunto aberto LT C 114 ; 

em outras palavras, se F (2, . . . , zk) é tal  que (B .9)  vale para toclo x eiri algum sub- 

coi'junto a.l>erto LI C 114, eit5.o F (zl ,  . .., 2') E O para toclo z e111 algum sul~conjuiito 

aberto cle 8" ( 0 clua.1 está contido na  imagem de I' ) .  



Teorema.: Seja C: atuando semi-regularmeilte (seçào B . l .  6 )  em uma varieclacle 

com climensào lia. Seja s a cli~neilsão clas Órbitas correspoilcleiltes. Se xo E 114, 

então esistem precisa.i~lente 112 - s inva;~'iai~tes locak, fuilcioilalmeilte iilclepencleiltes, 

c1 (x)  , . . . , c"'-' ( x )  clefiniclos em iima. vizinhança cle xo. Além disso, clualcluer oiitro 

invariailte clefiiiiclo próximo de xo é cla forma 

( s )  = F (c1 ( r ) ,  ..., ("'-" (.r)) , (B.10) 

para a,lguma fii11~ã.o sua.sre F. Se a a,qào de G é regu1a.r ., eilt2.o os iilvariantes poclem 

ser tomados como sendo glol~a. lme~~te inva.riantes em uma. viziilha.n<a. cle ao. 

Demoiistraçà.~: Ver (Olver, 192%). 

B .2 Análise Dimensional 

No caso cle grupos cle transformações cle escala, a Teoria acima é a base clo 

Teorema clos o qual é funcla.menta1 pa.ra os métoclos em análise climensioaal. 

E m  clua.lcluer problema físico (e  também em processa.mento cle imagens) existem 

cluailticlacles funcla.ineiltais , ta.is como comprimento, frecliiêilcia., etc, os cluais poclem 

ser escaladas iilclepeilcleiltemeilteumas das outras. Seja.m (z l .  z2. .... 1"') estas clua~l- 

ticlacles. Assim o grupo de t~w~sform.açôes de escala age sobre estas qua.iltic1a.cles cle 

acordo coni: 

1 2  (z , z , ..., ?) + (X1zl, X2z2, .,., A,.,?) . ( B . l l )  

oilcle os fatores de escala X = (A1, X z ,  . . . , A,.) seo ilúmeros reais positivos arbitrários. 

Assim o correspoi~clente grupo é exatmleiite o produto castesiano de T cópias c10 

grupo multiplica.tivo !Rf dos i~úmeros reais positivos ( Olver , 1986). 

Qiianticlacles clerivaclas, tais como velociclacle, luminâilcia da imagem como fiiiqão 

das coorclenaclas espa,ciais, etc; sã.0 afetadas pela trailsforma.qã.o clas cluailticlacles fiiil- 

clamentais clacla por (B. 11) acima. Se cha.marmos estas c~uanticlacles por ( r 1 ,  x2, . . . , .rnz) 

e, assuminclo homogei~eiclacle climeilsioilal (I\/lartins e t  al. . 1979), a ação c10 griipo 

de escalas nas cluailticlacles clerivaclas toma a forma.: 

oilcle os expoentes o,,,  E W, 1 = 1, .... r, j = 1. ..., 112, são ~rescri tos  pela clepeiicl6ncia 

das cluanticlacles s3 com relacão às fuilclameiltais z'. 

Se uma grailcleza clerivacla permanece inalteracla cluanclo as f~ii~clamentais são 

re-escalaclas seguilclo (B. 11) então esta cluanticlacle é dita adirne1i.sl~o1~a.1. 
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É possível ta.inbém termos fmlq6es F (xl ,  ;c2, . . . , xi71 ) = O inva.ria.ntes pela trans- 

formaçà.~ de esca.la. (B.11), a.s clua,is s5.o c1eiloimiila.cla.s rslziit-fme. 

Teorema. clos ir: Sejam zl,z" ..., z" a.s clua.iiticla.cles f~~iicla.ilieiita.is a.s c1ua.k s5.o 
111 esca.1a.cla.s iilclepeilcleiltemei~te de acordo com zi t A;:'. Seja.iii .r1 . .r2. . . . , .i. a.s 

clua.nticlacles cleriva.cla.s a,s c1ua.i~ escalam cle acorclo com (B.12) pa.ra a.lguma matriz 

cle coilsta.iltes A = (a;,j)rznl. Seja s o posto de A. Ei1tã.o existem 172 - s c~uc2~ticlacles 

ac1imensiona.i~: 

com a propriecla.cle que clualcluer outra cluailticlacle aclimeilsioilal pode ser escrita 

como uma fuilção clos n l ,  r',. . . ,n-nz-s. Se F ( s l ,  x< ..., s"" = O O mit-f? ee, então esiste - 
uma relaçào equivalente F (xl.  %r2, .. . , .xna) = O a qual pode ser expressa somente em 

termos das quantidades aclimeasionais em (B.13): 

Demoilstracão: Ver (Olver, 1986). 

Calculando I i i ~ a ~ i a n t e s  

Veja.mos como usar a teoria de Lie para calcular iilvariailtes. O proceclimeilto 

clescrito abaiso poderia ser compactado através cla clerivacla de Lie. No entanto, 

uma vez cpe a proposta desta secão é efetivamente o ciilculo clos invariantes faremos 

uma apreseiltaqào menos formal seguinclo aquela dada eiii (Gool e t  nl. . 1995). 

Supoiiha eiltào que as grailclezas cle interesse estào agrupadas i10 vetor colu- 
T na N j  = (172 l i )  2 .  . . . . n ~ , ~  ) . Vainos assumir que esiste n111 grupo cl<- Lie C: H,, - 

p a r u m i t r ~ c o  cuja ação no espaco clestas grailclezas moclela as muclaiiças de interes- 

se. 

Formalmente, 

oilde E? cleiiota simplesmeilte o vetor trai~sformaclo (iGo coilfuilclir com cleriva.cla). 

Um iilvasiailte j' 6 então uma fuiqão f (E?) cio vetor de inecliclas cujo valor não 

é afetado pela a.çào do grupo G : 

j' (*I) = f ( g  . &) = f (177) , pa.ra. toclo g E C:. 



Vilia vez cpe G 6 u m  grupo cle Lie temos que g pode ser espress(i c01110 uma 

fuiqào (suave) g = g (]il. li2. . . . . p,,,) dos parâmetros 11, do grupo. 

Se \-ariarinos sua\.emeilte o uetor de parâinetros teremos: 

Substituiiiclo ( B  .1G) n a  expressão ( B  .15) é imeclia.to que: 

c1 
- f (E?' ( t ) )  = 0. 
d t  

pois do contrário f 1120 seria um iiiva.rimte. 

Pela regra cle Cadeia: 

ta,, t z p  af a???.: clllj 

~~~~x ;=i j=1 = o. 

Duas obsesva.çòes importa,iltes cle\wii ser feitas neste poiito. L-iiia 1-ez que a 

equação clifereiicial (B. 18) deve ser válida para qualquer função g ( t  ) = g (pl ( t  ) . p 2  ( t  ) ) . . . . p n ,  ( t  )) , 
dr,. e portanto para toclo -$, é necessário que: 

= 0,  para toclo j = 1 ,2 ,  ...; 11, .  

i= l  

A segunda ol~servação vem de uma geilera.lização clo resultado B.G seguiiclo a 

c1ua.l os operaclores clifereilcia,is: 

sào gei-mio,re.~ i1;firLitesi7n,n.Is c10 grupo de Lie G (Olver. 19SG). Assiiii. 11a.st.a. sesolver 

a, eclnaçào (B.19) para t = 0, para obtermos a coilc1içã.o necessária. e suficiente pa.ra. 

que f seja u m  iilvasiai1te. Assim, temos fiilalimeilte o seguinte sistema cle eclua.ções 

diferenciais: 

As soluçòes deste sistema fornecem os iilvariailtes p r ~ ~ u r a c l ~ s .  O teorema c10 

final cla seç2.o B.1.9 fornece núiilero cle soluqòes f~mcioilalmente ii~clepeiicleiites cleste 

sistema. uma 1-ez coiihecicla a c1imeilsã.o das órbitas do grupo G. 
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Um exemplo simples pocle esclarecer os conceitos acima. Tomemos eatào o caso 

c10 movimento rígido no plano. O coiljuilto cle traiisforma@es eiii clue\tào. cleilo- 

taclo por A I ( % ) .  é caracterizaclo por três parâmetros: o ângulo de rotaçào 8 e as 

coorcleilaclas c10 vetor de trailslaciío dadas por ( t l , t 2 ) .  

Sejam duas traiisforma~ões Ai B E 114 (2)  . Usando coorcleilaclas liomogêileas, 

estas trailsforiliaqòes poclem ser escritas na forma: 

cos H -sti28 t l  cos O - . ~ C I I C ,  

se124 cos c) 
o o 1 o o 1 

O coiljuilto 114 (2) m u i d o  da operação de composi~ã~o de tr,zilsforma@es clefinicla 

pelo procluto (usiial) C = A . B é iim Grupo cle Lie cle climeixGo 3. Sua. a.çã,o sobre 

o !R2 (secão B. 1.5) 6 clefinicla por uma aplica~ão:  

clacla pelas scguinte espressào: 

si = si cos ( O )  - ylsm ( H )  + t l  
= x1sen. ( H )  $ yl cos (8)  + t2 

Observemos no entanto, que ao coilsiclerarmos movimeiltos rígidos estamos peil- 

sailclo em tra.ilsformacões que preservam a clist&ilcia. entre dois pontos (x l ,  yl) i (.r2, y2) E 
t T 

!R2. Assíin, ~iin vetor de gra.ilc1eza.s mais completo seria na= (xl ,  yl, ,r2, y2) , O clud 
t ' I T ser& tra~ilsformaclo no vetor 772 = (x:, y:, 2'2, y2) dado por: 

r = SI cos (H) - ~ I S P I Z .  ( H )  + f l  

y; = xlse72 (8)  + y1 cos (8) + t;, 
s; = cos (8)  - :yzsen ( H )  $ ti 

yí = z 2 s m  ( O )  $ :y2 cos (8)  + t 2  

Foriiia.lineiite, estailios p~ocura~ilclo iilvariaiites pa.ra. o grupo i11 (2 )  atuaiiclo sobre 

>R2 x X2; OU seja, f~mçòes reais f (xl ,yl ,  5 2 , ~ 2 )  tais que: 



O sistema de eclua.qòes B.21 toma a seguinte forma: 

a cjua.1 (como j á  esperado) possui solução ailalítica clacla por: 

(B.  25) 

oiicle F : .R\ 8 é éiiila. f h C ã o  clifereilciá.ve1 clualcluer. 

Se tivéssemos usa.clo como vetor de gra.ilc1eza.s a,peila.s as coorc1eiia.da.s ( s l ,  y l )  
2 2 

obteríamos a.pe1la.s a função f = (x l )  + (yl) coino único iiluaria.nte f~incioiialinente 

iildepeiicleilte. A cluanticlacle de coorcleilacla,s c10 vetor de gra1lcleza.s é uma escolha 

que clepencle priineiramente da aplicação clesejacla. 

Com este exemplo simples poclemos aprese1lta.r o escluema cla Figura B . l ,  o qual 

icleiltifica os principais passos para a aplicaqão prática cla teoria cle Lie no cálculo 

de inva.riailtes: 

Apesar de i~latema~ticai~~eil te  rigorosa, a a.plica,cã.o da Teoria cle Lie seguiido os 

pa.ssos iilclica.clos no escluema nào se faz, em geral. de ma.ileira. t.5.o direta. conio iio 

exemplo apreseiit ado, 

Priineira.iliente. a. soluç5.o do sistema de ecluações clifereilcia.is correspoilclente 

pocle exigir o coilhecimeilto de resultados específicos sobre Teoria. cle Lei em eclua.çòes 

clifereilcia.is (Olver, 1986). 

Além disso, os iiluaricziltes eilcoiltraclos podem envolver cleri\~a.cla.s cle alta ordeiii, 

o que pocle trazer problema,s de estabiliclacle ilumérica. clua.iic10 aplica.clos. 

Soma.-se aincla a clificulclacle inicial cle definir cla.ra.ineilte o Grupo de Lie G a 

ser usado, uma vez que o coiljuilto cle transformações de iilteresse pode iGo ser um 

grupo com relação à. composicão de transformações coilsiclera~cla. 

Em (6001 et  al. , 1995) estes problemas são ailalisaclos e a.lguils exemplos mais 

elal~orados são estucla.clos no senticlo cle apresentar algumas diretrizes para. resolvê-los 

e o poteilcial da teoria a.cima. na prática.. 

Um destes exeiiiplos pocle ser um camiid~o interessante para. usarmos Grupos cle 

Lie no contexto c1a.s siiakes, ou nmis especific~inente, chs AI-Si~akes cla. sec2.0 5.1.3. 

Nesta formiilaçiio coiisiclera,-se iil\mG.ilcia por traiisforina.qões afiils mas 1ià.o se cogita 

a possi11ilicla.cle de repa.ra.metrizw a siiake clura.ilte sua. evo1iiçà.o. Tal procwliiiieilto 

pocleria. ser necessá.rio clepei~clei~clo cla proxiiiiicla.de da. curxa inicial P da so1uçi.o 

procnra.cla.. 
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Figura B.l :  Esquema. com principais etapas para aplicacão cla. Teoria de Lie em 
visão computacioila.1. 



Para facilitar a apresentação, vamos retomar a forriliilaq5.0 coiitiiiua de inoclelo 

original da seçào 3.1. 

Seja ent50 unia curva parametsizacla c ( A ) .  tal que: 

Observemos que o operador cle energia cla silake claclo pela expressiio (3.6) de- 

l~ei~cle náo apeiias das coorc1eriacla.s espaciais n: , L/ dos pontos cla curva mas taml~ém 

cle clerivaclas destas com relação ao parâmetro S. No caso do moclelo origiilal temos 

clerivaclas até seguilcla orclem. E m  modelos viilculaclos usados para traclciilg pode- 

mos ter clerivaclas de orclein mais elevada (Black Sc Yuille, 1993).  Facamos eiltào um 

cleseilvolvimeilto geral. 

Ao reparametrizarmos a curva seguilclo uma fu i l~ão s = 6 ( r )  as clerivaclas cla 

coorcleilacla s ( e  analogamente para a coorcleila.cla y )  sào traiisforniaclas seguiiclo a 

oncle I I L  é a clerivacla. cle orclem ma.is alta. 

Supoiiclo que 6 seja moilótoila., pode ser mostrado que vetores contendo sub- 

seqiientes c1eriva.da.s cle (iilicia.ilclo com a clerivacla de ordem zero) traiisformai~~-se 

1inea.rinente sob repa.ra111etriza.qã.0, seguaclo a, ma.triz de tra.ilsforiila.çào a11a.ixo: 

1 0 0  o . . . o  
O c1 o  o  ... o  
O b n" ... O 
O c 3cib a".. O 

o  . . . . . . . . . . . . ~ 1 " ~  

(14 d2 d d, oilcle (1 = -, b = - c = - etc. 
d r  c/? ' d 9  ' 

O grupo assim clefiiliclo 6 um Grupo cle Lie com climeils50 (177 $ 1 ) .  
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Voltaiiclo ao caso clas AI-Sila.líes, teríamos dois coiljuntos de trailsforma@es a 

coilsiclerar : o coiljuilto clas trailsformações afins e o grupo cle reparametrizacào clefi- 

iliclo pela matriz (B.28) acima. Coiltuclo, pela liileariclacle clas trailsformaçòes afins, 

segue imecliatameilte que estes grupos comutaili entre si. 

Do poilto de vista cla teoria cle invariantes isto implica que o coiljuilto de iil- 

variailtes procuraclo é a iiitersecqào clos coiljuntos de iilmriailtes para cacla grupo 

separadamente. 

Se coilsiderarmos trailsforinaçòes afim com cleterminailte nllnz2 - u l z n d l  = 1. 

eiicontramos em (Gool et a.1. , 1995) o seguinte iilvariailte comuiii: 

o clual é cleilomii~aclo c u ~ v a t w . a  afim seilclo coilhecicla em geometria clifereilcial ( 
as barras verticais iiiclicain cletermiilante cla matriz formacla pelos vetores coluiia). 

Iilvariailtes cleste tipo são cleilomiiiaclos dzfe~eiaciabs uma vez que eilvolvem apenas 

clerivaclas das fiiilções coorcleila.clas em u m  poilto. 

Voltaiiclo às ~ilalies, o primeiro ponto a ser levantaclo é quanto à possil~iliclacle cle 

clesen~~olver um moclelo cle coiltorilo ativo, análogo às AI-Silalies. mas agora continuo 

em lugar de cliscre to e que leve em coilsicleraçà.~ a possil~iliclacle de reparainetrizar 

a snalíe clurailte sua evoluçào. Para tal, teremos que consiclerar os efeitos cla mu- 

clailqa cle parâmetros juntamente com a iilvariâilcia por traiisforinaqòc~s afins, que 6 
precisamente o poiito central c10 cleseilrrol\rimeiito acima. 

Cloi~lo já apoiitaclo na  seção 4.4, iiào há  referências de aplicacões da Teoria cle 

Lie em moclelos de coiltoriio akiivo. Somente futuras pescluisas poclerào inostrar se o 

cleseilvolvimei~to acima é cle fato útil na prática. 

E m  visão computacioiial, coiltuclo, os Grupos de Lie vêm gailhailclo atenção, 

particulmmeilte com relação a métodos multi-escala e iilvariâilcia. 

Como já clestacaclo acima, o Teoreina clos . i r ,  juiltaineilte com certas restriçòes 

de simetria concluz à uniciclacle do Kerilel Gaussiano para espaces cle escala lineares 

(Floraclí et a,l. , 1992). 

Este fato é o ponto cle partida p x a  u m  moclelo geométrico iliulti-exala ein vis50 

(Florack et al. , 1992; Heilclee k Wells. 1997). A icléia central destes traball-ios é 
usar uma formulaçào iiiclepeilcleilte de coorcleilaclas e que permita uma iiltcryretaçào 

geométrica c10 rspaço cle escalas correspoilcleilte ao I<eriiel Gaussiaiio. Desta forma 

pode-se passar iiaturalmeilte para espaqoscle escala 1150 liilcwes \.ia conceitos beili 

coaheciclos em geometria Riemailiaila (Floracli et al. . 1995). 

Fiilalizailclo, os trabalhos usailclo Grupos cle Lie e seu ferraiileiital niateinático 

(grupos, varieclacles e trailsformacões) vêm mostrailclo o potencial clest es coilceitos 

em visão computacioilal e iilclicailclo que esta é uma área clue pocle trazer bons 



resultados tanto a i~ível  cle geiieidizaqòes (Florack e t  nl. . 1995). como cle soluqào 

de prol~lemas que possam ser formulaclos eilvolveilclo coiiccitos de iiivciriância (Gool 

e t  al. , 1995). 



Apêndice C 

Variedades Lineares por Partes e 

Neste capítulo forileceiilos os elementos teóricos ilecessá.rios para esteiicler o 

métoclo elas T-Silalies cla seção 5.3.2 para superfícies geraiiclo o inétoclo c1a.s T- 
Superfícies (i\!lcIiieriiey & Terzopoulos, 1997: McIiieriiey, 199;). Com isto, ficamos 

em coilclicòes de propor a esteilsào c10 Dual-T-Siiakes para 3D. 

C. 1 Definições Básicas 

Seja E um espaço Euclicleailo cle c1iiiieiisà.o fiilit a.. 

Seja a C E. Eiitào: 

( 1 )  co ( a )  clenota o fecho convexo ele a ;  

(2) a f f  ( a )  cleilota o fecho a.fim a;  

( 3 )  tizg ( a )  = ci f  f ( a )  - a cleilota o espaço tangente ele a o cpa.1 é o espaço linear 

obtido pela tra,iislação cle ci f  f  (a) para a origem; 

( 4 )  int ( a )  cleiiota o interior relativo cle a com respeito ao espa.co n f f  ( a )  ; 

( 5 )  a ( a )  denota. a. fronteira. relativa. ele a com respeito a.o espaço n f f  ( a )  . 

Cé1ula.s: Se (1. E E, 11 # O e 3 E ?R, então o coiljuilto {s E E I ~ r " z  > 3 )  é c1imia.clo 

um semi-espaço e sua. fronteira. {s E E I U*S = 7 )  é c1ia.ma.clo um hiperpla,no. Uma 

i1ltersecçii.o finita de sem-espa.ç.os é cl~ainaclo uni polieclro ou célula.. .ilssim. células 

são coiij untos convexos fecliaclos, pocleilclo ser limi taclos ou nã,o. 

Trivia,lmeilte clualcluer espa.ç.o afim cle cliiiieiisào fiiiita 4 unia célula. 

4 c1imeiisà.o ele uma. célula é icleiitificacla com a. climeiis5.0 de s ~ u  cq~a.c;o ta.11- 

gente, isto é, clim ( a )  = clim ( t n g  (o)) , e cl~ania.remos uma. célula. m.-dim.ensiona.1 

simplesiiieilte por ma-c élula. 

Uma f  m e  r cle nina célula a é um subcoiijuilto convexo Í C o tal cpe pam toelo 

z, y E a e X E % vale a seguinte proprieclacle: 



Uma fa.ce de cliii~eiisão k é clia.macla uma L-face. Trivia.liiieiite, unia célula a é 

uma face de si própria. Todas as outras faces de a são cl~ama.clas feces p @ ~ i a s .  

Usaiiclo o teorema cle separação para coiijuiitos c o i i ~ e s o s ~  pocle ser ii~ostrado que 

um siibcoiljuiito r C a ,  T # a é unia face ele a se e somente se existe uin sem-espaço 

[ tal que a C e: 

Na liiiguagem usual. 8c é cliamaclo um liiperplaiio cluc suporta a em r .  

Desta apreseiitaçáo, segue imecliatameiitc clue faces sào c6liilas e cliic qualquer 

c&lula tem uni iiúnlero fiiiito cle faces. Além disso. qualquer iiiteisecqão de uni 

iiúmero fiilito ele faces é também uma face. Uma face própria de iiicisiiiia cliiiieiisào, 

isto é, clim(r) = clim(a) - 1 é cliamacla uma facet ele a. O-faces correspoiiclem 

a vértice de a e 1-faces são também cliaiiiaclas arestas cle a .  Simplices são casos 

particulares cle células simples e assim as clefiiiições claclas aqui são compatíveis com 

aquelas cla seção 4.3. 
A 

Varieclacle Linear Por Partes: Seja 114 uma faiiiília ele (N $ 1)  célula^. Para 

O < k 5 N + 1, usaremos a seguinte ilotacão: 

Í I T 6 uma li-face cle alguma célula a E i11 

A1i.m disso. iilclica.inos: 

A 

Nós cliaiiia.iiios 114 uma Variedade Linear Por Par tes  cle c1imeiisci.o (Ar  + 1) se e 

somente se as seguintes coiiclições são satisfeitas: 

(1) a intersecção ai fl a2 de duas células a l ,  a2 E 116 é vazia ou uma. face comum 

ele ailibas as células, 
Ar A 

(2) umafacet r E A6 écoi~iui~iai ioi i iási i i~oclua.s  células cle!lI; 
h 

(3)  a família 114 6 localmente finita, isto é, clualcluer sul~coiijuiito relativaiiieiite 
A A 

compacto de IA( I iiitcrcepta somente iun iiiiniero fiiiito de c&lulas C ~ P  AI . 

C .  2 Aproximando Variedades Diferenciáveis De- 
finidas Implicitamente 

Seja H : Ri'+" + R" uma aplicação suave tal que O E rc i~gt  (H)  . Pelo 

Teorema cla. F111qá.o Implícita sabemos que o coiijuiito: 
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nf = { s  E ?p7 + ri I H (r) z O, a é um ponto regular de H)  , 

é unia \.ariedade sua\-e cle cliiileiisão Ií.  

Nesta seçào nós descrevemos uni algoritiiio para gerar unia variedade liiiear por 

partes de cliiiieiisào I í  que aproxima 114. 

Vamos supor uma triangulação I' eiii !RWt". Se usarmos unia triaiigulaçào c10 
tipo Freuclenthal temos a vaiitagem de que claclo uni simples qualquer uni de seus 

viziiilios pocle ser ohticlo por regras cle pivotiameilto eii\rolveiiclo apenas vetores de 

inteiros (Allgower & Georg, 1990). 
Assim como lia seç5.o 4.3 nós cleilotainos por Hr a aprosimacão linear por partes 

cle H coiii respeito a r. As clefiiiicões para pontos regulares e valores regulares claclas 

em 4.3 permailecem váliclas também neste coiitesto. 

Neste caso. se zero é uni valor regulas de Hr. o coiljuiito Hfl ( 0 )  possui a estru- 

tura cle uma I-ariedacle liiiear por partes. Mais precisaiiieiite: 

Seja zero uni valor regular cle Hr.  Se a E r possui uma iiitersecqào não iiula com 

Hfl ( O )  , então i\&, = an Hrl (O) é um politopo I< - climcn.s.lona1 , e a família 

é uma Va.rieclacle Linear por Partes cle cliiiieiisào Ii. 
Demoilstra.ção: Ver ( Allgower & Georg, 1990). 
O algoritiiio a seguir clescreve os passos f~mcla.meilta.is cle uni algoritmo cle coiiti- 

nuaç5.o para obter a variec1a.cle A/ír que aproxima 114, embora. a. suposicão cle smvi- 

clacle paara H pocle ser relaxacla sem trazer clua.lcluer problema pa.ra. a. aplicaçào c10 

a.lgoritmo. 

Nós fa.zeiiios e1ltà.o ape1ia.s a. suposicào de que zero é uni valor regu1a.r da. aproxi- 

mação 1iiiea.r por paxtes Hr de H . Aiia.logailieiite i. seção 4.3 nós clizeiiios que um 

simplex a E I? é uiii sim.plez de boda  se ele contem uma. N - f n c t  coiiipleta.iiiente 

rotulacla com respeito a Hr .  

A1yo~itm.o de COI~.~ .~I~ . ILCLÇ~O Para Viviedades de D.ím.ensno K qsl.n.lqwi-. 

1. 1ilicia.lizaçà.o 

Eilcoiltrar uni simplex cle borcla a E r; 
Montar a lista atual cle simplices cle borcla: C = {a); 

Montar V (a) =conjunto elos vértices cle a ;  

2. Repetir eiicluanto V (a) # 0 para algum o E C, 
Tomar 21 E 1; (a) ; 
Obter por pivotia~iieilto cle v em 'LI 11111 siiiiplex ã viziiilio de a ;  

Se 5 não é simplex de borcla descartar ã, retiras v c10 conjunto I-.- (a) . R.etoriias 

a. passo (2) .  
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Se ã E então retirar v cle V ( a )  e Ccle T i  (ã) .Retorila.r ao passo (2) .  

Atua.lizar C fmenclo C - C U {ã) ; 
Se tivermos I< = 2 e uma  triangulacão c10 tipo C F  (Figura C. l ) ,  eilt5.o os possíveis 

politoposssão acpeles cla Figura C.2, a menos cle trailslações e rotações: 

Figura (2.1: Sul~cliviclinclo u m  cubo (célula.) 11a.i.a. obter tria,ilgulaçào tipo CF.  

Case O Case 1 Case2 

Figura, C.2: Politopos p a m  tria.ilgula.çào tipo CF. 

Neste caso, pocleinos substituir o algoritmo acima pelo a.lgoritmo clos T e t m - C ~ ~ b e s  

para fazer mellior uso clas siinplificaçòes clecorreiltes c10 número rcdiizido cle casos a 

coilsiclerar (basicaineiite três). 

Uma clas vantagens c10 métoclo clas T-Silakes clescrito na seção 5.3.2 6 a 130s- 

sibilidacle cle estencl&lo para 3D, ma;ilteilclo a mesma metoclologia c10 caso 2D. A 
base teórica clo novo moclelo - clenomiilaclo T-Superfícies (I\/lcIilerile~- & Terzopou- 

los, 1997; McIileriley, 1997) - foi cleseilvolvicla acima. 

Como no caso 2D, os elementos básicos das T-Superfícies sào: triaiigula~ào c10 

espaqo, f~iilção característica e moclelo cliscreto para a silalíe. 

Do ponto de 1-ista topológico, uma T-Superfície é uma Variedade Linear por 

Partes de cliiiieiisào 2. Do ponto de vista cliilâiliico, unia T-Superfície 6 uma iiiallia 

triangular elástica e fechada. Os pontos cla malha sào cleiloiliiiiadox 716s (ou mcisels) 

e os triângulos clei~omiiiaclos elementos t?.aangdai.es. 

A cacla nó v, estão associaclas forças elásticas, forca ilormal e forças cle imagem, 

gerando u m a  ecluação cle evolução iclêiltica àcluela cla seção 5.3.2. 



Uma vez evoluída a superfície é preciso projetar a mesma sobre CI triangulaçào e 

atualizar a fuiiqào característica. O processo de reparametrizaçào segue os mesmos 

passos c10 caso 2D, sal\-o as cleviclas moclificaçòes iiecessiria para atualizar a funçào 

caracteiística. Esta fiiiiçào tem exatamente o mesmo papel do caso 2D. Ela clistiil- 

gue o interior do esterior clas superfícies (silalies 3D) periliitiilclo tratar muclail<as 

topológicas ela sildie 3D pela simples aplicaçiío c10 algoritmo de coiltinuaqào da seção 

anterior para cletermiilar toclas as compoilrntes coilesas em questão. 

A atualização eficiente da  fuilção característica é novamente o ponto central. O 
algoritmo para isto é ailálogo àquele clescrito na seção 5.3.2, observailclo-se agora 

que temos que tratar o prisma clefiiliclo por cacla elemento triailgular {pl, 112, 113) 11a 

posição anterior e seu correspoilcleilte {pl,, ,112,~, na  nova posiçào. 

Durante sua evolução, cacla elemeilto triangular pocle passar sobre zero, apeilas 

um, ou vários nós cla triailgulação c10 espaço. O polieclro fosmaclo coilectailclo os 

pontos {pl. 212. p3} com seus corre~~oilclei~tes {l~l,i. 112,~. 1)31i} é clivicliclo (-111 oito polie- 

clros (Figura C.4). Para cletermiilar se um nó cla triailgulação foi qi~er7.n d o  clurailte 

a evolu<áo da sulirrfície, clevcmos determinar se este nó 6 iilterioi a algum destes 

polieclros. O algoritiiio usado é uma exteilsào cla.cluele descrito lia seçào 5.3.2 para 

as T-Silalies, 

Primeirail-ieilte, particioilamos o domínio cla imagem em oito subespaCos a través 

ele três planos. Estes pla11os são clefiiliclos uiliilclo-se os dois iiós clr cada aresta do 

elemento triangular na posição corrente com o nó ela malha (Figura C.3).  

Figura. '2.3: Foraia.ção dos espaços usaelos para. algoritino de classificação em 3D. 

-4 seguir. classificamos os três nós c10 elemento triangular na 1101-a posiqão {pin. 1 1 ~ ~ ~ .  p3,,) 

em um dos oito siil~espaços (Figura C.4). O resultado desta classifitaqào 6 usado 

para cleteriniilar rapic1a.meilte se um nó cla triailgulaçào foi cluc-iiiiatlo. 

O a,lgoritmo clas T-Superfícies é esa,tamente aquele clas T-Silalies, usando-se 

agora o algoritmo ele coiltiiluação ela seç5.o anterior para cletermiiiar as componentes 

co1lesa.s ela superfície. 

A triaiigulação usacla em (h4cInerney & Terzopoulos, 1997; i\/lcIiieriley, 1997) é 

do tipo Coseter-Freucleiltl~al pela sua simplicicla~cle (Figura C. 1 ) . 



Figura C.4: (a)Elemento triangular se moveu pa7ra nova posição cl~ieimanclo nó cla 
triailgulação. (11)Polieclro formado pelo elemento triailgular na posições nova e an- 
tiga. ( c )  Partiçào clo espaço. 



Apêndice D 

Análise de Convexidade para 
Snakes 

Neste Apêilclice a.nalisamos a. c.oilexiclacle clo moclelo de silalies procurailclo com 

isto estabelecer relacões entre o comportameilto clos inoclelos da.:, secões 3.1 e 3.2 e 

os pa.râ.metros c-orrespoilcleiltes. 

Dentre as propostas eiicoiltraclas na literatura. pa.ra tra.ta.r os prob1eilia.s da. não 

coilexicla,cle da. energia c10 moclelo origiila.1, enc.oiltramos a. utiliza.qào de iilétoclos 

multi-esca.la i repara.illetrizacã.o, forcas aclicioilais, programaciio cliilâmica, métodos 

cluais, i1lteraqã.o com o usuá.rio e ajuste de parâinetros. 

Nos métodos multi-escala, o moclelo é resolviclo parcl. uma resolucão ma.is lxixa 

(escala grossa) cla. imagein e sua solução nesta. resolução é usada como coiiclição inicial 

para a esca.la seguinte (Leyinarie & Leviile, 1993). 4 meclicla que o métoclo avaiqa. 

pa,ra esca1a.s mais finas espera-se ficar mais próximo c10 mínimo (global) cleseja_clo. 

Esta metoclologia. tem o custo comp~ita.cioilal extra. cle se 1lioiita.r a. repseseiitqào 

multi-esca.la da ima.gem e, caso a. secliiêilcia de escahs utiliza.cla. 115.0 seja. acleclua.c1a, 

a coilvergêiicia. para. o coiltorno procurado pode 1G.o ocorrer. 

O priilcípio básico clos métoclos multi-esca.la. consiste no fato de que, a.0 pa,ssa.rmos 

de uma. resolucào mais grossa. 11a.i.a a seguinte, a.cresc.eiltainos cletall-ies na. ima.gem 

(peclueilos a.rtefa.tos e ruídos) os c1ua.i~ p e i - t w b a m  a. silake. Esta pertur1~a.çci.o se reflete 

em um clesec~uilíbrio cle forças sobre a curva pocleiiclo fazer com que a. iiic~siiia a.tiiija. 

uma posiqào mais próxima cla borda. desejada.. 

O efeito cle perturbar a. sila.lce pocle ser obticlo tai~lbém através cle repa.rametri- 

zacão ela curva, Na prática, isto equivale a criar 1lia.i~ silaxels, climiiiuiilclo assim as 

forças interi1a.s. 

O moclelo cle Ballooil cla seção 3.4 pocle ser visto também como uma. tentativa. 

para vencer os efeitos da nã,o c.onesicla~cle- do moclelo origiiia.1. Neste ca.so. a forca 

ilorma.1 aclicioild tem o pa.pel cle "coilcluzir" a silake para. o míiliiiio glo11a.l clii~iiimiiiclo 

assim a seilsibilicla.cle com rela.<.ão à. iaicia.1izacà.o decorrente ela. falta. cle conexic1a.cle. 

Assim coino (Coheil, 1991), Gang S u  at  a.1. ((SI e t  a.1. , 1994) sugerem ta.iilbém 



a aclicão cle forca internas estras mas de uma forma mais sistemática. Neste caso, a 

curva é aprosimacla localmeilte pelo círculo clefiiiiclo pelo centro e raio cle curvatura 

e a partir desta aproximacão é obticla uma relac5o eilvolveiiclo os parâmetros das 

forcas internas. Esta relaçào fornece uma estimativa para a forqa noriilal interna a 

qual é usada para sedefinir os parâmetros do moclelo clurante a evolução da siialíe. 

O métoclo d(~seilvo1~-ido por Gang Su at al. (Su et nl. . 1994) teiii aiiicla a vailtagem 

de ser ineiios s e i i s í ~ - ~ l  à escolha cle pariimetros. Contudo. o i~iétodo toriia a curva 

menos seilsível a contornos mal clefiiliclos (subjetrrios). t m i  o custo aclicioiml da 

cletermiila<ào da aprosimaqào local da curva e sua esteils2o para o caso 3D iiào é 

óbvia. 

Os métodos eilvolveiido programação cliilâmica e coiitornos clnais foram discuti- 

clos em detalhe 110s Capítulos 4 e 5. 

A iilteracão com o usuário é um poiito clelicaclo no contesto cle silakes. Embora o 

priilcipal desafio nestes métoclos seja presciilclir totalineilte da interveiqão humana, 

isto pode ser difícil de coiiseguir na  prática, não apeilas pela não coilesiclacle da 

energia mas também pela sul~jetividacle inerente à clefiniçào de 11orda de objetos 

numa ima.geiis . 
Dentre as metoclologias usadas para iiltera.çào c.om o usuário teilios a. utiliza.çSo 

cle pontos a.tratores ou repulsores e a criaçào de moclelos l-iíbriclos iisaiiclo o métoclo 

cle sila.líes e métoclos cle extra.cà.0 de 11orcla.s 11a.sea.clos em 11a.ra.cligmas int era.tivos, ta.is 

coilio o íiue-wii-e (Lia.ng et a,l. . 199911; Falc5.o et nl. ; 1996). 

Outro izi6toclo pasa liclar com este problema. consiste p r i i i i c - i r a t  riii 1jrocura.r 

coi~cliçòes que garantam a coilexiclacle cla energia (3.6) na. regiao de interesse. Teilclo 

a garantia cle c.onexiclacle, um métoclo de otimização pode ser aplicaclo c0111 segurança 

cle coilvergêilcia. 

O poiito cle partida cleste Apêilclice é procurar coilcliçôes que garailta.111 a cone- 

xiclacle cla energia (3.6) lia região de interesse. Em (Da.vatzikos Priilce, 1999) 

encoiitra.mos semell-iailte ailálise, baseada em um moclelo discreto de siiakes. 

A apreseiltaçã,o a. seguir está lx~seacla em nosso rela.tório técnico ( Gira.lcli $L Oli- 

veira., 1999). O principal objetivo cleste tral1a.1110 é esteilcler a a.ii6.lise de coixxiclacle 

da. energia a.preseiita.cla. em (Da.va.tzilíos & Priiice, 1999) de forina a incorporar o 

es11a.q.o cle wlociclades da smlíe. A p r i i ~ i p a l  coilsecliiêilcia c1est.a. a.ilá.lise é encontrar 

coiicliqòes 1iecessá.ria.s pa ra .  ga.ra.litir a. c.onvergência. pa.ra. o coiitoriio clesej jado cle uma. 

vers5.0 pa.ra tli1lieiisà.o fiilita. do moclelo cla. secão 3.2. 

Neste sentido, inicia.mos revisa.ilclo o traba.lho de (Da.~~a.tzikos L Priiice, 1999). 

A seguir apreseilta.mos o moclelo cle sila,lce cle interesse, o qual se constitui ein um 

sistema. cliilâmico cuja a.ilálise qualitativa é apreseilta.cla na  seçào D.2.2. Fiilalmeil- 

te, a,psesei~tainos a aiiá.lise cpaiitita.tiva do mesmo a clual interliga os parâmetros 

cliilâmico (massa. linear y e aillortecimeilto y)  com a energia poteiicia.1 do mesmo. 



D.1 Análise de Convexidade do Modelo Original 

A análise de coilesiclacle c10 moclelo (3.6) poderia eili principio spr feita \-ia se- 

guilcla variacào (Duhrovin e t  al. , 1984) c10 fiincioilal cle energia. Infeliziliente, os 

resultaclos cle semell-iailte ailá.liis são de pouca utiliclacle prática o que dirigiu a pes- 

quisa na  clire@o de versões cliscretas c10 moclelo (3.6). 

Com esta simplificação, o f~~ilcioilal  (3.6) se torna uma fiiilção não-linear . O pro- 

blema de  otimização correspoiicleilte pocle ser resolvido eilt ão por u m  métoclo do tipo 

s tepest  descea t  (Chapra & Cailale, 1988), clescle que se possa garantir coiiesiclacle 

cla energia cliscretizacla. Daí a importância c10 estudo cle coilesiclacle do inoclelo. 

Consicleramos eiltào a curva (silake) como uma coleçào cle pontos 

oilcle q, = c ( 1  /X) e c é a curva. 

Na análise desta seçào estaremos supoilclo contornos abertos c os palâiiietios .cll 

e ~ ) 2  c10 moclelo (3.6) coilstailtes. Desta forma, o vetor cle pontos livres cla curva 

(discreta) será: 

Assim, nós poclemos obter uma  aprosimaçiio discreta espressào 3.6 pela. aplicaqào 

cle clifereilqas fiilitas c10 tipo usaclo ila seção 3.2.3, 011 teilclo-se 

onde E,,,, (d)  e c,, ((1) sào as versões discretas das eiiergias i i i t ~ s i ~ a  ( f l u i c i o ~ d  (3.4)) 

e esterim (f~iucioilal (3 .5))  c10 moclelo original. As espressòes exatas para E,,,t (cl) e 

((1) pode ser encoiltraclas em (Davatziltos & Priiice, 1999) . 
A coilcliçào necessária para c1 miiliinizar E ((1) é clacla por: 

onde b l ,  b2 sào vetores de climeilsão 2(N - 1) relacioilaclos com as coilclições de 

fronteira, = clicig (B1) e -42 = cliciy (B2) com B1 seilclo uina iilatsiz simétrica 

do tipo Toeplitz. 3-cliagoilal, cuja primeira liilha é (2, -1. .. . . 0) e B2 6 11111a matriz 

simétrica e 3-cliagoilal (para detalhes ver (Davatzikos & Piiiice. 1999)). 

Se E (cl) é estritamente convexa, então (D.4)  é taiilhéiii coiicliqào siificiente. e c1 
é o iiilico ponto de iilíiiimo para E (cl). 



No que segue, o clomínio cle clefinição c10 potencial P é clenotaclo por R. Ailssim, 

o clomínio D onde d t.oma va.lores é cla.clo por: 

D. l . l  Análise de Convexidade 

O objetivo em (Dasiatzikos & Priilce, 1999) é estabelecer coiicliqòes para as cluais 

E (cl) é estritamente coilvesa. O fato de E (cl) ser 11ma f ~ ~ n ~ c i o  escalar clefinicla em 

D claclo acima implica que ((1) será estritamente convexa em uma região R se a 

matriz Hessiaim cle E (cl) ( aqui clenotacla por D ~ E  (cl) ) for clefinicla. positiva em R; 
isto é, se o menor autovalor cle D~ E ( d )  for maior que zero: 

oilcle D~E,,,~ ( ( 1 )  e D ~ E , , ~  ((1) são as Hessianas cle ( d )  e E,,.[ ( d ) .  respectivamente. 

Usailclo o fato cle que o menor autovalor da soma de duas matrizes simétricas é 

maior ou igual à soina clos menores autovalores clas duas inatrizes, nós encontramos 
- 

a seguinte coilcliçào suficiente para garantir a coilexiclacle cle E,,/ ( (1)  : 

Pode ser mostraclo que os autosralores de D~E;,,~ ( d )  co i i~ ic~e in  c0111 aqueles cIa 

matriz 2wl NAl + 2w2N3A2 (Davatziltos & Priilce, 1999). Além disso, uma vez que 

Al é cliagoilal cle blocos, seus ci;litova.lores coinciclem com aqueles cle B1. De maneira 

similar, os antovalores de A2 coiilciclem com aclueles de B2. Porta.ilto, coilcluíinos 

que : 

Uma vez que B1 é Toeplitz 3-clia,goaa.l, seus autovalores poclein ser encontra- 

clos via uma fóriliula recursiva (Dwatzilíos & Priilce, 1999). obteildo-se o seguinte 

aut o d o r  míilimo: 

A,;, (Bi) = 2 1 - cos ( (3). 
Os autovalores cle B2 satisfazem unia rela.ção de recursão a clual não possui uma. 

solução explícita. mas apresenta um limite inferior claclo por (Davatzilios SL Priilce, 

1999): 



Substituiilclo as espressòes (D  .9)-(D. 10) em ( D  .S) eilcontra,iiios o seguinte resul- 

tado: 

Aiialisaremos a seguir a energia externa. 

D.1.2 Hessiana da Energia Externa 
- 

Primeiramente; nós clevemos 1lota.r que a matriz D2 E,,.[ ( d )  6 cliagona.1 cle blocos 

com os elemeiitos cla. cliagona.1 cla,clos por: 

oilcle q, = ( s ; ,y , ) ' .  

Assim, os autovalores de D " ~ , ~  ( c l )  podem ser determii~a.clos eilcoiltraido os 

autovalores das matrizes 2 x 2 acima. 

Uma solucão direta produz: 

pa,ra i = 1 ; . . . . - 1. O a.utovalor mínimo é: 

Nós podemos dar uni passo além para eliminar a depeilclêilcia. c1esta.s expressões 
T com relaçã,~ à loca,liza~ão específica dos pontos q; = (a;, y;) . Para. isto. vamos 

clefiair : 



Vejamos como é possível siinplificas estas expressòes. Priineira.iiieiite, ilós coilsi- 
T 

clera,mos a. curva. isopoteilcial passa.ilclo por um ponto (a, y )  e a.ssumiinos a princípio 

que sua curvatura G iiào ilula. Nós podemos eiltiio definir um sisteilia cle coorclenac1a.s 

polares (local) cuja origein coincide c0111 o centro cle curvatura. da. curva (ver (Xu 
e t  al. , 1994) pa.ra. c1eta.lhes). Nós agora coilsicleramos o poteiicial como uiila. fiiilcào 

das coorc1eila.cla.s locais r e q (Figura. D.  I ) ,  e procura.inos expressòes para. P,, . P!,, . e 

Px, nas 11ova.s cooicleilaclas. 

\ 
\ , 
-7' 

Circulo Osciilatlor 

Figura D.l :  Sistema de coorcleilaclas locais no centro de curvatura da isolinha de 
poteilcial pa,ssailclo por um poiito q. 

Primeiramente, pode ser mostraclo que P4 = P4& = O ( Das~atzilíos & Priilce, 

1999). Além disso, ilotaillos que os poteilciais usados para estraçào de bordas 130s- 

suem curvas impotêilciais aprosimac1a.iileilte paralelas prósimo às bordas. especial- 

mente clua.ac10 estas siio suaves. 

Por esta observação, é possível assumir PTd, N O .  e fina.lmeilte, aprosi1l1a.r (D.1G)- 

(D.17) por: 

(D.  18) 



Pode ser mostraclo que (Daxatzilíos & Priilce, 1999) 

min {h1 (x, y) , 122 (2,  y)) = ~nin {el (2, y ) , e2 (.r, y )} , (D. 20) 

R R 

Usando esta esyressào e o fato cle que: 

lim 2iV2 (1 - cos (G)) = ir 
a 

l\T + a3 

nós podemos eliminar a clepeilclêilcia de M em (D. l l )  e fiila.lmeilte escrever a co1~c1içã.o 

cle coilexiclacle proc.ciracla na  seguinte forma.: 

ollcle _il(R7') = 172172 {el ( r , ! / )  ,e2 (x ,y ) )  e R)' é 11111 sul~conj~ulto cle R colltellclo a 
R " 

rrgiào de interessp. 

Com esta análise é possível garantir que um método cle otiiiliza~60 convergirá pa- 

ra a so lu~ào de (D.4) em R". No entanto, ilacla garante clw esta so1uc;ào seja a borcla 

clesejacla. A expressão acima fornece limites inferiores para os parânietros c10 iiioclr- 

10. Estaremos mais seguros cla eficiência do inétoclo se limitarmos superiorineiite o 

intervalo cle variacão de wle WZ. 

Em (Davatzikos Sc Prince, 1995) encontramos um tral~alho nesta clireção no coii- 

testo de processameilto de imagens tomográficas c10 córtes cerebra.1. Neste traba.1110 

pa.rte-se de u m  moclelo cle silalíes sem rigidez (w2 = O )  e uma forca. externa. específica. 

Usando-se uma. representação em série de Fourier pa.ra a snalie. pode-se interpre- 

tar o as ecliia<òes cle Euler-Lagrange correspoi~cle~ltes como um filtro no espaqo cle 

fre~~iiêi~cias aplicaclo sobre os cla~clos. A fsecliiência. de corte cleste filtro ( c u t o f l  fie- 
queracy) está cliretczimente relacioiia.cla ao pa.râ.metro i~~ e forilece o limite superior 

c1eseja.clo ( p r a  iiiaiores cleta.llies ver (Davakzikos LL Prince, 1995)). 

Este procecliineiito foi aplic.a.clo origiiia.lmente no contexto cle inodelos cleformá.veis 

em visci.0 computa,cional ( Witten, 1993) tendo resulta.clo em uni a.1goi.i tino elegante 

pa.ra o t~ac l i i i~g  110 espaco cle esc.alas linear (siia.viza.qà.o Gaussiam.) . Contuclo, estes 

métoclos est5.0 fora c10 escopo cleste tral1a.1110. 



D.2 Snakes em Dimensão Finita 

No moclelo cle contorno ativo origiilal iisaclo aciina a otimizaqào da energia pocle 

sei feita via um iliétoclo c10 tipo stepest clesceilt, por exemplo. 

Como meiicioiiaclo na seçào 3.2 um outro iilétoclo para otiinizai eilc-rgia dzi siiake 

consiste em imergir a curva em um meio viscoso e resolwi. as equaqòes clinâiiiicas 

correspondeiites [Blacli-Yuille (1992)l. Esta metoclologia é mais robusta cm selacão 

aos miiiimos locais, mas é aiilcla seilsível á não coi~esiclacle cla energia. Nesta seçiio 

procuramos cluantificar esta seilsibiliclacle o cpe resulta em uma análise baseacla em 

conceitos de sistemas diilâmicos e com 11111 apelo geométrico característico c10 estuclo 

das equações clifereilciais orcliilAsias. Por outro laclo, a análise que segue pode ser 

vista como uma geileralizaqão clacluela apreseiltacla acima, envolveilclo agora taillbém 

o espaco cle velociclacles. 

Seja então um espaço cle curvas aclmissíveis cle cliilicnsào hnita, isto é. estaremos 

supoilclo que as boiclas dos ohjetos cle interesse possam se1 representaclas na forma: 

o ide  B = {.foj .f; ...,  AI) é 11111 conjunto cle fuilçòes liiiearmeiite iilclepeiicleiites ( l~ase  
T ,  c10 espaço) e Q = (Q , q2, . . . , q,-,r-2, qArT1) e um vetor coluila de pontos c10 plano, 

geralmente cleilomiila.clos poiitos cle controle cla curva. 

Os esemplos mais comuils cle moclelos cleformáveis cleste tipo são as D-NURBS 

(Qin & Terzopoulos, 1996), Spliiles Ativas (Black & Yiiille, 1993) e B-Silakes (Brigger 

et al. , n.d. ) , os c1ua.k são baseados em fiiilções polinomia.is por pastes per teilceiltes 

ao espaco das fiiil~òes c~uaclraclo integráveis (?). 

A coilfigura.cão instantânea do sistema é c1a.cla por uni ponto em uni espaço de 

configurações de climeilsào ( 2 N  + 2), ciijas coorc1ei~a.clas (ge~ze~nlizndus) sào claclas 

pelos N + 1 pontos c10 vetor Q acima. Uma vez que a ciirva se deforma, os pontos 

de controle se i~ioviineiltam e assim temos um vetor cle velociclacles C) associado com 

Q. O e c o  c o p o  o s i t i a  a é c i 1 0  1x10 par íQ. i ( ) .  

Uma vantagem de usar curvas cla forma (D.24) é que as ecluaqòes (I(- inovinieilto 

correspoilcleiltes (ecluações de Euler-Lagrailge) formam um sistema de eclua.@es cli- 

fere1lcia.i~ orcliilcSrias. Estas eclua,cões são as aná1oga.s aquelas obticlas lia seqiio 3.2, 

mas agora pam climeilsão fiilita. 

Pa.ra cleseilvolver estas ecliia@es, procecleremos a.ilalogameilte ao que foi feito na. 

seção 3.2. Assim, clefiilimos: 

Energia Ciiiética 



onde !\Iü = S BBTcls e ki é a m.nssa liraea~ 

Dissipação de Energia 

onde y é o coeficiente de am.o~tecirnento. 

Energia Potencial Elástica 

oilcle e sào os l ~ a . s â i ~ l e t r ~ ~  de ela~sticic1a.cle e rigidez clefiiliclos na sewào 3.1 e: 

dLB ~ ' B T  
--h, 1\J2 = - . - J ds 

cls cls $9 $i2 

Energia Potencial Ext eriia 

E,,, = 1 P ( c  ( s ,  i ) )  ds .  

Energia Potencial do Modelo 

A Lagrailg~aiia correspoiiclente é cla,cla por: 

L (c ,  c. cl.c") = T - E, - 

As ecluaqks de Euler-La.grange, cleri~~aclas via. Priilcípio de Haiiziltoii (Goldstein, 

lgSl),  para o sistema descrito pe1a.s ecluaçòes (D .25)-(D .3O) compòe o moclelo cle 

silake que usaremos nesta seqão. Estas equações possuem a seguinte forma (Black 

Sc Y d l e ,  1993): 



Substituiilclo (D.25)-(D.30) nesta expressão 1x3s eilcoiltraillos o seguinte coiljunto 

cle ecluacões: 

(D.  34) 

A análise de parâmetros apreseiltaclo na secão 3.2.1 se aplica igiialmeilte ga.ra 

este moclelo. Coiituclo, a restricão à climeilsão fiiiita permite agora recluzir o inoclelo 

cle sila.lces a um sistema clinâinico, não mais eilvolveilclo clerivaclas parciais no espaco 

a ise. (coino no Capítulo 3, o cpe simplifica sua ail'l' 

Vej a.mos inicialiliente, o efeito cla massa e coeficiente cle amortecimento no com- 

portameilto c10 método ilumérico. 

D .2.1 Análise Numérica 

LJma TYZ cpe O sistema (D.33) é coilstituíclo por ecpacòes clifewilciais orcliilária, 

poclemos cliscretizá-10 usando apenas clif~reiqas finitas no teilipo. O esclueiiia iluniérico 

aclotaclo 4 clefiiliclo pelas espsessòes a seguir: 

Procecleilclo icleilticameilte ao cpe foi feito na. seqào 3.2.3 eilcontra,iilos o seguinte 

sistema 1iilea.r: 



O iiiíinero cle coiicliçiio da ma,triz A na  norma 2 é dado por ( ? )  

Portanto. o11 temos coilclusões ecluivaleiltes àcluelas cla seqão 3.2.3. ou seja, que 

mellioramos a estabiliclacle ilumérica c10 sistema linear (D.37) cluailclo aumentamos 

os ~ralores de ,LI e X ou climiiluímos o passo no tempo T .  

Coiltuclo. ilovameilte temos um tracle-off entre estabilidade. pcrforiiiaiice e efi- 

ciência do i~ioclelo. ,4s prósimas seqões têm por objetivo final q.i~matlficn~. este tracle- 

off. 

D.2.2 Análise Qualitativa 

A análise do esquema ilumérico apresentada acima foi um camiillio para obter 

relações entre os parâmetros e o comportameiito c10 modelo. Outra possililiclade 

neste sentido 6 analisar o moclelo coiitíiluo. Iniciemos por unia aiiálise siiiiples c10 

sistema (D.33). 

Do ponto de vis t a  mecâiiico, temos um sistema físico c11j a energia mecânica (po- 

tencial mais ciil6tica) decresce em uma t a s a  clacla pela espressào (D.2G). Assim, 

uma vez que licio há  gaill-io de energia mecânica. o sisteilia atiiigirá o estado es- 

tacioilário em algum poiito c10 espaço de conhguraqào. Das equacòcs (D.33) nós 

poclemos mostrar (abaiso) que este ponto é um extremo da energia poteiicial. 

Assim, iilclepeilcleiitemeilte clas coilclições iniciais e parâmetros. esta análise sim- 

ples mostra que u m  estremo da eiiergia poteilcial é sempre atingido. Neste ponto, 

duas questões surgem i~aturalmeiite: 

(1) Uma vez que a eilergia poteilcial não é convexa em geral, como eilcoiltrar 

coilclições iniciais e parâmetros apropriaclos para atingir o iníilimo local (ou global) 

desejado? 

(2)  E cluailto à t a s a  com a clual a solução c10 sistema converge para o míilimo 

clesej aclo? 

-4 primeira cluestào é cliscuticla em (Giralcli & Oliveira, 1999) utilizaido-se for- 

malismo Hailiiltoiiiaiio ( Golclsteiil, 1981) e está fora c10 escopo clest n apreseiit açao. 

Nesta seçào e lia prósima apresentaremos uma resposta pala a seguiida cluestào a 

qual liga a análise de coilesiclacle cla eiiergia poteiicial e os parimetios cliiiâinicos (h1 

e y ) do modelo. O resultado a ser ob tido mostra a relaçào estreita eiitre a diilâmica 



do sistema (D.33) e os autovalores ela Hessiaila da energia poteilcial dada por (D.30). 
seilclo portanto uma esteilsào ela a id i se  ela secão D.l iiicorpor~iido agora o espaco 

ele velocidades. 

Priiileiraiiiente. \-amos colocar o sistema ele eclua@es clifereiiciais orcliilárias ele 

seguiida ordem ela espressào (D.30) na forma: 

Vamos recluzir este sistema para um sistema ele primeira orclem pela trailsfor- 

maqão usual (Sotomayor, 1979) : 

& I =  Q, Q2 = Q. 

Assim. a eclua.qào (D.33) torim-se: 

o sistema (D .44) torna-se: 

T onde -Y ( r )  = (SI. S2) . O sistema (D.46) é autônomo e ele priilieira orclem. Se 

a energia Ep 6 de classe C2 então o campo -Y será de classe C' e o problema de 

Cauc1i~-: 

tem solucão única (Sotomayor, 1979). 
Da teoria de sistemas cliilâillicos nós sabemos que os pontos que resolvem a. 

ecluacão: 



cl-iamaclos yo7ztos singulares ( o u  CI-z'ticos), são f~~ilcla.mentais para a casacterizaçã.~ 

qualitativa cla solução cle (D.46). Um resultaclo fuilcla.il1eilta.1 no contexto das snakes 

emerge cla análise destes pontos. Primeiramente, clevemos notar que estes são exa- 

tamente os extremos da  energia. E,. 
Para mostrar isto, vamos c1enota.r por 5 uma. solucà,o de (D.48). Assim, pe1a.s 

clefiiliqòes cle Ql e Q2 claclas m s  expressões (D.43) tereinos: 

para todo t ,  logo: 

Se nós tomarinos o moclelo cle silake (D.33) nós veremos que ta,l ponto, o clual é 

uma soluqão c10 sistema (D .44), é taillbém uma solução cla ecluaqão: 

e a,ssiim, é ta.mbém uni extremo cla energia. E,. Iilversa.mentej se um poi1to 7 é uma 

l3orcla. (Qz G O porta.ilto) e satisfaz a. eclua.çã.o (D.51) e1ltã.o é iim poiito siiigu1a.r de 

-Y. 
Portanto, a.s inforinacòes lxisicas da topologia c10 espa.<;o cle fa.se pa.ra (D .46) es t&o 

re1acioila.cla.s às soluçòes cle (D.51) as clua.is siio de fato os pontos que procuramos. 

Para cpe o modelo (D.33) seja efic.iente, cpal cleve ser a re1a.cà.o entre esta topologia. 

e a borcla que procuramos? 

A única possibiliclci.cle é que a borcla seja um a.tra,tor, isto é, um nó ou foco estável 

(Figuras D.2.a). As outras possibiliclacles pa,ra pontos singulares estã.0 ta.mbém se- 

preseilta.clos na  Figura D.2 e fica claro as clificulclacles inerentes, isto é, ou eiicoil- 

trainos subespaços iilstáveis nos cluais a solução foge do po11to clesejaclo (F igura  

D.2.11-e) ou entiio teremos componentes cíclicas p r a .  a. solução (foco iiistiivel da  

Figura D. 3) o que vai clificultas, ou mesmo impeclir , a. coiivergência. 

No caso cla. Figura. D.3 existe ainda u m  proldeina relacioila.clo c0111 a. estabilidade 

es t r~sku~ml  do sis tema. correspoilclente. De falo, o sistema. neste caso é estmt.i~rnl- 

nl,elt,te instável o que iinplica em problemas iiuilibricoi; cleuiclo 1)ifurca.qGes que poclein 

ocorrer. 

Coiicluiliclo, para que a borda procurada seja uni a.tra.tor, nós temos que escolher 

os pa.râmetros (/i, y, wl e w2) cle ta.1 forma que os autova.lores cle D_Y teiiha.111 pa.rte 

real estrita.mente negativa (Sotomayor , 1979) na  soluçã,o da eclua.cã.o (D .SI) . Este 

é o resultado ceiltra.1 desta secão, o qual pode ser colocado da, seguinte forma.: 



Figura D.2: Sistemas clii~âmicos l-iipc-rbólico 3D 

Os pai.ân~etr.os do rnodelo de~rem. ser  escolhidos de tal forma que (1, b o ~ d a  proczsrada 

seja um. atr-ator 09s foco estável n a  topologia do espaço de fa,se de (D.46) .  

Na próxima secão, nós clemoilstraremos que uma coildi$io suficiente para. isto é 

que a energia E, tenha u m  iníilimo (local ou global) na borda procurada. 

Figura D.3: Foco iilst&el. 

D.2.3 Convexidade e Atratores 

Provaremos nesta seção a seguinte afirmação: 

Um. ponto silzgz~lar z de X é 7rm. atl-ator o u  !oco estável se a erzergsa dada p o ~  

(0.30) é estr~tam.ente corzveza e m  zsm,a vzzrnhança de J- , asto é. se a. é wr1, m&zm,o 

local de E,. 
Para  demonstra^ este fato, nós devemos analisar os autovalores da inatriz D S  

em um ponto singular s supoilclo que a energia potencial 6 estritaniente coilvesa 

em unia vi~iiil-ianc;~~ T 1, de .r. Se estes autovalores têm parte real 1150-iiula entào nós 



l~ocleinos usas o Teorema de Hartinari para liilearizar o campo S em 1,; (Sotomayor. 

19ZJ). 

Portanto, da teoria cle sistemas cliilâmicos liiiearc\, se todo5 os auto\-alores cle 

D S  têm parte real estritamente negativa nós teremos um nó ou foco estável e a 

afirinaçào acima fica clemoilstracla. 

De (D.44)-(D.45) nós vemos que a matriz DX tem a forma: 

oilcle INxI\r é a matriz icleilticlacle cle orclem N, D2 (E,,) é a ina.triz Hessiana da energia 

potencial E, e AI<' é a inversa de A& clefiilicla em (D.35). 

A ecluaç5.0 de autova.lores/aiito~;etores para D S  (n.) é cla foima: 

oncle ( . ) sijpifica i1iultiplica5ào de matriz por vetos. 

Usanclo (D.52) acima nós poclemos escreves esta espressào na forma: 

Isolai~clo u2 lia. primeira destas eclua,ções e substituiiido o resulta.clo na seguilcla 

obteiilos a seguinte espressão: 

a. qual depende solliente cle vl: 

R.elem11remos que nós estamos a.peila,s interessa.clos no siilal dos a.ut,ova.loses a;. 

z = 1 , .. ., 2/17, supoi~clo que os autovalores a;, i = 1, ..., 2N da. Hessiana. D" E,)) 
são estrita.ineilte positivos. Primeira.inente, notemos que a. eclua.ç5o (D.55) pocle ser 

colocacla na forma9: 



Assim, nós temos um 71-oblema d e  a.i~tovalo7-es/n.i~toveto7~es gerze~a l i zndo ,  bem 

comum no estudo de moclos cle vibração para estruturas mecânicas ( B ath & 14Glsoil, 

1976). Pode ser inostraclo que se Mo e D2 (E,) são clefinidaç positil-as e simétricas. 

os auto~re tor~s  procuraclos sào lWO, D2 (El,) - 07-togorza.~~~. isto 6: 

Para n: ser um atra.tor é necessário que: 

+@i > 0, 2 = 1, ...,Ar. (D. 62) 

Uma vez que A& represeilta uma norma (portailto é definida positiva e simétrica), 

uma coilclicão suficiente para a coilclição (D.GS) ser verificada é que D2 ( E p )  seja 

definida positiva, ou seja, se a borcla procuracla seja um mínimo local da energia E,. 
Portanto. a afirmação c10 início desta seção está clemoilstracla. 

D.3 Discussão 

Algumas coilsiclera.còes podem ser feitas a. pa.rtir da discussão acima. Priineira- 

mente, lembremos que o cha.i~~aclo Amo?-tec2m.ento C7-ifiico ocorre quaiiclo: 

2 
7 - 4pB; = 0, (D. 63) 

seilclo casacterizaclo por uma. coiivergêilcia. rá.pic1a pasa, a solução, na  direção ai 
( m d o  correspoilclente). Como primeira coilsecliiêilcia c10 resulta.clo ( D  .G2) nós vemos 



a ii~ipossil~iliclacle cle coilseguir amortecimento crítico em iiiais ele uiii nioclo neste 

moclelo. 

Uma forma cle contorilar esta clificulclade é siibstituir a nmtriz 3AfO pela série cle 

Caugl-iey dada por (Bath & TVilsoii, 1976): 

(D.  64) 

uma vez que agora teríamos varias coilstantes ele ailiortecimento. ,A espressão 

(D.64) tem a vaiitagem de manter a mesma trailsformaqão para cliagonalizar a matriz 

cle aniorteciineilto (Bath & Wilsoil. l9'iG). maltendo portaiito o cleseilvol\-imeilto 

acima. 

Aiialisailclo agora a espressiio (D.60) observaii~os clue esta interliga os dois ele- 

mentos básicos c10 moclelo clinâmico cle siialíes claclo pela ecluaqão (D.G4): a energia 

potencial (atrai-és c10 sinal clos autovalores p,) e a cliiiâmica ela silake (atra-6s clos 

parâiiletros p e y ) . Neste sentido, (D . 60) generaliza (Davatzilíos 8~ Priilce, l999), 

agora iilcorporailclo o espaço de velociclacles. 

Além disso, este resultado pocle ser visto como um complemeilto para a clisc~mão 

da seção D.2.1. Nesta última, nós observamos que cl~iailto maiores ;L e 7 melhor era a 

estabiliclacle ilumérica, mas havia um tracle-off com relacão à performailce/eficiêiIcia 

c10 moclelo. A expressão (D .GO) cluailtifica (ao menos teoricamente) este tracle-off. 

mostrando tam11í.m que a perda de performaiice para valores auto? cle p e 2 se 

cleve ao fato cle que estes poclem fazer A, mais iiegatiuo e assim o termo oscila.tório 

correspoilcleilte iliais alto. 

O priilcipal ponto agora seria como precisar a T-iziilliailça \i.. -4 energia E,, não 

poderia fornecer a resposta a esta cluestào porque esta iiào emrol\-e o espaqo cle 

velociclacles. Tal obser~açiio aponta na clireçiio da iiecessiclacle cle unia c~uanticlacle 

(física) cuja análise cle coiiesiclacle seja cletermiilailte ela clinâmica do moclelo e que 

iilcorpore o espaco ele velociclacles. Tal cluailticlacle é exatamente a energia mecânica 

c10 sistema cujas proprieclacles cle interesse surgem ilatura.lmeilte n a  Fo~m.ulaçâo 

Harnilt onzana c10 moclelo ele silaltes . 
Esta forilli~la~cã~o é cleseilvolvicla ilo coiltesto ele silalíes em (Giralcli & Oliveira, 

1999) mas está fora clos propósitos desta dissertação. 



Apêndice E 

Método da Conexões Fuzzy 

As imagens capturaclas por iilstrumeiltos cle acluisição (câmeras, tomógrafos, etc) 

possuem iilclefini@es que clepeilclein de fatores tais como liinitações de resolu~ão, 

tanto espacial cluailto temporal, parâmetros físicos, e outras propriedades clos dis- 

po"tivos. Isto implica que a. clefiilic2io clos objetos de interesse a partir de pa.clròes 

de iilteilsiclacle vai sofrer imprecisões geranclo subjetividade. 

Ein clecorr6iicia disto. argumeilta-se em (Uclupa & Samarasekera. 1996) que a 

iloçào de ob7eto em uma imagem digital deve ser definida formaliliente via conceitos 

f11,zzlJ. 

Dentre os métodos de segmeiltaqào baseados em coiiceitos desta teoria. o iiiétoclo 

das conesòes f ~ ~ z z y  (Uclupa & Samarasekera, 1996) é particularmelite interessalite 

para este trabalho, uma vez que este eilvolve a escolha inicial ele pontos semeilte, os 

cluais poclem ser usaclos para iilicializar o Dual-T-Siiakes. 

Outro aspecto iilteressailte deste métoclo é que seu resultado pocle ser i i~orporaclo 

facilmeiite na  clefiiliwão ela forca normal do Dual-T-Silaltes, coilstituiido-se assim em 

uma metoclologia a.lteriiativa para nosso trabalho. 

Este m6toclo já foi usa.clo coiljuiltameilte com modelos cleforiiiáveis ( .Jones & 
Metasas, Juile. 1998). Vejamos seus elemeiltos básicos. 

E.1 Subconjuntos Fuzzy 

Seja S uni conjunto de referência (1150 vazio). L7111 ss~bcolli.irlrto ~ ~ I ~ Z Z I -  -4 de S é 

um coiljuilto de pares orcleilaclos claclo por: 

: -X: --+ [O; 11 ., 
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é a funcão cle inclusão ( m . e n ~ 6 e ~ s h i p  fz~izctioiz) of -4 em S. Yós clixeiiios que -4 é 

não vazia se existir ,l: E X tal que p~ (s) # 0. O s ~ b c o i l j ~ i l t o  f k z y  vazio de S. 

clenotado por @, satisfaz p~ (x) = O,  para toclo x E X. 
A .1~9riâo e ~iztei~secção entre dois subcoiljuiltos fiizzjr A e B de X é clefiilicla como 

segue: 

onde para todo s E -Y, ~ L A ~ B  ( r )  = miil{pq ( r )  , ) . 
Uma. relaqào fuzzjr p em X é um subcoiljuilto f~izzy de S x -Y claclo por: 

p = {((x, y) , / L p  (x, y)) I (2, y) E -Y X X} 

Nós representaremos uma imagem digital 71-di7n.eizssoiznl por um par Q = (C. f ), 

onde C é um a r i q -  11-cliiiieiisioilal cle pares orclenaclos de iiiteiio5 e f é unia fuilc;ào cliie 

associa a cada pise1 da cena uni array m-dr7n,enszniznl de inteiros c l u ~  correipoiiclem 

à iiltensiclacle de imagem. 

E.2 Método da Conexões Fuzzy 

Este métoclo foi proposto iiiicialmeilte em (Uclupa Sú Samarasekera, 1996). Pos- 

teriormente foi eilteilcliclo para aclmitir a possibiliclacle cle segmentar u m  cena com 

vários o11 jetos de interesse, geraiiclo o método das coiiesões f ~ ~ z z y  mul ti-sementes, 

que será clescrito nesta seção. 

Este mí.toclo parte de um coiljuilto cle pontos sementes sobre a imagem e tem a 

vantagem de incorporar toda a iilformaqào cla iinagem em uni único ca111po. clciiomi- 

iiaclo o. podeiido ser usado tanto pala imagens em tons de cinza quailto para iiilageils 

multivariaclas. tais como imagens coloridas e com textura (.loiies & Metam\.  Juile, 

1998). 

A clefini~ào a seguir é fuilclameiltal. 



Dado um inteiro positivo 114 e o cloiníilio D da. iina.gem I. uma. XI'I-seiiiisegilie1ita.qà.o 

cle I é uma. f~mçào que ya.ra ca.cla. c E D a.ssocia. um vetor aC = (a; a:, . . . ; 
tal que a: E [O. 11 : paara. todo valor de 171. nós temos a;, = O ou a:, e a; = 

i11a.x {o-:; i = 1; .... :l4}. 

Para. c1eixa.r esta, clefiiligão mais cla,ra. para o contexto que nos interessa, \~a.mos 

supor dois pontos sementes (114 = 2 )  na  ima.gem. Se estes poilt.os pestelicem a. 

diferentes objetos, cliga.1110~ O1 e O2 O caaillpo a clew ser ta.1 que a; > O e a; = O se 

c E Ol (aila,loga.illeilte paara c E 01).  

Assim, de acordo c0111 a clefinicão acima, 1x5s definimos a: = max (4; i = 1,2). 
Se c pertence ao baclígrouilcl a situacão ideal seria a: = a; = O. Na prática, 

contuclo, precisamos usar 11111 limia.r para o campo ao a fim de clistiilguir os objetos 

c10 l~ackgrouncl . 
O métoclo cle conexões fmzy inulti-semente ( m u l t i s e e d  fuzzy conraect ed iress )  é 

um método pa.ra. cdcular o ca.mpo a. Iniciemos com o ca.so oiicle temos a.peiias um 

objeto de interesse. 

Uma a f i z i d a d e  f u z q  em D é uma f111qã.o $1 : D2 4 [O,  11 que estima os pontos 

(pixels) cla iiiiagein iimis provilveis cle pertencer a. objeto O clc interesse. 

Da.clo um par de pontos((ci d)  cha.ma.mos o d o r  v (c. (1) de L!*-i~r.terrsida,de d o  

pai- ( c ,  cl). 

Chamamos uma c a d e i a  em U C D de c(') até c(") como seilclo uma secliiêiicia 

(cio), ..., c(")) cle pontos (pixels) em U. A $ - i n t e n s i d a d e  da cacleia é claclo por: 

( - 1  (I;) $ - = ilaiia $ (c , C ) (E.5) 
l < k < I l -  

Se I< = O eiltão a ~ 1 - i n t e n s i d a d e  da cadeia é clefinicla como sendo 1. 

Para segmentaq?io cle múltiplos objetos, nós clevemos ter uma afinidade fuzzy 

para cada objeto, o que leva a um campo vetoria.1 Q = ... . dli\I) em D2, onde 

cada compoilentc~ L>, é uma f ~ ~ i q ã o  cle afinicla.de fuzz~-  associacla ao um objeto 0,; i = 

1. ... . i1.I da cena. 

Sej a111 Ir C D, T i v  D e c E D. Seja :lL~,r+,.c o coiljuiito das cadeias eiii Ir  partilido 

de um pise1 em Til.r até c. Nós cleilotamos por p , , ~ r , ~ i i  ( C )  ao valor: 



Fiimlinente, o valor cle a:, i = 1 i . .li6 é tal que 

onde 'I(< coilt&n os pontos semeiites para o objeto 0,. Um método cle programação 

clinâmica í. usado para obter ,LL , ,D ,~ ,  (c)  (Uclupa Sc Sainaraseliera. 1996). o clual se 

baseia no seguinte teorema: 

Sejam 1 i, C D ,  1 < 172 5 114, OS conj~iltos cle pontos sementes. supostos não 

vazios. Eiltào. existe uma única M-sernzsegmentaçh a cle D coni a pioprieclacle cle 

que para cada c E D ,  se para 1 5 n 5 lld 

õ1C7Z 
= sk,, se S E ,  > sí, pa.ra todo 1 5 17 5 ~ i [ ,  

a ,  = 0 ,  caso coiltrásio. 

Na próxima seçiio a~rese i~ta inos  o algoritino que impleiiienta o iii6toclo procu- 

ramos esclarecer os conceitos acima. 

E.3 Algoritmo 

Na iilicializa.~iio c10 algoritmo a ser apieseiltado, fazemos 

c:, t 1, se c E Tf,, , para a.lgum m , ( E . l l )  

a:, + 0 ,  ca,so contráxio. 

Definimos unia. fila. de prioricla.cles clacla por H = 1;; UT,; U . . , UT,,,, . Usa.mos ta.nibém 

uma variável I p r a  gua.rc1a.r clura.ilte toda. a execuqiio o ma.ior L?; - intensidade cc,c I E i c ,  

pa.ra pontos na. fila. cle prioricla.cles H. 
O cora,çào c10 a.lgoritmo é a expressào E.9. 

A seguir apeseilta.iilos o pseuclo-cócligo correspoilcleilte. 

f o ~  c E D  

d o  f0T 171. 0 t o  n/r 
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c10 a;, t o 
H + #  

for 112 t 1 t0 -\I 

do foi. c E Tfil, 
do <f 06 = O th.en H t H U { c )  

a; t o;, t 1  

l t l  
wh.ile 1 > 0 

foi. 177 1 to 114 

do i.em.otJei. um po~z to  íl de I/;,, 

C t {c E D; ai, < inin(l,$,, ( c1 , c ) ) )  

mrhile C # 0 
do rern.oz~ei. .um. ponto c de C 

t t min ( 1 ,  $,,, ( í l ,  c))  

if 1 = t nlzd a;, < 1 th.euz I,,, t I*;,, U {c} 

if o; < t th.en 

(f a; = O t h e n  H t H U { c )  

for 12 t 1  t o  114 

do o; + o 
zf 08 < t thmz o$ t a,',, t t 

whde Clzíive_i\4azinza ( H )  = 1 
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f01' 177 t 1 t o  4 1  

I.;, t {c E H ;  a,',, = I )  

E.4 Dual-T-Snakes e Conexões Fuzzy 

O i-n&oclo clescrito acima. fornece um pré-processa.i~lento da imagem. Seu resul- 

tado para imageils com ruíclos pode ser iítil para definir o senticlo da forca normal 

clo Dual-T-Sizalíes como segue. 

Sej a.m F,, (11,)  a forca norma.1 no simse1 i cla silalie j = O ,  1, . . . ,114, onde 114 é 
o iliímero cle objetos de interesse. De acordo com nossas clefiilicòes c10 Capítulo 6, 

estaremos supoilclo j = O para a silake esterim e j # O para as clemak 

Então, uma vez calculaclo o cainpo a seguilclo o a.lgoritmo acima., poclemos clefinir 

a forca. normal cla. seguinte forma.: 



V a l j  ( v ; )  = 1 se ay' = aOi > Tu 
Tfcd ( v i )  = O ca,so contrásio, 

oacle Tu 6 uili limiar para a;. 

Do po11t.o ele vista c10 Dual-T-Silalíes, este proc~cliiiieiito é iilteie,sailtc pois os 

pontos semeiltes devem ser escoll-iiclos pelo usuário em regiòes com paclròcs ele iil- 

teilsidacle significativos, e assiix são interessantes tambéiii pa.ra a inicializaqào das 

silakes iilteriias. 

E.5 Função de Afinidade 

Uina possibiliclacle para a f111qão cle afinic1a.cle usacla pasa ima.geiis em tons ele 

cinza é a seguinte: 

gl = esp  {-112 [ ( 1 / 2 )  ( I  ( c )  + I ( d ) )  - m1,l2 / a ; , }  . (E.16 

= exp {-112 [I1 (c) - I  ( d )  1 - /o-ii} , (E .17)  

oiicle I  é a iilteilsiclacle de imagem (em níveis cle c ima neste caso), (nal;, ali) , (in2;, aZi )  

são a interisicla,cle méclia e clesvio padrão cla imagem e ele seu gra.clieilte e m  u m a  vi- 

ziilha,lip e m  torno dos pontos semeiltes. 

A f ~ ~ i i ç ã o  p, (C.  d )  é ta l  que: 

/-L, (C ,  S) = 1, se Ic - c11 = 1,  

/Ln ( C .  d )  = 0 ,  caso contrário. 
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