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Este trabalho apresenta um tipo de estrutura, denominado triangulac¢do
retangular adaptativa, como infra-estrutura para representagdo de dados
volumétricos irregulares, no contexto da visualizacdo cientifica de dados
escalares. Demonstra-se a viabilidade e as vantagens de se utilizar esse tipo
de estrutura em sistemas que pretendam proporcionar boas condi¢des para
exploracdo interativa desses dados. Sdo definidos uma estrutura de dados e
um conjunto de algoritmos para implementa¢do de técnicas de visualizagio
direta, baseados na organizacdo hierarquica da estrutura. Essa caracteristica
hierarquica também serve de base para a defini¢do de um modelo de
multiresolu¢do, que facilita a extra¢do de modelos simplificados dos dados.
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This work presents a structure type, called adaptive rectangular
triangulation, as an infrastructure for volumetric representation of irregular
data, in the context of scientific visualization of scalar data. The advantages
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the interactive exploration of volumetric data. This work defines a data
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Capitulo 1

Introducio

O termo visualizagdo cientifica ¢ usado como referéncia a uma ampla gama de
processos computacionais, cujo objetivo € oferecer recursos visuais que auxiliem os
especialistas na tarefa de analise de dados cientificos. Constitui uma area da ciéncia da
computagdo que trata do estudo e defini¢do de técnicas, algoritmos e estruturas de dados
para a produgdo de imagens representativas dessas informagdes.

Podem-se imaginar aplicagdes para visualizagéo cientifica em todos os campos da
ciéncia, mas seu uso efetivo tem sido predominantemente nas areas da medicina, em
engenharia e ciéncias fisicas em geral, como instrumento auxiliar para analise de dados
provenientes de simulagdes computacionais (dindmica dos fluidos computacional,
analise de elementos finitos, etc.), em meteorologia e em biologia.

Embora existissem iniciativas nesse sentido desde os primérdios da computagdo
digital, uma publicagdo de 1987, sob os auspicios da National Science Foundation
americana, [McCormick87], pode ser considerada a deflagradora de um intenso
movimento de investigacdo nessa area.

Os crescentes volumes de informagdes gerados pelo grande poder de computacdo
das novas maquinas usadas em simula¢des, bem como a alta resolugdo que passava a
caracterizar os dispositivos de captura de dados, provocavam grandes mudangas na
complexidade desses dados, alterando os requisitos dos métodos de geragdo de imagens,
para viabilizar sua andlise.

Por outro lado, o desenvolvimento dos dispositivos graficos e de arquiteturas
especializadas foram fatores que impulsionaram uma mudan¢a do enfoque, na
concepgdo de sistemas, para a incorporagdo de caracteristicas tais como interatividade e
animagdo. A interacdo do usudrio com a cena € um recurso fundamental, por exemplo,
para desfazer ambigtiidades espaciais, que se apresentam quando um conjunto de dados
tridimensional € analisado a partir de uma nica imagem bidimensional. A possibilidade
de girar o modelo ou alterar o mapeamento de cores utilizado na produgfo da imagem
enriquecem sobremaneira a capacidade do usuario de identificar caracteristicas
relevantes dos dados. Tanto a interatividade como a animagdo passaram, entdio, a ser
consideradas requisitos altamente desejdveis, quando ndo imprescindiveis, na
composigio da interface com o usuario de um sistema de visualizag#o.

Esses fatores, em conjunto, geraram uma demanda para o desenvolvimento de
técnicas que permitissem implementd-los de forma compativel com as limitagdes da
capacidade computacional dos equipamentos usados para visualizagdo. Essa
necessidade ainda se torna mais imperiosa, quando se considera a pretensdo crescente
de oferecer tais recursos em sistemas de médio e pequeno porte.




- Nesse contexto, os esforgos nessa area se dividiram entre o aperfeicoamento de
técnicas para oferecerem maior riqueza cognitiva, € a busca de implementé-las de forma
eficiente. Dentre os recursos que proporcionam implementagdes eficientes, deve ser
ressaltado, ao lado da paralelizag¢do dos procedimentos, a redugfo dos dados a serem
visualizados. Entre os trabalhos que visam diminuir o volume de informagdes,
predominam aqueles voltados para a redugfo da complexidade espacial de superficies
[Schroeder92] [Silva95], incluindo modelos de terrenos, representagdo por fronteira de
objetos tridimensionais e isosuperficies produzidas na visualizagdo de grandes
conjuntos de dados volumétricos. Mais recentemente, os esfor¢os t€ém sido voltados
para o desenvolvimento de representagdes multiresolugdo, que buscam metodologias
consistentes e econdmicas para a constru¢do de modelos que proporcionem diferentes
niveis de detalhamento, e que podem ser usados para implementagdo de técnicas
variadas. Esse tipo de abordagem sera discutido mais amplamente ao longo deste texto.

O tratamento dessas questdes exige considerar as variadas formas de organizagio
dos dados, motivadas pela diversidade de técnicas com que sdo gerados ou capturados.
De um modo geral, as estruturas podem ser classificadas como regulares e irregulares
(capitulo 2). Cada uma dessas classes tem caracteristicas proprias, o que implica na
necessidade de avaliar questdes relativas a desempenho, consumo de memodria e
capacidade de modelagem, visando concilid-las em busca do melhor aproveitamento
dos recursos, para alcangar os fins colimados.

As triangulagdes retangulares [Persiano93], que serdo revistas neste trabalho,
aprofundando seu estudo, sdo propostas como uma opg¢fo intermediaria, apresentando
caracteristicas de regularidade ao mesmo tempo que oferecem flexibilidade para
modelagem. Como solugdo intermedidria, essas estruturas ndo herdam apenas fatores
positivos, mas também carregam desvantagens daquelas tradicionalmente utilizadas,
consideradas extremas. Surge, entdo, a questdo natural: o que predominard na estrutura
intermedidria, as componentes negativas ou as positivas? A contribui¢do deste trabalho
¢ a demonstragdo de que o resultado € positivo no que se refere a aplicagdo em
visualizagdo. Mais especificamente, o estudo visa as aplicagdes em visualizagdo
volumétrica de campos escalares, ou seja, os dados referem-se a um campo escalar cujo
dominio € tridimensional, embora muitas das idéias que serdo discutidas s#o
diretamente aplicaveis ou facilmente adaptaveis a outras dimensdes.

Do ponto de vista das técnicas utilizadas, embora haja muito em comum entre
visualizagdo cientifica e computagdo grafica, podendo mesmo considerar aquela como
uma subdrea desta, vale ressaltar as peculiaridades que justificam considera-las em
separado. Pode-se dizer que o objetivo da computagdo grafica seja a representagdo de
um fendmeno ou cena bem conhecidos, buscando aproximar a imagem da impresséo
visual da realidade. Os dados sdo descrigdes bem definidas, em alguma forma analitica
ou geométrica, dos elementos que constituem a cena, incluindo atributos de cor,
opacidade, textura, etc. Ainda que sejam sintetizadas, as cenas sdo definidas,
geralmente, a partir da suposi¢do de sua similaridade com objetos reais.

Ja a visualizagdo cientifica visa facilitar, através de imagens, a compreensdo de um
fenomeno do qual ndo se conhecem as propriedades, mas apenas um conjunto de
informagdes, geralmente esparsas e incompletas. Esses dados, que podem ser de
naturezas diversas, em muitos casos, ndo tém nenhuma associa¢fo intrinseca com




atributos visuais. Essa associagdo ¢ feita de forma abstrata, em busca unicamente de
proporcionar condi¢des que facilitem a exploragdo visual dos dados, para identificar
caracteristicas relevantes [Globus94]. Utilizam-se técnicas variadas, que podem resultar
em imagens de carater absolutamente distinto, mas que constituem recursos
complementares de analise.

1.1 Meétodos de Visualizacao Volumétrica

Seja um conjunto de dados escalares, representativo de um fendmeno ou de uma
fungdo cujo dominio (volume) é uma regido do espaco tridimensional. Considere-se que
esse volume esteja subdividido em células, de acordo com a distribui¢do dos pontos
amostrais disponiveis. As técnicas usualmente empregadas para gerar imagens
bidimensionais a partir desses dados enquadram-se em trés categorias: cortes e extragdo
de isosuperficies (superficies de nivel), as mais tradicionais, e visualiza¢do volumétrica
direta, que vem recebendo maior aten¢do nos ultimos anos, por parte dos grupos de
pesquisa das areas envolvidas. Essas técnicas sfo encontradas freqlientemente nos
sistemas comerciais de visualizagdo como ferramentas conjugadas, que somam
subsidios para que o cientista alcance uma boa compreensdo do fendmeno de onde seus
dados provém.

A visualizagdo de cortes de um volume € um recurso bastante usado. Determinam-
se as c€lulas do volume interceptadas pela superficie de corte, para que se possam
interpolar os dados sobre essa superficie. A partir dai, aplicam-se técnicas que
normalmente incluem o mapeamento de cores em fungfo dos dados escalares e o
tracado de contornos. E usual utilizar superficies de corte definidas por funcdes
implicitas. A aplicacdo tipica € o corte do conjunto de dados por um plano, mas também
¢ freqiiente utilizar outras formas de defini¢do dessas superficies, por exemplo, uma
superficie de nivel de uma varidvel, sobre a qual se pode mapear outra varidvel. Cortes
planos também sdo usados para simular técnicas de visualizagdo volumétrica direta:
atribuindo-se propriedade de transparéncia a um conjunto desses cortes e projetando-os
de tras para a frente, obtém-se um resultado visual que proporciona uma nogdo global
do volume, apesar da perda das informacdes relativas as regides entre os planos. Essa
técnica pode ser implementada com controle adaptativo, de forma a garantir que todas

as células contribuirdo com a imagem final, ou para limitar 0 numero de células
excluidas [Yagel96b].

Extracdo de isosuperficies € a técnica para exploracdo de dados volumétricos
equivalente ao tradicional tragado de curvas de nivel para fun¢des bivariadas. Dado um
valor escalar g, extrair a isosuperficie de g consiste em determinar a superficie C(g) =
{p | f(p) = q}. A menos de casos particulares, esses pontos p ndo sdo pontos para os
quais os valores da variavel problema sejam conhecidos. Assim sendo, se existem dois
pontos da amostra original com os valores escalares acima e abaixo de ¢, entfo a
isosuperficie C(g) passa entre eles e, se existe uma aresta da estrutura adotada para
decomposi¢do do espago ligando esses dois pontos, entdo a intersegdo dessa aresta com
a superficie é dada por algum método de interpolagdo, sendo utilizada com maior
freqliéncia a interpolagdo linear.




Embora apresente limitagdes, a técnica de extragdo de isosuperficies tem um papel
de grande importdncia na investigagdo de dados escalares. A posigdo de uma
isosuperficie e a sua relagdo com outras isosuperficies vizinhas, podem facilitar a
identificagdo de detalhes estruturais dos dados. Uma de suas aplicagdes mais freqiientes
¢ em visualizagdo de dados em medicina, onde € particularmente 1til na caracterizagio
das superficies de contato entre diferentes tecidos. No entanto, seu potencial de
utilizagdo se estende a praticamente todo tipo de aplicagdes que envolvam analise de
dados escalares.

O processo computacional de extragdo de uma isosuperficie pode ser dividido em
duas fases. A primeira ¢ uma fase de pesquisa, onde sdo identificadas as células ativas
da estrutura, aquelas que sdo efetivamente interceptadas pela superficie. Numa segunda
fase, de geragdo, aplica-se um algoritmo para determinar a topologia e a geometria
dessa intersecdo. E a fase de pesquisa que consome o maior esfor¢o computacional.
Considerando N o nimero total de células da estrutura e K o nimero de células ativas,
estima-se que o valor tipico de K € O(N*?) [Itoh95] citado por [Chiang98]. Algoritmos
que percorrem toda a estrutura para identificar as células ativas [Lorensen87]
[Chernyaev95] sdo considerados ineficientes. Assim sendo, a maior parte dos esforgos
nessa area estdo dirigidos no sentido de evitar esse percurso. [Wilhelms92] usa
“octrees” para promover uma ordenagdo espacial que proporciona acelera¢do desse
processo em estruturas regulares. [Livnat96] apresenta um algoritmo eficiente tanto para
estruturas regulares quanto para as irregulares. [Shen96] aperfeigcoa esse algoritmo e
propde sua paralelizagéo.

Apesar de seu inegéavel valor, o uso de técnicas de extragdo de isosuperficies para
observar dados volumétricos envolve perda do contetido de informagdes presentes
naqueles dados. Uma superficie de nivel corresponde, na verdade, a apenas uma porgio
infinitesimal do dominio sob investiga¢do. Diante disso, buscou-se desenvolver técnicas
que permitissem obter imagens bidimensionais que representassem de maneira mais
completa esses dados. A partir dai comegam a surgir experiéncias de visualizagio
volumétrica direta, cujos métodos consideram o volume como se fosse preenchido por
uma massa semitransparente, semelhante a uma gelatina colorida, com cor e densidade
varidvel em fungdo do valor escalar em cada ponto do dominio. As imagens produzidas
veiculam informagdes do volume como um todo, mas a um custo computacional maior.
Em conseqiiéncia, paralelamente com as iniciativas no sentido de explorar as
possibilidades qualitativas desses novos métodos, também aqui so mais volumosos os
esforgos que se tém despendido para desenvolver algoritmos mais eficientes, visando a
melhoria das condi¢des de interatividade desse tipo de tarefa.

Uma das maneiras de implementar visualizagdo volumétrica direta é simular o
langamento de um raio para cada pixel da imagem a ser formada, partindo do olho do
observador e atravessando o volume, até interceptar um objeto opaco ou até reduzir a
transparéncia a zero, pela influéncia da por¢@o do volume j4 atravessada, o que impede
a visibilidade da regido posterior [Levoy88] [Garrity90]. Esta é chamada técnica de
langamento de raios ou “ray casting” (baseada no espago da imagem). Para calcular a
influéncia de cada célula atravessada pelo raio sobre a cor do pixel correspondente, é
necessario definir uma metodologia de associagdo dos valores escalares as propriedades
Oticas relevantes (cor e opacidade ou transparéncia). Existem diversos modelos oticos
criados para esse objetivo. Esse processo implica na necessidade de estabelecer um
método de interpolagdo para determinar o valor escalar em cada ponto do dominio, bem




como na realizagdo de uma integra¢do das contribuigdes infinitesimais ao longo do raio.
Por considerar o efeito de transparéncia das células, é necessario que elas sejam tratadas
em uma ordem consistente, de tras para a frente ou da frente para tras. Essas questdes
serdo tratadas com maior profundidade no capitulo 5.

Uma abordagem alternativa para visualizagdo volumétrica direta, consiste em
percorrer todas as células do volume e projeta-las sobre o plano da imagem,
determinando os pixels que ela influencia e quantificando essa influéncia [Westover90]
[Max90] [Shirley90] [Lacroute94]. Esta € conhecida como técnica de projegdo, sendo
sua implementagdo dirigida pela estrutura do volume, o que justifica ser considerada
uma técnica baseada no espago do objeto. Sua aplicagdo depende de uma ordenagdo das
células por visibilidade, de forma a que elas possam ser visitadas em uma ordem
consistente. Normalmente sdo projetadas primeiro as células mais distantes do
observador, a guisa do algoritmo do pintor, simplesmente aplicando cada célula sobre a
imagem resultante da proje¢do de suas antecessoras, compondo [Porter84] a
contribuigdo da nova célula com as ja acumuladas nos pixels alcangados por ela.
Também fica para o capitulo 5 o aprofundamento deste método.

Deve-se ressaltar ainda, que a visualiza¢do volumétrica direta permite observar as
superficies de nivel, sem a necessidade de construir uma representacdo separada de sua
geometria. Isso € possivel promovendo-se, durante a aplicagdo de um método direto, um
tratamento especial para aquelas células interceptadas pela superficie desejada. Este ¢
um esquema bastante atraente, especialmente pelo potencial cognitivo proveniente da
combinagdo de diferentes técnicas em uma mesma imagem. Essa possibilidade, no
entanto, nfo dispensa a extra¢do de isosuperficies como recurso de visualizagdo, uma
vez que, diante das condi¢des atuais da infra-estrutura de hardware e software, ainda ¢
mais eficiente interagir com uma aproximag¢io poligonal da superficie isoladamente. A
combinagdo de técnicas, naturalmente, implica em maior demanda de recursos
computacionais para gerar uma imagem, inclusive porque pode ser necessario percorrer
toda uma extensa estrutura para realizar a operagéo.

Este trabalho dard énfase as técnicas de visualizagdo volumétrica direta,
considerando que sdo as mais exigentes quanto aos recursos computacionais necessarios
e, portanto, devem ser priorizadas na concep¢do das estruturas de representagdo dos
dados, adotadas para um sistema de visualizagdo que pretenda oferecer as diversas
técnicas.

1.2 Descri¢io do Trabalho

Este trabalho insere-se no contexto das investigagdes em visualiza¢do cientifica,
mais especificamente, visualizagdo volumétrica, como uma contribui¢do a busca de
estabelecer formas de representacdo de dados que facilitem a realizagfio das tarefas
computacionais inerentes a essa pratica.

De um modo geral, os resultados obtidos demonstram a viabilidade e as vantagens
de se utilizar triangula¢Bes retangulares adaptativas como infraestrutura para
representacdo de dados volumétricos irregulares, em sistemas que pretendam
proporcionar boas condigdes para exploragéo interativa desses dados. Em termos mais
especificos, as seguintes contribuigdes devem ser ressaltadas:




1. aprofundamento do estudo das triangula¢des retangulares, enfatizando o carater
de adaptatividade e de hierarquia dessas estruturas. S&o identificados e codificados
aspectos combinatdrios relevantes;

2. concepgdo de uma estrutura de dados muito simplificada, em relagdo as outras
estruturas adaptativas descritas na literatura, baseada na organizagdo hierarquica e na
metodologia construtiva das triangula¢des retangulares;

3. prova da inexisténcia de ciclos de visibilidade entre as células das triangulag¢des
retangulares;

4. concepgdo de algoritmos, baseados na organiza¢do hierarquica dessas estruturas,
que minimizam calculos geométricos para:

. ordenagio direcional das células

. implementagdo das técnicas de visualizagdo direta (langamento de raios e
proje¢édo);

5. implementagdo do algoritmo de proje¢do em triangulagdes retangulares, com
realizagdo de testes para avaliagdo comparativa de desempenho;

6. definicdo de um modelo de multiresolugdo, também baseado no carater
hierdrquico das triangulag¢des retangulares, de onde obtém-se modelos simplificados
dindmicos ou pré-computados.

A abordagem inicia-se por uma visdo geral de modelos de dados em visualizagio
cientifica, no capitulo 2, dando énfase aos modelos para dados com distribuig¢do
irregular e ressaltando a importancia do aspecto de adaptatividade das estruturas
associadas. O capitulo introduz também o conceito de multiresolugdo, que permite a
utilizagdo de modelos simplificados, para proporcionar uma rapida exploragdo dos
dados e a melhoria progressiva da qualidade das imagens.

O capitulo 3 revé os conceitos relativos as triangula¢des retangulares adaptativas,
aprofundando sua andlise e organizando de forma sistematica seus aspectos
combinatérios e as informagdes geométricas e topologicas. Seu carater hierarquico e
aspectos construtivos sdo dissecados. O resultado serve de subsidio para a defini¢do de
uma estrutura de dados compacta e eficiente, baseada naquela hierarquia, sobre a qual
serdo definidos o modelo de multiresolu¢do para as triangulagdes retangulares
adaptativas e os algoritmos para implementagdo dos métodos de visualiza¢do direta
sobre essas estruturas.

As triangulagdes retangulares adaptativas multiresolugfo constituem o tema do
capitulo 4. Trata-se de uma estrutura enriquecida com informagdes sobre o erro inerente
a simplificagdes que ela pode sofrer. Metodologias alternativas para o calculo de erro
sdo propostas. Apresentam-se métodos dindmicos para a obten¢do de um modelo
simplificado dos dados, definido por um limite constante de erro toleravel nessa
aproximagdo. Esses métodos disponibilizam modelos que atendam a tolerdncias
especificadas, sem a necessidade de percorrer toda a estrutura. Modelos simplificados
com tolerancia varidvel ao longo do dominio também sfo desejaveis, e podem ser
obtidos como modelos pré-computados.




No capitulo 5, faz-se uma revisdo de visualizagdo volumétrica direta, descrevendo
em detalhes algoritmos eficientes para implementag@o das técnicas de langamento de
raios e de projecdo sobre triangulagdes genéricas. Define-se o modelo 6tico adotado
para esses métodos e analisa-se a questdo de ordenagdo direcional das células dessas
estruturas.

A implementagdo daquelas técnicas sobre triangulagGes retangulares € tratada nos
capitulos 6 e 7. Apresenta-se uma estrutura de dados auxiliar para o método de projecio,
que permite substituir diversas operagdes aritméticas envolvidas nos processos de
ordenacio e projecdo das células por consultas a tabelas pré-computadas. Demonstra-se
que as células de uma triangulagdo RA podem ser ordenadas em relagdo a qualquer
diregdo e descreve-se um algoritmo para realizar essa ordenagdo, também esse baseado
na hierarquia dessas estruturas. Resultados de experimentos computacionais relativos a
esse método também estdo incluidos, bem como um estudo sobre dire¢des de projecdo
que se mostram especialmente vantajosas para aplicagdo desse método sobre
triangulacdes retangulares.

O capitulo 7, dedicado ao método de langamento de raios, discute a explora¢do da
hierarquia das triangula¢Ges retangulares para sua implementa¢do. O resultado ¢ um
algoritmo que, embora ndo tenha sido experimentado na préatica, apresenta claras
vantagens tedricas, além de utilizar os mecanismos de multiresolugdo de forma simples
e eficiente.

Os resultados alcangados sdo analisados no capitulo 8, concluindo favoravelmente
pela conveniéncia de utilizar triangulagdes retangulares como estrutura de representagéo
de dados volumétricos para sistemas de visualizagdo. Essas estruturas sdo especialmente
vantajosas para a exploragdo de conjuntos de dados distribuidos irregularmente, quando
for admissivel a reamostragem desses dados para os nds dessas triangulagdes, situagdo
em que elas se mostram nitidamente superiores as tradicionais malhas regulares.




Capitulo 2
Modelos de Dados em Visualizacao

Cientifica

As aplicagdes de computagdo cientifica, normalmente usam dados discretos que,
freqlientemente, precisam ser associados a modelos continuos para que possam ser
tratados, de forma consistente, como representativos de todo o dominio sob
investigagdo. Em particular, as técnicas de visualizagdo desses dados envolvem
reamostragem da grandeza em estudo em posi¢cdes diferentes daquelas onde ela é
conhecida originalmente. O objetivo dessa reamostragem pode ser a constitui¢do de
uma estrutura intermedidria mais conveniente ou o atendimento a requisitos proprios da
técnica escolhida, como por exemplo, a avaliagdo daquela grandeza nos pontos de
interse¢do de um raio com uma célula da decomposi¢do do dominio. Qualquer uma
dessas situagdes pressupde a existéncia de uma func¢do que associa um valor a cada
ponto do dominio em quest&o.

Este capitulo trata da modelagem de campo escalar, do qual se conhecem apenas
amostras localizadas em pontos distribuidos em um dominio tridimensional. Esses
dados podem ser representados por quadruplas (x; y, z; f), i=1,...,N, onde p=(x, y, z)
sdo as varidveis independentes, representando pontos do dominio D, e f € a variavel
dependente, sendo x, y, z e f numeros reais.

A modelagem consiste em estabelecer uma fun¢do F(p), definida em todo o
dominio D, que interpole esses dados, ou seja, F(p)=f;, i=1,...,N. Essa fungdo €, entdo,
usada para avaliar a grandeza escalar que ela representa em qualquer ponto peD.

Existem varios métodos para construir essa fungdo interpoladora. Uma das linhas
de diferenciagdo entre eles esta relacionada com a distribuigdo dos pontos amostrais no
dominio. A segdo 2.1 apresenta uma classificagdo para a variedade de estruturas
relacionadas as diferentes formas de distribui¢do desses pontos.

Outra linha de diferenciag@o entre as técnicas de modelagem de dados € a classe de
continuidade da fungdo interpoladora. A maioria dos modelos adotados na pratica sdo
da classe C°, ou seja, apenas a continuidade da fung@o € garantida, mas ndo a de suas
derivadas. Essa opgdo se justifica pela simplicidade, que se reflete em um baixo custo
computacional dos processos que empregam o modelo. No entanto, com a
disponibilidade crescente de hardware de alto desempenho, come¢am a se tornar
atraentes modelos mais sofisticados, de classe Cl, apresentando continuidade do
gradiente [Nielson93] [Foley93]. A se¢do 2.4 apresenta alguns desses modelos.




2.1 Discretizacio do Dominio

Neste ponto, faz-se necessario estabelecer uma terminologia para servir de
referéncia as diversas formas de discretizagdo do dominio utilizadas em computagio
cientifica e, em particular, em visualizagdo volumétrica, facilitando assim a exposi¢do
de idéias e conceitos. Isso sera feito com base nas abordagens encontradas em
[Speray90] e [Elvins92]. Outros autores propdem classificagdes diferentes, por exemplo
[Haber91] (citado em [Williams92a)).

A maioria dos sistemas computacionais existentes, voltados para visualizagdo de
dados, pressupde uma organiza¢do regular dos dados, considerando o dominio
subdividido em elementos cujas bordas sdo definidas por arestas retilineas de
comprimento constante, fazendo angulos retos entre arestas adjacentes. Entre eles se
incluem desde os tradicionais sistemas para tratamento de fun¢des bivariadas, que
tragam mapas de isolinhas como representa¢des graficas dessas fungdes, até os sistemas
modernos de visualizagdo de dados tridimensionais provenientes de tomografia e
ressonancia magnética. Esses sistemas consideram o dominio subdividido em quadrados
e em cubos, respectivamente. Em ambos os casos, todos os elementos de discretizagido
(quadrados e cubos) sdo idénticos e tém suas arestas alinhadas com os eixos de
referéncia. Sera adotado o termo grade regular (ou malha regular) para designar essa
forma de distribui¢do de dados, incluindo a possibilidade de que as células ndo sejam
necessariamente  quadrados/cubos, mas retdngulos/paralelepipedos retos, com
distanciamento entre pontos diferenciado nas trés dire¢des basicas.

Nas grades regulares, as posi¢des dos vizinhos de um dado n6 da malha estdo
definidas implicitamente, a partir da orientagdo dos trés eixos coordenados e de um
pardmetro de espagamento definido para cada um desses eixos. Nessa organizagdo, a
representagdo dos dados fica simplificada, sendo reduzida, normalmente, a um arranjo
tridimensional (ou n-dimensional, no caso mais geral) de numeros reais, que sdo os
valores da fungdo associados a esses pontos.

Qualquer outra forma de organiza¢do dos dados e subdivisio do dominio sera
considerada irregular. Ficam incluidas aqui as grades retilineas com distanciamento
irregular entre nos, as grades com arestas curvilineas e quaisquer outras malhas que
apresentem irregularidade topolégica ou geométrica. Nessa classe, a representagio dos
dados inclui, além do armazenamento do valor da fun¢do em cada ponto amostral, a
indicagdo explicita de sua localizagdo no espago e um conjunto de informagSes de
conectividade capaz de caracterizar vizinhanga, permitindo uma implementagfo
eficiente das técnicas em foco.

A figura 2.1 ilustra alguns tipos de malhas bidimensionais de cada uma dessas
classes.
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Figura 2.1 — Diferentes formas de organizagio dos dados

Entre as irregulares, as malhas de tetraedros (malhas simpliciais, também referidas
como triangulagdes ou “tetraedrizagdes”) receberdo atengdo especial neste texto, devido
a sua simplicidade, conveniéncias algoritmicas e pelo fato de que as outras formas de
organizagdo de dados podem ser, e freqiientemente sdo, substituidas por malhas
simpliciais.

Apenas para explicitar discrepancias existentes na terminologia empregada nas
diversas fontes bibliograficas disponiveis, [Haber91] classifica como malha irregular
apenas as estruturas que apresentam tanto irregularidade topoldgica quanto geométrica.
Assim, algumas malhas com arestas curvilineas, por exemplo, poderiam ser incluidas
entre as regulares.

2.2 Adaptatividade

Uma caracteristica de certos tipos de malhas ¢ permitir a existéncia de regides do
dominio com refinamento diferenciado. Em determinadas aplicagdes é importante que
regides criticas sejam discretizadas em um grande nimero de pequenas células,
enquanto outras regides do mesmo dominio podem ser subdivididas em células maiores.
Em simula¢8es computacionais, esse requisito esta associado a necessidade de conciliar
minimizag¢do de erros numéricos com a minimizagio do custo de representa¢io e
processamento. Em outros casos essa heterogeneidade de distribui¢do espacial pode ser
proveniente de uma amostragem sujeita a condicionamentos diversos.

Analisados sob essa Otica, os tipos de malhas relacionados acima levam a um
impasse. A regularidade facilita a representa¢@o ¢ admite algoritmos que proporcionam
eficiéncia de processamento, mas ndo oferece flexibilidade para adaptatividade. No
outro extremo, a irregularidade das malhas simpliciais tem implicagdes opostas: maior
custo de representagéo e processamento, porém com grande flexibilidade adaptativa.

O tipo particular de estrutura enfocado neste trabalho, a triangulagdo retangular
adaptativa, pode ser classificada como “quase regular”, e constitui uma solugo
intermediaria, capaz de conciliar adaptatividade com eficiéncia de algoritmos e
representacdo econdmica. Trata-se de uma subdivisdo simplicial de um dominio
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constituido de um arranjo regular de quadrados, no caso bidimensional, ou cubos, em
trés dimensdes, subdivisdo essa construida segundo uma particular metodologia. A
figura 2.2, retirada de [Persiano93], mostra um exemplo bidimensional, onde uma
triangulagdo retangular adaptativa, que doravante sera chamada de triangulagdo RA, é
aplicada na discretizagdo de uma regido do espago. O critério de refinamento ¢ definido
em fungdo da aplicagdo. Nesse exemplo, o critério aprova um tridngulo se ele ndo
contém nenhuma raiz da equagéo X — v+ x2y3 - xy2 =0, ou se ele € menor do que um
limite de tamanho especificado.

Figura 2.2 — Triangulagdo RA mostrando o conjunto de raizes de uma equag@o.

O proximo capitulo apresenta um estudo detalhado dessas estruturas, abordando
suas propriedades, metodologia de construgdo e aspectos que as tornam atraentes do
ponto de vista algoritmico. Ao longo deste trabalho as triangulagdes RA serdo
exploradas no que se refere a sua aplicabilidade em visualizagdo de dados
volumétricos.

2.3 Multiresoluc¢ao

A possibilidade de escolher o nivel de detalhes com que se quer trabalhar em
diferentes circunstincias é extremamente atrativa, sendo uma cogita¢do cada vez mais
presente no projeto de sistemas que devem tratar grandes massas de dados.
Particularmente em sistemas de visualizagdo cientifica, esse ¢ um requisito fundamental
quando se pretende construir interfaces interativas, pois, além do grande volume dos
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dados, as técnicas utilizadas apresentam, em geral, custo computacional elevado. A
abordagem de multiresolugdo permite uma rapida analise da estrutura geral dos dados,
quando a presenga de detalhes pode, ndo apenas ser dispensdvel, mas até ser
inconveniente.

A demanda por modelos multiresolugdo tem aumentado também devido a
proliferagdo de aplicagdes a distdncia, envolvendo transferéncia de dados via rede de
média ou baixa velocidade. Um dos recursos de interface que viabilizam incluir em tais
aplicagdes caracteristicas visuais sofisticadas € justamente a progressividade da
qualidade da imagem. A transferéncia de modelos simplificados, portanto de menor
volume, com detalhamento progressivo, proporciona “feedback” mais rdpido para o
usudrio, bem como uma menor sobrecarga da linha de comunica¢fo, uma vez que a
transmissdo integral pode ser desnecessaria.

Diversas abordagens tém sido usadas para esse problema. A mais simples € prover
a base de dados de uma série de modelos com diferentes niveis de detalhamento. Nesse
caso, o numero de niveis, normalmente pequeno, é pré-estabelecido pelo criador da base
de dados, assim como a prépria especificagdo desses niveis.

Esse esquema evoluiu para a definigdo de um unico modelo, do qual se podem
extrair modelos mais simples, cada um deles representando o modelo completo com um
certo grau de aproximagdo. Essa forma proporciona uma flexibilidade muito maior para
escolha do nivel de detalhe conveniente em cada circunstincia, de acordo com
requisitos especificos, que podem ser determinados em fungio da precisfo desejada e/ou
de limitagdes de recursos computacionais. Um modelo completo, com essas
caracteristicas, ¢ o que se denomina propriamente de modelo multiresolucio. E
desejavel que esses modelos permitam, inclusive, a extragido de modelos simplificados
especificados por diferentes niveis de precisio em diferentes partes do dominio. Além
dessa flexibilidade eles, em geral, também sdo mais econdmicos no que tange ao espago
ocupado.

Diversas propostas tém sido apresentadas, em trabalhos provenientes de diferentes
areas de aplicagdo, buscando chegar a formas eficientes de implementa¢do de
multiresolu¢do. Na drea de modelagem de superficies, [De Floriani95] propde uma
estrutura hierarquica baseada em parti¢gdes do dominio em células triangulares. Essas
parti¢Oes sdo aninhadas, de modo que, na geragdo da estrutura, um tridngulo € refinado
substituindo-o por uma triangulagio do seu dominio. O trabalho mostra que a
organizagdo de tais modelos em Aarvore constitui uma infra-estrutura que facilita o
processamento de operagdes espaciais.

[Hoppe96] propde um modelo, denominado “malhas progressivas”, baseado na
simplificagdo de uma malha por uma série de transformagdes em que uma aresta &
substituida por um ponto (“edge-collapse”). A reconstru¢io do modelo completo se da
por operages inversas (“‘vertex-split”), em um processo em que ndo hd perda de
informagbes. Muitos outros trabalhos em modelagem multiresolugio de superficies ja
foram publicados. As listas de referéncias dos dois citados acima constituem boas fontes
de indicagoes.

Passando a modelagem de volumes, onde se situa nosso interesse, as referéncias
sdo bem mais escassas. Dois trabalhos pioneiros na drea de visualizagdo volumétrica
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sdo: [Laur91] e [Wilhelms92]. Ambos utilizam estruturas hierdrquicas (“octrees”)
[Samet90] como forma de armazenar informagdes resumidas, relativas a uma amostra
regular de um campo escalar, em diferentes niveis. Esses trabalhos estdo voltados para
métodos especificos de visualizagdo: um método de projecdo € o método de extragdo de
isosuperficies, respectivamente, mas podem ser vistos numa dtica mais geral.

[Bertolotto94] apresenta uma versdo tridimensional equivalente a estrutura
hierarquica de tridngulos citada acima [De Floriani95]. Trata-se, portanto, de uma
subdivisdo do dominio em uma hierarquia de tetraedros, que define um modelo
multiresolug@o para representacdo de campos escalares volumétricos, podendo ser usado
para representagdo de dados com distribuigfo arbitraria.

[Wilhelms96] traz para o dmbito dos dados irregulares a abordagem de seu artigo
citado anteriormente. A estratégia ¢ utilizar uma arvore (“k-d tree”) para organizar os
dados espacialmente. Cada n6 da drvore armazena informagdes que permitem utiliza-lo
como uma aproximagdo de sua sub-arvore, incluindo uma avaliagfo do erro inerente a
essa simplificagdo.

[Popovic97] estende o modelo de Hoppe para o denominado “complexo simplicial
progressivo”, que inclui a possibilidade de representar modelos com dominios
tridimensionais, embora essa potencialidade nio seja explorada em seu trabalho.

[Cignoni98] descreve o “modelo simplicial multiresolu¢do”, proposto por seu
grupo de pesquisa como uma infra-estrutura unificada para modelos multiresolugdo. A
contribui¢do de seu trabalho € uma estrutura de dados para representagdo de tal modelo
como um complexo simplicial em dimensdo superior. Essa estrutura facilitou a
construg@o de um algoritmo para extrair modelos simplificados com resolugdo variavel,
que incluem as relagdes de vizinhanga entre tetraedros.

Finalmente, [Zhou97] apresenta uma infra-estrutura de multiresolugdo para
conjuntos de dados regulares, baseada em subdivisdo simplicial. Sua proposta ¢ muito
semelhante a triangulagfo retangular adaptativa (capitulo 3). Por ser voltada para uma
aplicagdo particular, no entanto, ela incorpora algumas simplifica¢des e limitagdes. Esse
artigo voltard a ser citado € analisado em suas particularidades no capitulo 4.

No préximo capitulo sera proposto um novo modelo, baseado nas triangulag¢des
retangulares adaptativas, mais econémico nos requisitos de memoria e mais flexivel, no
que se refere a gama de aplicagdes que alcanga.

2.4 Modelagem de Dados Irregulares

Como mencionado anteriormente, um requisito importante para analise e gera¢do
de imagens a partir de uma amostra discreta -de dados escalares € a definicdo de uma
fungfo que represente essa amostra e permita estimar valores para a grandeza em estudo
em qualquer ponto do dominio. No contexto da visualizagdo, essa necessidade se
apresenta basicamente em duas circunstancias: quando a amostra conhecida tem uma
distribui¢do irregular e a ferramenta de visualizagdo disponivel exige que os dados
estejam arranjados regularmente. Nesse caso, aquela fung@o auxiliar serd usada para
estimar o valor escalar nos nés de uma malha regular. O segundo momento é o da
aplicagdo da técnica de visualizagdo propriamente dita que, seja regular ou irregular a
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organizagdo dos dados, sempre envolve algum estidgio em que se faz necessaria a
avalia¢do da grandeza em foco em pontos no interior do dominio.

Levando em conta a organizagfo de um sistema computacional de visualiza¢do de
dados, pode-se constatar que a reamostragem em malha regular, quando ¢ feita, € uma
tarefa realizada uma Unica vez em uma se¢do de visualizagdo, sendo o seu resultado, a
estrutura regular auxiliar, usado repetidas vezes em um processo interativo de
exploragdo dos dados através da geracdo de uma série de imagens. Sendo assim, aquele
trabalho de reamostragem tem um peso relativamente pequeno no processo como um
todo, do ponto de vista do tempo de execugdo. Isso permite aplicar métodos de
interpolagdo mais sofisticados nessa fase inicial, sem causar um impacto muito
significativo no desempenho do sistema. Consegue-se, assim, melhorar a confiabilidade
dos dados atribuidos aos nds da estrutura auxiliar, que serdo a base de todas as
operagdes subseqiientes. Por outro lado, as técnicas de visualizagdo propriamente ditas
devem empregar métodos de interpolagdo computacionalmente mais leves, para que
possam ser usados intensivamente, sem degradar o desempenho e conseqilientemente o
carater interativo do sistema.

Embora existam varios métodos de interpolagdo aplicaveis a muitos tipos de
conjuntos de dados, ndo existe nenhum que possa ser indicado como o melhor para
todos os casos. A condigdo ideal seria a de poder experimentar varios métodos e
comparar as imagens geradas com cada um deles.

2.4.1 Interpolacio para Técnicas de Visualizagio

Esta se¢do aborda alguns métodos de interpolagdo simples e de baixo custo
computacional, conforme requisito estabelecido acima para implementagio eficiente das
técnicas de visualizago.

A fung@o interpoladora mais simples ¢ a fungfo “valor mais proximo”, que associa
a cada ponto do dominio o valor do ponto amostral mais proximo. Apesar da
descontinuidade que a caracteriza, essa fun¢do € usada com sucesso em muitas
aplicagdes que apresentam uma amostragem regular suficientemente fina. Em uma
grade regular o volume de valor constante em torno de um né da malha € um hexaedro,
denominado voxel. A regularidade de tamanho das células, bem como o alinhamento de
suas arestas com os eixos do sistema cartesiano de referéncia sdo condigdes muito
convenientes, proporcionando facilidade e eficiéncia na determinagio do valor mais
proximo de um dado ponto neste tipo de malha.

Em uma distribuigdo irregular de pontos, os volumes de valores constantes sio
definidos pelo Diagrama de Voronoi do conjunto [Preparata85] [O’Rourke94]. Essa
estrutura ndo oferece a mesma facilidade para determinagdo do valor mais proximo, o
que dificulta sua aplicabilidade.

A segunda classe de fungdes interpoladoras, em uma escala crescente de
complexidade, abrange a fungfo trilinear para as grades regulares e a fungfo linear por
partes para as malhas simpliciais (triangulagdes), sejam regulares ou irregulares (ou
ainda quase-regulares, como uma triangulagdo RA). Esses casos ja se caracterizam por
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apresentarem continuidade das fun¢des, embora as derivadas ndo sejam continuas nas
transigdes entre células.

2.4.2 Reamostragem em Malhas Auxiliares

A geragdo de imagens a partir de dados irregularmente distribuidos é uma 4area de
investigacdo considerada ainda em sua infincia por importantes pesquisadores do setor
[Kaufman94] [Nielson94]. Apesar do grande nimero de trabalhos publicados sobre o
assunto nos ultimos anos, pode-se considerar ainda valida essa afirmativa. Um fato que
corrobora essa opinido € a persisténcia da aplicagdo do primeiro recurso de que se
langou méo, nos primordios da utilizagdo de computadores para geragdo de imagens
(mapas de isolinhas) a partir de dados cientificos: ainda hoje se usa reamostrar os dados
irregulares em uma malha regular para aplicagdo de técnicas convencionais de
visualizagdo.

As vantagens de gerar uma configuragfo regular para representar dados irregulares
sdo bem conhecidas. Em geral as técnicas que trabalham com discretiza¢do do dominio
sdo implementadas de forma mais econdmica (espago e tempo) quando as células dessa
discretizagdo tém formato constante. Os ganhos sfo ainda maiores se essas células sdo
cubos com arestas paralelas aos eixos coordenados (grades cartesianas).

Uma primeira desvantagem dessa abordagem ¢ o fato de que os dados originais sdo
deixados de lado apds a reamostragem. A fungdo construida sobre a organizagio regular
para as operagdes subseqiientes nfo interpolard aqueles dados. Outra desvantagem
surge quando essa organizagdo auxiliar é usada para representar dados cuja distribui¢fio
tem caracteristicas de heterogeneidade espacial acentuadas. Nesses casos a regularidade
da estrutura leva a um impasse: o alto grau de refinamento exigido nas regides criticas
induz um refinamento excessivo no restante do dominio ¢ mesmo fora do dominio
estrito do problema. As malhas adaptativas surgem como sendo a solugfio correta para
essas situagdes. Dentre elas, as triangulagdes se destacam como as mais usadas, pela
simplicidade de suas células, sua regularidade topologica e flexibilidade adaptativa.

Em particular, as triangulagGes retangulares se apresentam com o potencial de
conciliar adaptatividade com um significativo carater de regularidade (quase-
regularidade). Este trabalho explora as possibilidades dessa classe de triangula¢des no
que concerne as técnicas de visualizag@io. Pode-se vislumbrar como aplica¢bes, a
visualizagdo de resultados de simulagdes feitas sobre a propria triangulagdo RA, bem
como sua utilizagdo como estrutura auxiliar para visualizagio de dados irregulares,
substituindo as malhas regulares, quando o requisito de adaptatividade for relevante.
Esta substituicdo é uma solugdo de compromisso entre eficiéncia e qualidade de
representagdo, conveniente para muitas aplicagdes.

2.4.3 Interpolacao para Reamostragem em Malhas Auxiliares

Para realizar esta tarefa € necessario construir uma fungfio interpoladora definida
em todo o dominio do problema, a qual é, entdo, avaliada nos nds da malha auxiliar
adotada. Também aqui pode ser usada uma fungéo linear por partes. No entanto, como
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esta reamostragem constitui uma fase de pré-processamento, para os algoritmos de
visualizagdo propriamente ditos, e tendo um impacto relativamente pequeno no tempo
despendido no processo como um todo, ¢ possivel aplicar métodos de interpola¢io mais
refinados e mais exigentes quanto aos recursos computacionais necessarios.

A literatura dessa 4rea dispde de uma grande variedade de métodos, com
caracteristicas e conveniéncias também muito variadas. [Farin86] [Cendes87]
[Alfeld89] [Nielson93] [Foley93] [Neves97a] sdo trabalhos que descrevem muitos
desses métodos e discutem suas propriedades. A escolha entre eles depende de uma
andlise das condigdes especificas de cada conjunto de dados, envolvendo aspectos como
continuidade da fungdo e de suas derivadas, localidade de fungdes de base, exigéncia ou
ndo de subdivisdo do dominio (por exemplo, fungdes polinomiais por partes), etc.
Preferencialmente, o método de interpolagdo mais conveniente deveria ser indicado
pelos proprios especialistas responsaveis pela geragio dos dados.
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Capitulo 3

Triangulacoes Retangulares

3.1 O Que ¢ uma Triangulacio Retangular?

Antes de tudo, uma triangulagdo retangular é uma triangulagio, o que indica a
conveniéncia de iniciar este capitulo definindo essa classe de estruturas.

Defini¢io: Uma triangulagdo de um dominio D do espago n-dimensional é uma
cole¢do de simplexos de dimensdes menores ou iguais a n, tal que:

a) as faces de qualquer dos simplexos da cole¢do fazem parte dela;
b) os simplexos possuem interiores disjuntos;
¢) a intersegdo de quaisquer dois simplexos € vazia ou ¢ um simplexo da cole¢do;

d) a unifio dos simplexos da cole¢do ¢ igual a D.

No presente contexto, ¢ importante ressaltar que as estruturas que atendem a essa
definigéio, possuem a propriedade de conformidade, ou seja, todo simplexo de dimenséo
k-1 da colegdo constitui uma face (inteira) de um simplexo de dimensio & da colegdo.
Isso eqtiivale a dizer que ndo existe um vértice no interior de uma aresta, nem uma
aresta no interior de um tridngulo, etc. No contexto considerado aqui, o dominio
considerado pertence ao espaco tridimensional, embora freqiientes, as referéncias a
dominios bidimensionais sdo usadas apenas como apelo visual.

O termo triangula¢do retangular serd usado para designar uma subdivisdo
simplicial de um dominio constituido de um arranjo regular de cubos, subdivisio essa
construida segundo uma particular metodologia. Essa metodologia serd descrita a
seguir, paralelamente com a identificacdo de algumas propriedades da triangulagdo
resultante.

Cada cubo pode ser dividido em seis tetraedros, cortando-o por trés planos que se
interceptam mutuamente segundo a reta suporte de uma diagonal do cubo (figura 3.1).
Cada um desses planos fica definido por essa diagonal em conjunto com uma aresta do
cubo ou com uma diagonal de face.
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Figura 3.1 — Cubo dividido em 6 tetraedros

A escolha dos planos de corte para cada cubo deve ser feita de forma a que dois
cubos vizinhos sejam imagem especular um do outro (nfo considerando, por enquanto,
regides do dominio com diferentes niveis de refinamento), como mostra a figura 3.2.

Figura 3.2 — 2 cubos vizinhos divididos em tetraedros

Os tetraedros assim formados sdo similares, ou seja, quaisquer dois relacionam-se
por uma similitude (transformagdo afim resultante da composigdo de rotagdes, escalas

uniformes, reflexdes e translagoes).

Como a defini¢do dos planos de corte para um cubo, nesse procedimento, estd
atrelada a alguma de suas diagonais, € como um cubo ¢ sempre imagem especular de
cada um de seus vizinhos, observa-se que os quatro cubos que compartilham uma
mesma aresta tém (as quatro) diagonais diferentes definindo seus planos de corte.

Uma triangulagdo formada por um arranjo regular de cubos divididos dessa forma é
chamada triangula¢do CFK (Coxeter-Freudenthal-Kuhn) em [Gomes89] e [Persiano93],
onde se encontram descri¢des mais detalhadas. Esses trabalhos distinguem dois tipos de
triangulagdes CFK: o tipo J1 corresponde a descrigdo acima; um procedimento analogo
produz o tipo K1, cuja diferenga do primeiro estd no fato de que todos os cubos sdo
subdivididos segundo a mesma diagonal. Pode-se considerar que, neste segundo tipo,
todas as triangulagdes dos cubos do arranjo sejam obtidas a partir da de um deles,
simplesmente por translagdo. Devido a suas propriedades combinatérias e geométricas,
essa forma de subdivisdo do espago vem sendo utilizada em diferentes contextos e
aplicagOes ([Allgower87], [Castelo90], [Persiano91], [Salim91], [Persiano93]).
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Neste trabalho consideram-se apenas as triangulagdes CFK do tipo J1. Os
tetraedros constituintes dessas estruturas sdo designados como tetraedros tipo 4. Cada
tetraedro desse tipo tem como maior aresta a diagonal do cubo e como menor aresta
uma aresta do cubo.

A partir de uma tal triangulag¢do, pode-se derivar uma outra pela aplicagdo de um
procedimento de refinamento a cada um dos simplexos da configuragdo original. Esse
procedimento, denominado bisse¢cdo-ao-meio, consiste em dividir o simplexo pelo
plano definido por trés pontos particulares: o ponto médio de sua maior aresta e os
pontos extremos da aresta oposta. Os tetraedros resultantes desse processo sdo
designados como tetraedros fipo B. Um tetraedro do tipo B tem como maior aresta uma
diagonal de face do cubo € como menor aresta a metade da diagonal do cubo. A figura
3.4 mostra a bisse¢do-ao-meio dos seis tetraedros, agrupados em pares que apresentam o
mesmo plano de corte. Vale observar que esses planos s@o ortogonais aos planos que
subdividiram o cubo inicialmente. Note-se ainda que todos os tetraedros resultantes sdo
congruentes entre si.

Figura 3.4 — Tetraedros do tipo A divididos em
tetraedros do tipo B

Reaplicando o mesmo procedimento de bisse¢do-ao-meio aos novos simplexos,
resulta uma terceira triangulagdo, cujos tetraedros, diferentes dos anteriores, sio
também todos congruentes entre si e recebem a designagdo de tetraedros tipo C. A
figura 3.5 mostra dois exemplos dessas subdivisdes. A observacdo cuidadosa da figura
3.4 leva a concluir que os planos de corte sdo os mesmos usados na fase anterior, para a
subdivisdo dos tetracdros tipo A. Os tetraedros tipo C tém como maior aresta uma
aresta do cubo e como menor aresta a metade da diagonal da face do cubo.
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Figura 3.5 — Tetraedros do tipo B
divididos em tetraedros do tipo C

Continuando com a aplicagdo do procedimento de bisseg@o-ao-meio, o proximo
passo levara, pela subdivis@o dos tetraedros tipo C, a uma triangulagdo com as mesmas
caracteristicas da estrutura original, formada por tetraedros tipo A. Os planos de corte
sdo agora paralelos aos planos das faces dos cubos, formando novos cubos cujas
dimensdes lineares sdo a metade das dos cubos originais. Dessa forma, os comprimentos
das arestas dos novos tetraedros tipo A, sdo também a metade dos comprimentos das
respectivas arestas de seus antecessores do mesmo tipo. A mesma proporgdo se repete a
cada nova geracdo de tetraedros dos tipos B e C, em relagdio a seus antecessores
imediatos do mesmo tipo. Vale ressaltar ainda que, para esses cubos menores, continua
valendo a propriedade de especularidade entre vizinhos, de forma que para os cubos
menores, resultantes de um mesmo cubo original, as diagonais que caracterizam suas
subdivisdes tém diferentes orientacdes.

A estrutura resultante desse processo de refinamento tem um carater hierarquico
inerente, como ilustra a figura 3.6. Essa propriedade sera analisada adiante, sob a otica
de multiresolugéo.

Figura 3.6 — Arvore bindria de subdivisio de um simplexo

20




Essas triangulagdes sdo ditas “retangulares” pela predomindncia de dngulos retos
entre suas faces.

3.2 Rotulacio de Vértices e Faces

O estabelecimento de uma sistematica de identificagdo para vértices e faces dos
tetraedros, favorece amplamente as discussdes que se seguem. Embora seja uma decisdo
arbitréria, as op¢des feitas para essa finalidade tém reflexos importantes na maior ou
menor facilidade com que se faz referéncia aos elementos da estrutura, tanto do ponto
de vista descritivo quanto de implementagdo. A metodologia adotada, cuja descrigéo é o
objeto desta se¢do, mostrou-se conveniente em ambos os aspectos. A figura 3.7 mostra
exemplos de células com vértices rotulados segundo essa metodologia, regida pelas
seguintes normas:

1) na triangulacdo correspondente ao primeiro nivel de subdivisdo dos cubos, as
arestas que unem os vértices 0 e 1, 1 e 2, 2 e 3 sdo arestas do cubos;

11) a maior aresta do tetraedro € sempre a que une os vértices 0 ¢ 3;

iii) os vértices de indice 3 nos novos tetraedros, gerados por uma subdivisfo, sdo os
extremos da maior aresta do tetraedro pai;

iv) o novo vértice criado em uma subdivisdo recebe o indice 2.

Figura 3.7 — Indexagdo de vértices de tetraedros

Quanto a indexa¢do de faces, a op¢fio mais conveniente para células simpliciais é
associar a cada face o indice do vértice oposto a ela, que € o unico vértice do simplexo
que ndo pertence a face. Esta é uma solucdo econdmica que, por identificar
implicitamente as faces, evita o consumo de espago com a referéncia explicita aos seus
vértices.

S&o relacionadas a seguir algumas propriedades da indexagdo obtida, as quais
facilitam as operac¢des de manipulagdo da topologia da estrutura:

1) na subdivisdo de um tetraedro, as faces cortadas sdo as de indices 1 e 2;
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i1) a nova face criada por uma subdivisio tem sempre indice 3;

iii) as faces de indices 0 e 3 de um tetraedro tém sempre 0 mesmo formato.

3.3 Aspectos Combinatorios de Triangula¢oes Retangulares

Para iniciar esta exposigdo sdo necessdrias mais algumas defini¢des. A estrela de
uma aresta € o conjunto de todos os simplexos da triangula¢do que compartilham aquela
aresta. A estrela de uma aresta € um niicleo quando essa aresta € a maior aresta de todos
os simplexos de sua estrela. Finalmente, a maior aresta de um ntcleo é designada por
eixo do nucleo.

Até aqui, uma triangulag8o retangular € uma estrutura regular, uma vez que todos
os seus simplexos s@o do mesmo tipo e tém o mesmo tamanho, além de estarem
dispostos segundo um padrdo regular. Todos os simplexos de uma tal triangulagio
pertencem a algum nucleo, ou seja, essas triangulagdes sdo formadas apenas por
nucleos. O refinamento de toda a estrutura através do procedimento de bissegido-ao-
meio, como descrito acima, pode ser visto como uma série de operagdes de subdivisdo
de nucleo (bisse¢do-ao-meio dos tetraedros de um nucleo). Essa serd considerada a
operagdo basica de refinamento de uma triangulagfo retangular. A se¢fo 3.4 mostrara
que ela pode ser aplicada a cada nicleo isoladamente, o que proporcionara maior
flexibilidade a essas estruturas, incorporando a nogéo de adaptatividade.

Como todos os simplexos de um nucleo sdo de um mesmo tipo (A, B ou C), é
natural a referéncia ao tipo de um nucleo. Pode-se determinar quantas e quais sdo as
situagdes em que os tetraedros podem ser encontrados em uma triangulagio retangular,
analisando os trés tipos de nucleos e as diferentes diregdes que os seus eixos
apresentam. O nucleo do tipo A € formado por 6 tetraedros que compartilham uma das
diagonais do cubo. Como cada um desses tetraedros tem uma orientagdo propria € o
cubo possui 4 diagonais, conclui-se que existem 24 orienta¢des para tetraedros do tipo
A. A figura 3.8 mostra um desses nucleos.

Figura 3.8 — tetraedros de um nucleo do tipo A

Um nucleo do tipo B € constituido por 4 tetraedros pertencentes a 2 cubos vizinhos,
formando um octaedro. As células de um nucleo desse tipo compartilham uma das
diagonais de face do cubo. Como o cubo tem 6 dire¢des possiveis para suas diagonais
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de face, resulta que sfio também 24 as orientagdes possiveis para tetraedros do tipo B. A
figura 3.9 mostra os componentes de um desses nucleos.

Figura 3.9 — Tetraedros de um nucleo do tipo B, pertencentes a 2 cubos vizinhos

O nucleo do tipo C também forma um octaedro e é constituido por 8 tetraedros,
provenientes de quatro cubos vizinhos, que compartilham a aresta comum a esses cubos.
Como as arestas de cubos tém apenas trés diregdes possiveis, conclui-se que sédo
também 24 as orientagdes de tetraedros desse tipo. A figura 3.10 mostra 4 dos 8
tetraedros de um nucleo do tipo C.

cubo 1 cubo 2

’ ,,,,,,,, o

Figura 3.10 — 4 tetraedros de um nticleo do tipo C, pertencentes
a 2 cubos vizinhos. Os outros 4 pertencem a 2 outros cubos

O termo “orientagdo” foi usado até aqui de maneira informal. No entanto, ele ird
assumir um papel fundamental na organizagdo das triangulagdes retangulares, o que
justifica associd-lo a um significado preciso. Pode-se definir orientagdo de um tetraedro
como sendo a lista dos valores dos dngulos que suas faces fazem com os planos
coordenados.

Da andlise acima, conclui-se pela existéncia de 72 orientagdes de tetraedros
distintas em triangulag¢des retangulares, sendo 24 para cada tipo de tetraedro. A
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metodologia de indexagdo adotada permite coexistirem em uma mesma estrutura
tetracdros com a mesma orientagdo mas que apresentam duas distintas indexagdes de
faces e vértices, que correspondem a inversdo dos indices associados aos vértices da
major aresta do tetraedro. Isto levou a cunhar o termo orienta¢do indexada, para
diferenciar as duas instancias de cada orienta¢io de tetraedro. Assim sendo, existem 48
orientagdes indexadas para cada tipo de tetraedro, totalizando 144. No entanto, o
contexto apenas raramente exige essa diferenciag¢do, o que permite continuar usando o
termo orientagdo tanto para fazer referéncia as 72 orientagdes de tetraedros quanto as
144 orientagdes indexadas, explicitando a diferenca apenas diante de alguma
necessidade eventual.

Cada uma das diversas orientagdes ¢ obtida pela aplicagdo de uma transformacdo
de re-orientagdo a um tetraedro padrdo do mesmo tipo. Define-se uma transformagio
dessa classe por uma ou duas reflexdes relativas a um dos 9 planos que contém 4
vértices de um cubo da subdiviséo original. Esses planos sdo: os 3 planos coordenados

x=0, y=0 ou z=0
e 0s 6 planos inclinados
X=y, -X=y, X=Z, -X=Z, Y=Z Oou -y=z

A orientagdo de um tetraedro pode ser caracterizada por um vetor. Para isso, basta
tomar-se qualquer vetor definido pela geometria do tetraedro e pela indexacio de seus
vértices ¢ faces, desde que as trés coordenadas do vetor sejam distintas em médulo. Foi
escolhido como vetor de orientagdo (V,i), 0 vetor diferenca entre o vértice de indice 3 e
o baricentro da face oposta a ele. A figura 3.11 ilustra esse vetor para um tetraedro de
cada tipo.

Tipo A Tipo B Tipo C
3 3
; Vi
Vori 2 2
{ b
0 | 2 o) b 0 o) 0
Vori :
: |
} 0 1 34 1
i _ R

Figura 3.11 — Vetores de orientagdo de tetraedros.

Para esses casos, tem-se:

tipo A: vo=(1,0,0), vi=(1,1,0), v,=(0,1,0) e v3=(0,1, 1)
b=(vo+vi+vy)/3=(2/3,2/3,0)
Voi=v3—b=(-2/3,1/3, 1)

24



tipo B: vo=(0,1,0), vi=(1,1,0), va=(1/2,1/2,1/2) e v3=(1, 0, 0)
b=(vo+vi +va)/3=(3/6,5/6, 1/6)
Vori = v3 — b = (3/6, -5/6, -1/6)

tipo C: vo=(0,1,0), vi=(1/2,1/2,1/2), va=(1/2,1,1/2) e v3=(0,1, 1)
b=(vo+vi+va)/3=(26,5/6,2/6)
Vori = v3 — b = (-2/6, 1/6, 4/6)

Apenas a diregdo do vetor € importante, sendo irrelevante o seu médulo. Portanto,
pode-se assumir que, para os tetraedros da figura, os vetores de orientagdo sejam escalas
positivas dos obtidos acima. Por exemplo, pode-se adotar os vetores (-2, 1, 3), (3, -5, -1)
e (-2, 1, 4), respectivamente. Conforme mencionado anteriormente, as demais
orientagdes de tetraedros podem ser obtidas através de transformagdes de reorientagdo
aplicadas sobre tetraedros padrdo. Qualquer tetraedro de cada tipo pode ser tomado
como padrio, inclusive aqueles utilizados na ilustragdo. Uma transformagdo de
reorientagdo ¢ uma composi¢do de reflexdes em relagdo aos planos ja identificados.
Observa-se, ainda, que a reflexdo de um vetor em relagdo a um plano coordenado
eqiiivale a troca do sinal de uma de suas componentes, e que a reflexdo em relagdo a um
dos planos inclinados eqiiivale a permutagdo de duas de suas coordenadas, com a
eventual troca de sinal de uma delas. Portanto, nenhuma dessas transformages altera os
modulos das coordenadas do vetor. Conclui-se que os vetores de orientagdo podem ser
tomados como sendo vetores que tém como componentes os valores seguintes, em
alguma ordem:

(+/-)1, (+/-)2 e (+/-)3, para tetraedros do tipo A;
(+/-)1, (+/-)3 e (+/-)5, para tetraedros do tipo B; e
(+/-)1, (+/-)2 e (+/-)4, para tetraedros do tipo C.

Assim sendo, por agdo de combinagGes de reflexdes, o vetor de orienta¢do de um
tetraedro podera alterar-se no maximo em 47 outros vetores, 0 que caracteriza as 48
orientagdes de cada tipo de tetraedro. De fato, como as trés coordenadas do vetor
possuem modulos distintos, sob a ag¢do das reflexdes, ha 8 possiveis combinag¢des de
alterag@o de sinais e 6 possiveis permutacdes dos valores distintos dos modulos das
coordenadas (ver se¢édo 3.7.1).

3.4 Triangulacio Retangular Adaptativa

A segdo 3.1 descreveu um processo de subdivisdes sucessivas, aplicado de maneira
uniforme sobre as células da estrutura. No entanto, em muitas situagdes essa
uniformidade ¢ inconveniente, sendo necessario permitir que essas subdivisdes sejam
controladas por critérios variaveis para diferentes regides do dominio, de acordo com
requisitos especificos da aplicagdo. Assim, pode-se chegar a conclusdo de que uma
determinada célula tem dimensdes muito grandes, ou seja, a aplicagdo pode exigir que a
regido do espago onde ela se situa tenha uma subdivisdo mais refinada, dando génese a
uma malha adaptativa.
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Para gerar configura¢des desse tipo, surge o problema de que o procedimento de
bisse¢do-ao-meio ndo pode ser aplicado a um tetraedro isoladamente. Essa
impossibilidade se deve ao fato de que a maior aresta de um tetraedro, aquela que serd
subdividida pela inser¢do de um novo vértice, sempre sera compartilhada por outra(s)
célula(s). Por estarem sendo utilizadas triangulagdes bidimensionais como ilustra¢des,
convém observar que nesses casos existem exce¢des aquela regra: um tridngulo que
tenha sua maior aresta na fronteira do dominio é considerado um niicleo degenerado, e
pode ser subdividido isoladamente. A menos desta excegdo, a configuragdo topoldgica
resultante da subdivisdo de um uUnico simplexo da estrutura ndo caracteriza uma
triangulag8o, por ndo apresentar a propriedade de conformidade, definida no inicio deste
capitulo, uma vez que o novo vértice inserido ndo € vértice das células vizinhas. Isso
causa severas restrigdes em determinadas aplicagdes, tais como geracdo de malhas para
elementos finitos e aproximagdo polinomial de fungdes, tornando-se necessario resolver
essa questdo topolégica de forma a que a estrutura final seja uma triangulagdo. A
solugdo proposta em [Barbalho93] ¢ estabelecer, como unica operagdo de refinamento
possivel, a aplicagdo do procedimento de bisse¢do-ao-meio simultaneamente a todos os
tetraedros pertencentes a um mesmo nucleo. Essa operagdo conjunta, designada por
subdivisdo de nucleo, sempre resulta em uma triangulagéo.

Define-se triangulacdo retangular adaptativa, ou triangulagdo RA, como a
estrutura resultante de uma seqiiéncia de subdivisdes de nucleos, aplicada a uma
triangulag@o retangular regular, onde a escolha dos nucleos a serem subdivididos tenha
sido induzida por algum critério de refinamento nfo homogéneo. Uma estrutura desse
tipo ¢ constituida, a principio, por uma composicdo dos trés tipos de tetraedros, podendo
incluir instancias das 72 orientagdes possiveis j4 relacionadas, com diferentes tamanhos.

A figura 3.12 mostra uma triangulagdo RA bidimensional. Observa-se que,
diferente de uma triangulagdo retangular regular, a estrutura apresenta simplexos que
ndo pertencem a nucleos. Para subdividir um desses simplexos, por exemplo o simplexo
hachurado da ilustragéo, € necesséario formar primeiramente o seu nucleo, o que exige a
subdivisdo de outras células da vizinhanga.

et~ CoATT

Figura 3.12 — Triangulagdo RA bidimensional

A figura mostra que esse efeito se estende até que seja alcangado um nucleo
preexistente: seja ¢/ a célula hachurada, ¢2 sua vizinha, com quem c/ compartilha sua
maior aresta, ¢ ¢3 a vizinha de ¢2 pela maior aresta; c4 € ¢5 completam a seqiiéncia de
células alcangadas por esse efeito indutivo, terminando em ¢35, que no exemplo € a
maior célula da estrutura. ¢5 pertence a um nucleo ja formado (neste caso um nucleo
degenerado, portanto constituido de uma unica célula), podendo, portanto, ser
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subdividido, e interrompendo a expansdo da regifo de abrangéncia do processo. O
procedimento para determinar essa vizinhanga, bem como a seqiiéncia de refinamentos
de nucleos necessarios, é designado por refinamento bdsico. Esse procedimento,
apresentado como o algoritmo 3.1, foi extraido de [Barbalho93].

Procedimento de refinamento basico de um simplexo S :

Refinamento_basico (S)
A < aresta mais longa de S
enquanto A ndo € a maior aresta de algum simplexo S’ da estrela de A
Refinamento basico (S”)
efetuar a subdivisdo do nucleo de S

Algoritmo 3.1 — Refinamento bésico

A fase de avango recursivo desse algoritmo determina a regifio que serd abrangida
pelo refinamento; na fase de retorno ¢ que a subdivisdo dos nucleos é efetivada, pela
bisse¢do-ao-meio de seus simplexos. As arestas pontilhadas na figura 3.12 sdo aquelas
incluidas pelo processo de refinamento relativo a S. A ordem dessas inclusdes ¢ da
maior para a menor aresta.

A exposigdo do procedimento de refinamento basico serd encerrada com a anélise
de algumas de suas propriedades. Antes, porém, faz-se necessario incluir uma nova
defini¢do, dentro do contexto das triangula¢des RA. A bacia de um niicleo [Bueno96] é
o conjunto de células com a seguinte propriedade comum: a requisi¢do de subdivisdo da
célula desencadeia, pelo mecanismo indutivo exposto acima, uma série de requisi¢des
de subdivisdes de outras células, culminando na subdivisdo do nucleo em questio. A
figura 3.13 mostra uma triangula¢do RA onde estdo marcadas com letras maitisculas as
células componentes de nicleos e com letras mindisculas as integrantes das respectivas
bacias.

A B
A B
a
a alb b s
caalg f F
pdeeN

Figura 3.13 — Bacias em uma triangulagio RA.

Finalmente, sdo ressaltadas as seguintes propriedades do procedimento acima.
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i) O algoritmo € finito

No aprofundamento do processo recursivo, o refinamento basico € aplicado sobre
um novo simplexo, que compartilha a maior aresta de S, mas que possui outra
aresta ainda maior. Portanto, cada nova chamada desse procedimento tem como
argumento uma célula maior do que a anterior, o que garante a inexisténcia de
ciclos e a finitude do algoritmo, uma vez que a estrutura € finita. Mais
precisamente, em triangulag¢des tridimensionais o tamanho da maior aresta dobra a
cada trés chamadas recursivas, quando € alcangado outro tetraedro do mesmo tipo
do primeiro. Isso caracteriza uma progressdo geométrica naturalmente finita. No
pior caso, quando o processo se estende até o nivel mais alto de uma arvore, o nivel
alcangado pela recursdo € nio-1, onde Mo € 0 nivel de refinamento da célula
que deflagrou o processo.

i1) O procedimento € invariante & ordem de sua aplicagdo

Denotando-se por B(S,7) a estrutura resultante do refinamento basico do simplexo
S da triangulagdo 7, entdo, para quaisquer simplexos S/ e S2 de T as triangula¢des
B(S2, B(S1,7)) e B(S1, B(52,T)) sdo iguais.

Para confirmar esta assertiva, devem-se considerar duas situa¢des possiveis: se S/ e
S2 pertencem ou ndo a mesma bacia. Se pertencem, existe interse¢io entre os
conjuntos de nicleos a serem subdivididos nos refinamentos basicos de S/ e S2. A
interse¢do minima € o maior nucleo de cada um desses conjuntos. A subdivisdo dos
nucleos pertencentes a essa intersegdo, no refinamento basico de S/, por exemplo,
refletird no refinamento béasico de S2 apenas como uma simplifica¢do, truncando a
seqiiéncia de nucleos a serem subdivididos. Portanto, a ordem de execucgfo desses
refinamentos ndo altera o resultado final.

Se S/ e S2 nédo pertencem a mesma bacia, seus refinamentos bésicos sdo totalmente
independentes, do ponto de vista dos ntcleos envolvidos, ¢ novamente sua ordem
de execugdo € irrelevante.

Encerrando esta se¢éo, algumas propriedades importantes das triangulagdes RA sio
também explicitadas:

1) qualquer simplexo de um determinado tipo pode ser obtido por uma
transformagdo afim de qualquer outro simplexo do mesmo tipo. As transformagdes
necessarias sdo: translagdo, escala e reorientagfo, esta ultima definida como uma
ou duas reflexdes relativas a um dos 9 planos que contém 4 vértices de um cubo da
subdivisdo original;

ii) os fatores de escala envolvidos nessas transformagdes sdo sempre poténcias de
2, da forma 2, onde k € Z;

iil) para cada tipo de simplexo existem 24 transformagdes de reorientag#o distintas.
3.4.1 Organizaciao Hierarquica

O resultado do processo de refinamento de um tetraedro, mostrado na figura 3.6,
constitui uma arvore BSP (binary space partition tree), ou seja, uma arvore binaria em
que cada no corresponde a uma regido do espago, que pode ser ou ndo subdividida em
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duas sub-regiGes. Nesse caso a subdivisdo ¢ definida por um plano, conforme
estabelecido anteriormente.

Sendo assim, uma triangulagdo RA pode ser vista como um arranjo de arvores
BSP. Sera chamada, daqui para a frente, triangula¢do raiz, a triangulagdo original,
formada por tetraedros do tipo A, a partir da qual se obteve uma triangulagdo RA pela
aplicagdo de procedimentos de refinamento adaptativo. Cada simplexo da triangula¢éo
raiz ¢ araiz de uma arvore BSP que descreve todas as sucessivas bisse¢des aplicadas ao
longo do processo de refinamento. Para facilitar a discussdo, é conveniente considerar
duas classes de simplexos nessas estruturas: os nds internos das arvores BSP, os quais
serdo chamadas de setores da triangulag@o; e as folhas dessas arvores, que sdo as células
da triangulacdo propriamente ditas.

Numa 4rvore BSP de uma triangulagido RA qualquer, o plano bissetor de um setor é
definido implicitamente pela propria geometria do simplexo. Assim sendo, torna-se
desnecessdrio armazenar esse plano explicitamente associado ao nd, como € feito
normalmente com arvores BSP de carater mais geral.

A representa¢do de triangulagdes RA como arvores BSP tem utilidade como
suporte a diversos algoritmos para resolver problemas de pesquisa (por exemplo,
encontrar o simplexo que contém um determinado ponto) e de percurso (por exemplo, o
percurso ordenado segundo a visibilidade em uma dada dire¢@o). Sera dada atengfo
especial, no capitulo 6, ao problema de ordenagdo direcional em uma triangula¢do RA,
por ser um requisito fundamental do método de projegdo para visualizagdo de campos
escalares. As arvores BSP proporcionam uma solugéo simples, elegante e eficiente para
esse problema.

3.4.2 Construcio de uma Triangula¢ao RA

Uma triangula¢do adaptativa é uma forma de decomposi¢do de um dominio, que
permite atender a requisitos de refinamento da subdivisdo, que variam nas diferentes
regides do dominio. Esses requisitos sdo dependentes da aplicago e sfo expressos
como critérios de adaptatividade ou critérios de refinamento. A abordagem do problema
de visualizagdo de dados através de triangulagdes RA, pressupde a existéncia de uma
metodologia de construgfo dessas estruturas, que permita levar em conta os requisitos
especificos do fendmeno em estudo. Por outro lado, € desejavel que a geragdo dessa
estrutura possa ser feita por algoritmos de aplicagfo geral, onde apenas o critério de
refinamento esteja vinculado a particular aplica¢do. [Persiano93] propde um esquema
para construg@o de triangulagdes RA para problemas cujos requisitos de refinamento
possam ser expressos por critérios espacialmente decomponiveis e invariantes a
inclusdes.

A exigéncia de que o critério seja espacialmente decomponivel significa que toda a
triangulag@o serd considerada satisfatoria se cada um de seus simplexos for aceito pelo
critério. Assim sendo, para qualquer triangulagdo do dominio do problema, existe um
refinamento minimo que atende aos requisitos especificos.

O critério ¢ invariante a inclusdes se a aprovacdo de um simplexo implica que
qualquer outro simplexo no seu interior também satisfaz ao critério.
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O esquema de construgdo proposto consiste em definir uma triangulagfo retangular
inicial T sobre o dominio do problema e, enquanto existir algum simplexo S em T que
ndo atenda ao critério, executar o refinamento basico de S. Como se pode observar, esse
esquema ndo exige nenhuma ordem especial para aplicagdo do refinamento bésico; uma
vez que um simplexo € recusado, ele é imediatamente refinado. Diferentes algoritmos
realizardo os testes em ordens diferentes.

3.5 Geometria das Células

Uma andlise detalhada da geometria das células de uma triangulagfo retangular,
dard subsidios a outras inferéncias relativas a aspectos combinatérios e topolégicos
dessas estruturas. Esse estudo ¢ facilitado pela figura 3.14, que mostra uma
representa¢do planificada de tetraedros A, B ¢ C obtidos por uma seqiiéncia de
subdivisdes. Fica evidente a existéncia de apenas 4 formatos diferentes de faces,
designadas por a, B, & e v, € que as codificagdes das faces (formato, indice) so todas
distintas, ou seja, a face a1, por exemplo, s6 existe em tetraedro do tipo A.

A tabela 3.1 relaciona esses formatos de faces, com suas respectivas dimensdes,
relativas a primeira ocorréncia de cada um, a partir de um cubo cuja aresta tem
comprimento 1:

Faces comprimentos dos lados
al e a2 1,42, 43
B0, 2 ¢ p3 1,1,42

o1 V3/2,3/2, 2
70,72 e 73 1,v3/2, 432
a0 e a3 1/2,72/2, 3/2
p1 1,2/2, \2/2

Tabela 3.1 — Dimensdes da primeira ocorréncia de
cada formato de face, a partir de um cubo de lado 1.

Na k-ésima ocorréncia de cada uma dessas faces, como produto de sucessivos

refinamentos da triangula¢do, as dimensdes de suas arestas serfo multiplicadas por
k-1
172%°.

A nogdo ja estabelecida de descendéncia entre tetraedros, onde os filhos resultam
da subdivisdo do pai, estende-se, em parte, as faces dos tetraedros: a subdivisdo de um
tetraedro implica na subdivisdo de algumas de suas faces, precisamente as faces de
indices 1 e 2. A figura 3.15 mostra as relagdes de descendéncia entre as faces dos 3
tipos de tetraedros, admitindo-se que as de indices 1 e 2 sejam descendentes das de
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indices 0 e 3, pela simples reindexagdo, uma vez que essas ultimas ndo sdo
subdivididas. Observa-se, ainda, que as faces de indice 3 ndo descendem de nenhuma
outra, ja que sdo faces novas, pertencentes ao plano de corte usado para subdivisdo da
célula que lhes deu origem.

Tipo A
1

Tipo B

&5

Figura 3.14 — Planificagdo e identifica¢do das faces dos tetraedros. Os 4 formatos de
faces sdo designados como a, B, 8 e y. As linhas pontilhadas indicam os cortes das
operagdes de subdivisdo.
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Figura 3.15 — Relag¢des de descendéncia entre faces de tetraedros.
Estdo indicados os formatos das faces subdivididas com seus
indices, bem como os formatos e indices das faces geradas.

Outro aspecto a ser ressaltado, com relagdo a geometria das células, é que os trés
tipos, A, B e C, sdo tetraedros relativamente “gordos”. Esta é uma caracteristica
positiva, que interessa a muitas aplicagdes, onde a eXxisténcia de células muito delgadas
pode ser uma causa de instabilidade numérica de algoritmos. A quantifica¢do desta
propriedade pode ser feita pela medida do menor angulo de face, que € igual a
aproximadamente 35 graus, ocorrendo nas faces o e 8. Outro pardmetro também
associado, este de carater tridimensional, é a medida dos angulos solidos internos dos
vértices dos tetraedros. Os tetraedros “gordos” sdo os que t€ém esses 4ngulos (minimo e
médio) maiores. O caso ideal € o tetraedro regular, que tem todos os 4ngulos internos
medindo 45 graus. No pior caso, o dngulo minimo é nulo, caracterizando um tetraedro
degenerado. A tabela 3.2 relaciona esses angulos para os quatro vértices de cada tipo de
tetraedro de uma triangulagdo retangular. Observa-se que o valor minimo é de 15 graus,
e ocorre nos trés tipos de tetraedros, sendo a média de 35 graus, valores considerados
razoaveis.
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Tipo A Tipo B Tipo C
15 15 15
45 60 90
45 30 30
15 15 15

Tabela 3.2 — Angulos sélidos internos dos
tetraedros de uma triangulagdo retangular.

3.6 Relagdes de Vizinhanca

A metodologia proposta, para identificagdo de vértices e faces das células de uma
triangulagdo retangular, também oferece facilidades no que se refere a caracterizagdo
das relagdes de vizinhanga na estrutura. A figura 3.16 ¢ uma representag¢do grafica de
todas as vizinhangas possiveis entre faces dos trés tipos de tetraedros, tanto para
estruturas regulares (homogéneas) quanto para triangulagdes adaptativas. Da andlise
dessas relagdes ressaltam as seguintes propriedades:

1) uma face comum a dois tetraedros vizinhos do mesmo tipo, possui 0 mesmo
indice em ambos;

ii) a face de indice 1 de um tetraedro ¢ sempre compartilhada com um vizinho do
mesmo tipo;

ii1) a face de indice 2 também ¢ compartilhada por tetraedros do mesmo tipo, ou
corresponde a face 0 ou 3 de um vizinho maior;

iv) faces de indices 0 e 3 sdo compartilhadas com tetraedros do mesmo tipo, ou
correspondem a faces 2 de vizinhos menores.

Estas propriedades, juntamente com um trabalho de inspe¢do de cada caso,
permitem identificar os indices que um vértice tem em dois tetraedros que compartilham
uma face que contém esse vértice. A tabela 3.3 representa essas correspondéncias,
simplificando a resposta a seguinte consulta: qual € o indice do vértice i de um tetraedro
t no tetraedro ¢’, vizinho de ¢ pela face j? Esta questdo surge em cada transigdo entre
tetraedros no percurso das células atravessadas por um raio (ver método de langamento
de raios).

A notagdo usada na construgdo da tabela € a seguinte:
. I<>i’ indica que o vértice i de ¢ corresponde ao vértice j de ¢’
= indica que os indices dos vértices sdo os mesmos nos dois tetraedros.
Consequentemente, os indices da face também coincidem.

.1/y’] indica os indices da face nos dois tetraedros, quando forem diferentes.

33



Figura 3.16 — Relagdes de vizinhanga entre tetraedros. Estdo indicados os formatos
das faces compartilhadas (a, B, 8 ou y) e seus indices nos respectivos tetraedros.

t'> A A B B C C
td (va=v3’) (Va3zv3') (v3=Vv3’) (V32v3’) (v3=v3’) (V3#v3))
A 10 03 01 01
= = 261 2¢>0 12 12
363 Il 363 360
[0,2] [3,2] [2,0] [2,3]
B 01 02 10 10 13
12 lel = 01 261 2e1
363 360 262 363 0<0
[2,0] [2,3] [3,3] [0,2] [3,2]
C 10 10 01 00 (v2=v2’) (v22v2’)
21 063 12 3o1 360
363 261 363 12 = 063
[0,2] [3,2] [2,0] [2,3] lel
[2,2]

Tabela 3.3 — Correspondéncia entre os vértices da face de contato de tetraedros
vizinhos. Note-se a condi¢fo particular a ser verificada quando ambos os tetraedros sdo
do tipo C.
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3.7 Catalogo de Orientagoes

Este catdlogo consiste de uma tabela contendo a descrigdo de todas as
caracteristicas geométricas que dependam apenas da orientago do tetraedro. Essa tabela
possui uma entrada para cada orientag@o de tetraedro, indexadas de 0 a 143. O registro
relativo a uma dada orientag@o define um tetraedro padrdo, incluindo referéncias a seus
vértices e as normais aos planos de suas faces. Para estabelecer esses tetraedros padrio
sdo suficientes 15 vértices definidos em relagdo a um cubo padrio, incluindo os 8
vértices do cubo, os centros das 6 faces e o centro do cubo, € 18 normais relativas aos 3
planos coordenados e aos 6 planos formados pelas diagonais do cubo (aos pares). As
listas de coordenadas daqueles vértices e desses vetores normais, complementam o
catalogo.

Embora os tetraedros padréo do catdlogo possam ser definidos em fungfo dos 15
vértices relacionados acima, por exemplo em um arquivo fixo, a forma mais elegante
para se obter o mesmo resultado ¢ definir um unico tetraedro padrdo de cada tipo e usar
reflexdes para completar a tabela. A proxima segdo fornece instrumentos para isso.

3.7.1 Organizacio do Catalogo

Esta sec¢do sera dedicada a estudar o acesso ao catalogo de orientagdes. Tanto para
a construgdo da tabela, quanto para realizar consultas a ela, faz-se necessario estabelecer
uma sistematica de célculo dos indices de suas entradas. Deve-se oferecer facilidade
para atender a requisi¢des do tipo: i) dado um indice, fornecer o tetraedro padrio
correspondente; e, i) dado um tetraedro, qual ¢ a posigdo da tabela que lhe
corresponde? O primeiro tipo de requisigdo permite montar o catdlogo sem a
necessidade de manter um arquivo fixo contendo as descrigdes dos tetraedros padrio.
Sera util também na construgdo de outras tabelas de uso mais especifico. A segunda
requisigdo caracteriza a consulta propriamente dita, permitindo obter do catalogo, ou de
tabelas complementares, as informagdes padronizadas relativas & orientagdo de cada
célula de uma estrutura.

A abordagem que se segue responde primeiro ao segundo tipo de requisi¢3o.

Conforme estabelecido acima, a identificagdo do tetraedro padrdo associado a um
dado tetraedro, conhecido pelas coordenadas de seus vértices, pode ser deduzida da
propria geometria do tetraedro, através de seu vetor de orientagdo. Como ja se observou
anteriormente, as coordenadas do vetor de orientagdo de um tetraedro do tipo A sdo
proporcionais a (+/-)1, (+/-)2 e (+/-)3, em alguma ordem. Ha 6 (permutagdo de 3)
desses vetores padrédo de orientagdo com coordenadas positivas:

(1,2,3) (1,3,2) (2,1,3) (3,1,2) (2.3,1) (3,2,1)

sendo os restantes 42 obtidos trocando-se o sinal de uma ou mais coordenadas.
Analogamente, h4 6 vetores com coordenadas positivas relativos a tetraedros do tipo B e
6 relativos ao tipo C. A tabela 3.4 apresenta uma possivel enumera¢do para esses
vetores:
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Indice de Tipo A (0) | TipoB (1) | Tipo C (2)
permutacéo (P)
0 1,2,3 1,3,5 1,2, 4
1 1,3,2 1,5,3 1,4,2
2 2,3, 1 3,5,1 2,4,1
3 3,2,1 53,1 4,2,1
4 3,1,2 51,3 4,1,2
5 2,1,3 3,1,5 2,1, 4
Tabela 3.4

Essa enumeragdo foi escolhida de modo que os 6 tetraedros do tipo A que
subdividem o cubo inicial formem um ciclo com indices de permutagdes 0, 1, 2, 3,4 ¢
5, nessa ordem.

A tabela 3.5 apresenta uma possivel enumeragdo para as configuragdes de sinais
dos vetores de orientagdo:

Indice de Sinais

sinais (S)
0 +, +, +
1 - +, +
2 +,-,+
3 - -t
4 +, 4+, -
5 -+, -
6 +, -, -
7 - - -

Tabela 3.5

Dado um tetraedro qualquer, o indice de sua orientagio pode ser obtido por:
48t + 8P + S

onde t € o tipo do tetraedro (A=0, B=1, C=2), e P e S sdo seus indices nas tabelas 3.4 ¢
3.5, respectivamente. Tetraedros do tipo A terdo orientagdes com indices entre 0 e 47,
os do tipo B, entre 48 e 95, e os do tipo C, entre 96 e 143.

Exemplo:

Tetraedro tipo B:

Vértices : v0=(0,0,0 v1=(2,0,0) v2=(1,1,1) v3=(2,2,0)
vetor padrdo de orientagdo: (3,5,-1)

vetor padrdo positivo: (3,5,1)

vetor de sinais: (+,+,-)

indice de permutacédo P: 2
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indice de sinais S: 4
indice da orientagdo: 48 +8*2+1=68

Dado um tetraedro qualquer, os seus indices de permutagio P e de sinais S podem
ser calculados por um procedimento (Algoritmo 3.2) que parte das coordenadas de seus
quatro vértices vO[], v1[], v2[] e v3[]:

s=10;
=1
for (i=0; i<3; i++) {
VI[i] =3*v3[i] - vO[i] - v1[i] - v2[i];
if (V[i] <0) {
s=s+]; [Fs=s+2M*
V[i] =- V[i];

J=i*2
}

/* a partir daqui, V eh positivo */
if (V[0] < V[1]) ¢

if (V[1] <V[2]) p=0;
else if (V[0]<V[2]) p=1;
else p=2;
}
else {

if (V[1]> V[2]) p
else if (V[0] > V[2]) p=4;
else p=35

}

Algoritmo 3.2

Esta, no entanto, ndo ¢ a maneira mais eficiente de acessar o catdlogo de
orientages, uma vez que exige o cédlculo do vetor de orientagdo a cada consulta
referente a uma célula. A idéia imediata para melhorar o processo, evitando recalcular o
vetor, € armazenar o indice da orientagdo no registro da célula, quando ele for obtido
pela primeira vez. Esta solugdo torna-se ainda mais atraente quando se constata que esse
indice pode ser obtido sem envolver calculos com aritmética de ponto flutuante. A
proxima se¢do mostra como fazé-lo, recorrendo a regularidade do processo de

subdivisdo, gerador das triangulagdes retangulares, que permite deduzir as orienta¢les
dos filhos a partir da do pai.

Antes, porém, esta se¢do deve ser encerrada respondendo a primeira requisi¢do
estabelecida na sua abertura: dado um indice de orientagdo, ind orient, de um tetraedro
T, fornecer o tetraedro padréo correspondente.
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A tabela 3.6 propde um tetraedro padriio para cada tipo e seus correspondentes
vetores de orientagdo.

Vetor de v0 vl v2 v3
orientagdo

(1,2,3). 0,0,00 (2,0,00 (2,2,00 (2,2,2)
(1,3,5) (2,000 (2,200 (1,1,1) (22,2
(1,2,4) (2,200 (1,1,1) (2,1,1) (2,2,2)

Tabela 3.6

A foérmula que d4 o indice de orientagdo em fungdo de t (tipo), P (indice de
permutagdo) e S (indice de sinais), pode ser revertida de forma a que se obtenhat, P e S
a partir do indice de orientagdo, ind orient de um tetraedro T. As férmulas para isso
sdo:

t = (ind orient / 48) % 3;
P = (ind orient % 48)/ 8,
S =ind orient % §;

onde “/” e “%” sdo operadores de divisdo inteira que fornecem o quociente € o resto,
respectivamente.

De posse desses elementos, e recorrendo as tabelas 3.4 e 3.5 obtém-se o vetor de
orientacdo de T. Seja, por exemplo, (-4,-2,1) o vetor de orienta¢do de T, tetraedro do
tipo C. Comparando esse vetor com o do tetraedro padrdo do tipo C da tabela 3.6,
conclui-se que o tetraedro padrdo associado a orientagdo de T pode ser obtido, a partir
do tetraedro da tabela, trocando-se a primeira com a terceira coordenada e invertendo-se
os sinais das duas primeiras coordenadas resultantes. Assim, o tetraedro padrio
procurado terd como vértices 0s pontos:

v0=(0,-2,2) vl=(-1,-1,1) v2=(1,-1,2) V3 =(-2,-2,2).

Assim, a partir de um tetraedro de cada tipo com orientagdo conhecida, podem-se
gerar tetraedros com quaisquer outras orientagdes.

3.7.2 Orientacao dos Filhos da Subdivisio

A determinag¢do do indice de orientagdo de um tetraedro pode ser feita pelo
processo descrito acima. No entanto, a subdivisdo de um tetraedro com certa orienta¢do
gera dois filhos com orientagdes bem determinadas, que s6 dependem da orientagdo do
pai. Lembrando que triangulagdes retangulares sfo obtidas por sucessivas subdivisdes
de tetraedros, € possivel tracar regras simples para a determinagdo da orientagfo dos
filhos de um tetraedro a partir da orientagdo de seu pai, evitando, assim, os célculos
acima indicados.
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Em vista das observagdes iniciais sobre orientagdes de tetraedros, pode-se levantar
o efeito da subdivisdo na orienta¢do estudando apenas um tetraedro padréo de cada tipo.
Por exemplo, o tetraedro de vértices

v0=(0,0,0) v1=(1,000 v2=(1,1,00 v3=(1,1,1)

¢ do tipo A e possui (1,2,3) como seu vetor de orientagdo. Seus dois filhos:

filho | v0 = (1,0,0) vl =(1,1,0)
v2=(1/2,1/2,1/2)  v3=(1,1,1)
filho 2 v0 = (1,1,0) vl =(1,0,0)

v2=(1/2,1/2,12)  v3=(0,0,0)

possuem (1,3,5) e (-5,-3,-1) como seus respectivos vetores de orientagfo. Ora, entdo, um
tetraedro do tipo A com orientagdo (2,-3,1) terd seus dois filhos com orienta¢des iguais
respectivamente a (3,-5,1) e (-1,5,-3).

Analisando os demais tipos de tetraedros com orientagdes padréo chega-se 4 tabela
3.7 indicativa das orienta¢des dos seus filhos:

Tipo Vetor de orientagéo Vetor de orientacdo dos
filhos
do pai Filho 1 Filho 2
A (1,2,3) (1,3,5) (-5,-3,-1)
B (1,3, (1,2,4) (1,-4,-2)
C (1,2,4) (1,2,3) (1,2-3)
Tabela 3.7

Examinando essa tabela verificamos que o filho 1 de cada tetraedro possui uma
orientagdo cujo indices P de permutag@o e S de sinal sdo iguais ao do pai. O filho 2, por
seu turno, possui um vetor de orientagdo cujo indices P e S dependem ndo s6 da
orienta¢do do pai mas de seu tipo. As tabelas 3.8 e 3.9 fornecem os indices P e S dos
filhos a partir dos indices P € S do pai. Por intermédio dela os indices de orientagdo dos
filhos podem ser facilmente calculados.

Permutagao indices de permutagdo do filho 2
do pai Pai A Pai B Pai C
0 3 1 0
1 2 1
2 1 5 2
3 0 4 3
4 5 3 4
5 4 2 5
Tabela 3.8
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Sinal indices de sinal do filho 2
do pai PaiA PaiB PaiC

0 7 3 4

1 6 2 5

2 5 1 6

3 4 0 7

4 7 7 0

5 2 6 1

6 1 5 2

7 0 4 3

Tabela 3.9

Para a determinagdo de P e S dos filhos podem-se adotar as tabelas acima ou
alternativamente as expressdes dadas pela tabela 3.10 que as resumem:

Pai Filho 1 Filho 2

(P,S) (PL,S1) (P2,S2)

A P1=P P2 = (9-P) mod 6
S1=S S2=7-S

B Pl =P P2 = (7-P)mod 6
S1=S S2 =(11-S) mod 8

C P1=P P2=P
S1=S S2 =(12+S) mod 8

Tabela 3.10

O Catéalogo de Orientagdes deve incluir, para cada uma de suas entradas, ou seja,
para cada tetraedro padréo, a indicagdo das orientagdes de seus dois filhos, evitando as
freqlientes avaliagdes desses indices, que seriam necessarias em determinados
processos, como o método de projegdo, por exemplo.

3.7.3 Orientacdes Indexadas Eqiiivalentes

Nesta secdo os termos orienta¢do € orientagdo indexada sdo considerados
diferentes, conforme mencionado anteriormente. Cada orientagio de tetraedro
corresponde a duas orientagdes indexadas distintas. A representagdo da orientagdo de
tetraedros por meio do vetor de orientagdo distingue estas duas indexagdes. Assim, dois
tetraedros com mesma orientagdo mas com indexa¢des diferentes terdo vetores de
orientagdo distintos. Ha situagdes em que essa distingdo é conveniente. Ja em outras
circunstincias pode ser necessdrio identificar os pares de vetores de orientagdo que
representam uma mesma orientagdo (ver, por exemplo, no capitulo 6, a se¢do sobre a
construgdo do catalogo de projegdes).
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Pela forma como foi definido o vetor de orientagdio de um tetraedro (V,;), ele pode
ser calculado como uma escala positiva do vetor diferenga entre o vértice de indice 3 e o
baricentro da face oposta a ele. Sendo vg, vi, v2 € V3, 0s vértices do tetraedro, seu
baricentro ¢ dado por

b=(vogtvy+vy)/3.
Usando o valor 3 como fator de escala, resulta a expressdo
Vori = 3V3 —Vyp—V]— V.

A outra indexagdo possivel para esse mesmo tetraedro troca vy por vi3 € vy por vj.
Assim, essa segunda indexag@o terd seu vetor de orientagdo dado pela expressio:

Voril =3vg—vi—Va—v3= Vi + 4(V0 - V3)

A tabela 3.11 fornece o vetor de orienta¢do da indexacdo alternativa de cada um
dos tetraedros padrdo

Vetor de Vo A2 Vs V3 Vetor de
orientagdo orientagdo
alternativo
(1,2,3) (0,000 (2,0,00 (2,2,00 (2,2,2) (-3,-2,-1)
(1,3,5) 2,0,0) (2,2,0)0 ((1,1,1) (2,2,2) (1,-5,-3)
(1,2,4) 2,200 (1,1,1) @,L1D) (2.22) (1,2,-4)

Tabela 3.11 — Tetraedros padrdo (v, vy, V3, V3) € seus vetores de orientagio.

Como o efeito das transformagdes de reflexdo sobre as orientagdes se ddo da
mesma forma, tanto no vetor de orientagdo de um tetraedro quanto no vetor de
orientagdo de sua segunda indexagdo, pode-se caracterizar, pela tabela acima, a segunda
indexagdo de qualquer outra orientagdo. Como exemplo, pode-se deduzir que, para um
tetraedro com vetor de orientagdo (-3, 5, -1), o vetor de orientagdo da indexagdo
alternativa sera (5,-3,-1), ou seja, as mesmas transformagdes que levam o vetor (1, 3, 5)
no vetor (-3, 5, -1), também levam (1, -5, -3) em (5, -3, -1).

Uma maneira conveniente de aproveitar esta propriedade, é prover os registros do
catdlogo de orientagdes com um campo de apontadores de eqiiivaléncia, preenchido
com base nas rela¢des representadas pela tabela 3.11.

3.8 Estrutura de Dados para Triangula¢des RA

A concepg¢do de uma estrutura de dados deve levar em conta diversos aspectos
inerentes a aplicagdo, ou as aplicagdes, a que ela dard suporte. O projetista sempre
estara diante da necessidade de conciliar limitagdes de tempo e espago para alcangar
seus objetivos. Em geral, a inclusdo de informag¢des redundantes em uma estrutura de
dados, € um caminho para diminuir o tempo de processamento necessario para a tarefa.
No entanto, mesmo diante da disponibilidade de memoria de baixo custo, esse recurso
sempre tende a ser solicitado em seus limites. Seja porque o volume de dados cresce

41



proporcionalmente a disponibilidade de espago, na busca incessante de melhorar a
qualidade dos modelos, seja porque pretende-se que os sistemas de menor porte
oferegam acesso a uma variedade cada vez maior e mais sofisticada de servigos, o
projeto de sistemas exige sempre considerar o consumo de memoria, visando otimiza-
lo, juntamente com o tempo de processamento.

O objetivo central deste trabalho ¢ a geragdo de imagens a partir de dados
volumétricos. Esta segdo apresenta uma estrutura de dados para representar
triangulagbes RA, que privilegia o atendimento aos requisitos necessarios a tarefa de
visualizagdo. O projeto dessa estrutura partiu do pressuposto de que as operagdes
relevantes nesse contexto sdo passiveis de implementagdo eficiente com base na
organizagdo hierdrquica das triangulagdes RA. Essa consideragfo permite dispensar a
representagdo explicita da maioria das informagdes topolégicas e geométricas que
normalmente s@o incluidas em estruturas irregulares, resultando em uma estrutura que
tem concisdo e flexibilidade como suas caracteristicas marcantes. O acesso a um
tetraedro (setor ou folha de uma arvore) através da hierarquia, permite deduzir quais sdo
seus vértices a partir dos vértices de seu pai. Operagdes como busca e ordenagdo de
células também séo facilitadas.

Os capitulos 6 € 7, que mostram como implementar as técnicas de visualizagfo
direta sobre triangulagbes RA, ddo destaque a algoritmos baseados na organizagdo
hierarquica dessa estrutura.

Os elementos constituintes da estrutura s3o: tetraedros (setores) e vértices. Os
tetraedros da triangulag@o raiz sdo alocados em grupos de 6. Cada um desses grupos
constitui um nucleo e € associado a um cubo da malha inicial. Esses cubos sdo
organizados, a partir da origem da malha, segundo a ordem crescente de suas
coordenadas nos eixos X, Y e Z. Isto permite que os tetraedros componentes do nicleo
correspondente a um determinado cubo sejam identificados implicitamente, em fungdo
dos indices do cubo (ver segdo 6.3.1).

Os vértices relativos a triangulagdo raiz também sfio organizados segundo sua
ordem nos eixos coordenados e, portanto, suas relagdes com cubos e tetraedros da
triangulagdo raiz também sdo obtidas implicitamente (ver se¢do 6.3.1).

Cada tetraedro folha, ao ser dividido, passa a ser considerado como setor e guarda o
endereco do seu vértice divisor, bem como os enderegos de seus filhos. Essas sdo as
Unicas relagbes topologicas representadas explicitamente. Observa-se que as
informagdes associadas a tetraedros s6 existem para aqueles que s3o nos intermediarios
das arvores (setores), sendo, portanto, desnecessario representar as folhas na estrutura
de dados. Vale lembrar que o nimero de nds intermediarios de uma arvore binaria €
aproximadamente igual ao nimero de folhas.

As informagdes geométricas a serem representadas sdo as coordenadas dos vértices
divisores de nucleos.

O algoritmo 3.3 ¢ um exemplo de algoritmo de percurso de uma arvore da
triangulagdo. Pode-se observar que os vértices dos filhos sdo deduzidos a partir de
informagdes do pai, com base na sistematica estabelecida para rotulagdo dos vértices
(secdo 3.2).
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PercorreArvore(T, VO, V1, V2, V3)

tetraedro T
vértice V0, V1, V2 V3

se ehFolha(T) entdo
ProcessaFolha

senao
PercorreArvore(T.ﬁlhol, V1, V2, T.Vdivisor, V3)
PercorreArvore(T.ﬁlho2, V2, V1, T.Vdivisor, V()
ProcessaSetor

Algoritmo 3.3 — Percurso de uma arvore de uma triangula¢do RA.
Os vértices dos filhos sé@o informados pelo pai.

3.8.1 Recuperacio das Relacoes de Adjacéncia

Embora as principais técnicas de visualizagdo possam ser implementadas de
maneira eficiente com essa organizac¢do dos dados, deve-se ressaltar uma consulta que é
especialmente penalizada com essa estrutura: a identificagdo de um vizinho de um
tetraedro. Essa ¢ uma informac¢do fundamental em diversos algoritmos e, por isso
mesmo, normalmente € incluida nas estruturas de dados usadas para representagdo de
triangulagdes. No presente contexto, sua falta ¢ sentida ja no processo de construgio de
uma triangulagdo RA, onde ¢ largamente requisitada. O argumento para desconsiderar
essa necessidade ¢ calcado no fato de que o tempo consumido na construgdo da
estrutura € bastante pequeno, quando comparado com as demais atividades envolvidas
no trabalho de exploragdo dos dados. Acrescenta-se, ainda, a possibilidade de que, uma
vez construida, a estrutura possa ser armazenada em memoria ndo volatil, diminuindo
ainda mais o custo relativo daquela tarefa.

Uma vez feita a op¢éo por ndo prover a informagfo, no entanto, é importante
buscar uma boa solugdo para recuperd-la quando necessario. Seja o problema de
identificar o tetraedro #viz, vizinho de um dado tetraedro ¢, pela face i. Uma solugdo para
esta questdo deve levar em conta o fato de que o acesso a ¢ se deu por um percurso
recursivo da arvore a que ele pertence. Em linhas gerais, o algoritmo poderia ser:
retornar na seqiiéncia de ascendentes de ¢ até encontrar, caso exista, um ancestral cujo
outro filho também contenha a face em questdo; procurar nesse outro ramo de
descendéncia, o tetraedro que possui aquela face; caso ndo exista tal ascendente,
identificar a outra arvore que contenha a face e procurar nela o tetraedro desejado. Este
algoritmo tem complexidade O(n) no pior caso e O(logn) no caso mais favoravel
(&rvores balanceadas correspondentes a uma triangulagfio RA regular).

Outra solugdo que vem sendo experimentada com bons resultados, embora ainda
nédo publicados, utiliza um algoritmo convencional de busca (“hashing”), para encontrar
uma face a partir de seus vértices. Essa proposta exige acrescentar a estrutura os
enderegos dos vértices de cada tetraedro. Isto poderia ser feito apenas para a fase de
constru¢do da triangulacdo, descartando essas informa¢des redundantes ao final.
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Finalmente, estendendo essa tltima estratégia, pode-se utilizar, na montagem da
estrutura, uma representagdo que inclua também os enderecos das células vizinhas de
cada tetraedro, dispensando, assim, qualquer algoritmo para esse fim. Da mesma forma,
terminada essa fase, as informagdes redundantes seriam descartadas.

3.8.2 Requisitos de Espaco

A esta altura da discussdo, ja se podem estabelecer pardmetros quantitativos de
comparagdo das triangulagdes RA com outras estruturas adaptativas, no que se refere ao
consumo de memoria. Uma das grandes vantagens das triangulagGes RA para
visualizagdo ¢ que, implementando as técnicas com base na organizagdo hierarquica
dessas estruturas, obtém-se uma simplificagéo significativa das relagSes topologicas a
serem representadas. Este ¢ um fator que merece ser analisado, uma vez que as
informagdes sobre a topologia s@o responsaveis pela maior parte do espaco ocupado
pelas estruturas irregulares.

Buscando quantificar esses ganhos, as triangulagfes genéricas serdo consideradas
como referencial comparativo, conforme estabelecido no capitulo 2, por ser o tipo de
estrutura adaptativa mais usado. A estrutura de dados mais freqlientemente adotada para
representar triangula¢des genéricas inclui, como informagdes relativas a topologia, os
enderecos dos vértices de cada tetraedro, bem como de suas células vizinhas. Isso perfaz
um consumo total de 8» palavras de memoria, onde » é o numero de tetraedros da
estrutura.

Conforme exposto anteriormente, as triangulagdes RA armazenam, para cada setor,
o endereco de seu vértice divisor e os de seus dois filhos. Apenas os setores sdo
representados e eles existem em numero aproximadamente igual ao de tetraedros folhas,
que sdo as células da triangulagdo propriamente ditas. Portanto, o espago ocupado por
esses dados é de 3n palavras de memoria.

Para avaliar o espago ocupado pelas informagdes geométricas, que sfo as
coordenadas dos vértices, € preciso considerar a relag@o entre o nimero de vértices € o
numero de tetraedros de uma triangulag@o tridimensional. Essa relagéo situa-se em torno
de 1/6 (um vértice para cada seis tetraedros). Esse pardmetro provém de uma avaliagdo
empirica baseada em malhas com distribui¢do homogénea de seus vértices, portanto,
malhas que ndo apresentam tendéncia especial de concentragdo de vértices nas bordas.
Essa tendéncia, assim com outras distribuigdes particulares, resultariam em uma
elevagdo daquela relagéo, que precisaria ser reavaliada.

Assumindo como pardmetro esse valor de 1/6, e considerando que os dados
geométricos de cada vértice sdo constituidos de suas trés coordenadas, conclui-se que o
requisito total de memoria para triangulagdes genéricas situa-se em torno de 8,5#
palavras de memoria, contra 3,5# das triangulagdes RA. Esses resultados supdem que
enderegos de memoria e nimeros reais sejam representados em uma palavra de
memoria. Em termos percentuais, as triangulagdes RA ocupam pouco mais de 41% do
espago requerido por triangulacdes genéricas.

Nido estdo incluidas, nesta andlise, outros dados envolvidos nos processos de
visualizagdo, que dependem das técnicas escolhidas para compor um particular sistema,
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assim como de opgdes ¢ variantes de implementagdo dessas técnicas. Por exemplo, um
sistema voltado para visualizagdo de dados escalares incluiria, para cada vértice, pelo
menos o valor escalar em estudo. Dependendo da forma adotada para realizar o
mapeamento de propriedades Oticas ao campo escalar, pode ser conveniente incluir
também valores de cor e opacidade no registro de cada vértice, para evitar a repetigdo de
uma operagdo custosa de mapeamento para esses pontos. Pode ser 1til, ainda, armazenar
o vetor gradiente da fungdo em cada vértice. A eventual necessidade dessas informagdes
independe do tipo de estrutura, sendo, portanto, um acréscimo a ser considerado nas
duas classes de triangulagdes em foco. Se todas essas informagdes forem incorporadas
aos dados do programa, podem representar um acréscimo de até 8 palavras de memoria
para cada vértice, dependendo do grau de precisdo com que esses dados sejam tratados.
Considerando a relagdo entre nimero de vértices e nimero de células das estruturas, o
acréscimo seria de 8/6n palavras, elevando o requisito total de memoria das
triangulagbes genéricas para aproximadamente 9,8n, contra 4,8n palavras das
triangulagdes RA.

Conclui-se que a utilizagdo de triangulagdes RA como base para o processo de
visualizagdo proporciona uma economia de espago em torno de 50%. O proximo
capitulo mostrard que, mesmo com essa economia de memoria, a estrutura oferece
flexibilidade suficiente para implementar esquemas eficientes de multiresolugfo, & custa
de um pequeno acréscimo no espago requerido.
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Capitulo 4
Multiresolu¢ao em Triangulacdes

Retangulares Adaptativas

O caréater hierarquico inerente as triangulagdes RA constitui uma base conveniente
para a defini¢cdo de modelos de multiresolugdo. Pode-se considerar o modelo do campo
associado a cada nivel de refinamento da triangulagdo como um modelo simplificado,
uma vez que a estrutura resultante, ao desprezar os niveis inferiores, também é uma
triangulagdo RA. No entanto, os desvios desse modelo simplificado em relagdo ao
modelo completo podem ser altamente discrepantes de regifo para regido,
especialmente quando se leva em conta a adaptatividade da estrutura completa. Pode-se,
entdo, incluir no modelo simplificado outros niveis mais baixos da triangulag&o, apenas
para os ramos relativos a setores que estejam apresentando erro elevado, até que o erro
global se situe em um patamar aceitavel.

Embora essa forma de descri¢@o sugira um percurso da estrutura em largura, € mais
eficiente realizar a busca dos tetraedros que constituirdo o modelo simplificado, através
de um percurso em profundidade, aplicado a cada &rvore da triangula¢do. Cada célula
da triangulagfo raiz € a raiz de uma arvore BSP. Para percorrer uma dessas arvores,
estabelece-se um critério de prioridade para visitagdo dos filhos. Esse percurso pode
progredir até alcancar as folhas da &rvore ou pode ser interrompido em algum né
intermedidrio (setor), de acordo com algum critério que se coadune com o objetivo
visado. A insercdo desse procedimento em um esquema de multiresolugdo € natural,
bastando acrescentar ao critério de avango o controle do erro admitido. Se um né
intermediario de uma darvore A4 tiver o erro associado (se¢do 4.1) abaixo do limite
estabelecido, o percurso de sua subédrvore sera abortado, passando aquele setor a ser
considerado como folha de 4.

O resultado da aplicagdo deste processo a todas as arvores da estrutura original, é
um conjunto de novas &arvores, cujas folhas podem ndo formar uma triangulagfo
consistente, comprometendo a continuidade da fungfio representada pelo modelo
simplificado assim obtido. Para garantir essa consisténcia, a decisdo de interromper o
percurso em um né intermedidrio precisa levar em conta um critério adicional: sendo S
o setor relativo a esse no, além do erro associado a S, estar abaixo do limite admitido, os
demais setores integrantes do nucleo a que ele pertence também deverdo respeitar esse
limite." A verificagdo dos erros dos setores de um niicleo exige que a estrutura oferega

' O nucleo do tetraedro ¢t pode ndo existir, o que fica caracterizado pela presenga de algum
tetraedro de tipo diferente (e consequentemente de tamanho diferente) do tipo de ¢, entre os
que compartilham sua maior aresta. Isto significa, no entanto, que o tetraedro f ndo era
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facilidade para recuperar a constituigdo de cada nicleo. Uma possivel solugdo para isso,
proposta em [Zhou97], ¢ criar uma estrutura auxiliar que armazene, para cada vértice, os
enderecos dos setores constituintes do nicleo que ele divide.

No entanto, a condi¢8o de que o maior erro associado aos setores de um nucleo, ou
seja, o erro do nucleo, esteja abaixo do limite tolerado, ainda ndo € suficiente para evitar
todos os casos de inconsisténcia da triangulagdo. A se¢do 4.1.1 mostra que € preciso
levar em conta a interdependéncia de vértices de niveis consecutivos.

O material apresentado neste capitulo tem, no citado artigo de Y. Zhou e al,, a
referéncia mais proxima, embora aquele trabalho se situe no contexto de multiresolugdo
para conjuntos de dados regulares. Os autores descrevem ali uma infra-estrutura,
baseada em subdivisdo simplicial, muito semelhante a triangulagdo RA. A presente
abordagem, tira proveito daquelas idéias, ampliando sua aplicabilidade para dados com
distribui¢do irregular. Sera mostrado um esquema eficiente de multiresolugdo,
implementado sobre a estrutura de dados apresentada no capitulo 3. S&o alcangados
ganhos significativos do ponto de vista do espago ocupado pela estrutura, vantagem que
se mantém mesmo para o caso particular do tratamento de dados regulares.

4.1 Modelos Simplificados

O objetivo primordial da abordagem multiresolugdo é facilitar o acesso a versdes
simplificadas do conjunto de dados, que representem aproximagdes do modelo
completo, dentro de determinados limites. E usual definir esses limites por pardmetros
de erro que estabelecam os desvios admissiveis nos modelos intermediarios. Podem ser
adotadas formas variadas de defini¢&o de erro. Neste trabalho serdo consideradas duas
metodologias, provenientes de uma mesma concepgdo basica, mas diferenciadas no grau
de complexidade e precisdo (se¢do 4.3). Outras alternativas sdo possiveis, mesmo que
envolvam custos computacionais mais elevados, uma vez que, como serd mostrado
adiante, o calculo de erros ndo se repete freqiientemente, constituindo uma componente
de pré-processamento.

O critério de precisdo adotado pressupde que o processo de refinamento da
estrutura retangular adaptativa ja esteja concluido. A partir dai, toma-se como modelo
do campo, uma fung@o definida sobre a triangulagio RA como um todo. Serd
considerada uma fung¢@o linear por partes, interpoladora dos valores do campo escalar
estimados nos vértices da malha. Esse modelo sera a referéncia para avaliagdo do erro.

A proposta que se apresenta consiste em simular sucessivas podas da estrutura
hierarquica para avaliar o erro que essa operagdo introduziria. Este processo eqiiivale a
remogdo de vértices da estrutura original (triangulagdo RA completa), comegando pelas
folhas das arvores BSP e progredindo recursivamente até alcangar suas raizes. A cada
vértice removido (supostamente) avalia-se o erro a ser associado a ele, como sendo o
desvio maximo entre as fung¢des lineares inerentes aos setores antes subdivididos pelo

subdividido na triangulagao original, pois apenas nucleos podem ser subdivididos. Conclui-se
que t ja era folha da arvore e, portanto, a interrupgéo do percurso no né em questéo é
obrigatéria.
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vértice, que passam a ser folhas da drvore podada, e 0 modelo do campo (modelo
original que considera a triangulagéo completa).

Esta abordagem pode servir de base a diversos esquemas de obtengdo de modelos
simplificados, alguns dos quais serfio descritos adiante. Ela é consistente com o
requisito introduzido anteriormente de que cada né da arvore tivesse um valor de erro
associado. Nesta proposta, esse erro € obtido consultando o registro do vértice que
subdivide esse setor para gerar seus filhos, e é assumido como sendo o desvio
introduzido no modelo pelo truncamento da arvore a partir dos filhos daquele no. Além
de sua simplicidade, esta estratégia, embute uma economia de espago ao evitar o
armazenamento de erros associados diretamente aos setores, uma vez que o numero de
vértices €, normalmente, muito menor do que o nimero de setores nessas estruturas. A
estrutura completa, incluindo os erros associados aos vértices, sera referida como
triangulag¢do RA multiresolug¢do. No entanto, a atribuigdo de erros a vértices descrita
acima deve ainda ser revista, para chegar a configura¢do definitiva dessa estrutura.

4.1.1 Propagacio de Erro

A aproximagdo para um modelo simplificado é especificada por um limite de
precisdo, pardmetro esse que ¢ comparado com o erro associado a cada vértice
candidato a remogdo. Cabe, neste ponto, estender um pouco mais a observagdo das
conseqiiéncias de uma poda indiscriminada de uma arvore da estrutura. Se a remogio
de um vértice for decidida apenas em fun¢éo do erro associado a ele, pode ocorrer a
geragdo de configuragdes de estrutura que apresentem inconsisténcia, ou seja, o
resultado do processo pode ndo ser uma triangulagio®. Conforme observagdo anterior, a
continuidade da fungdo definida pelo modelo poderia ficar comprometida. A figura 4.1
ilustra, em duas dimensdes, uma situagdio em que a remogdo do ponto b ndo pode ser
feita sem que o ponto a também seja removido, para que a estrutura obtida seja uma
triangulag@o. Supondo que a avaliagdo de erro indicasse o erro em b menor do que em q,
ainda assim o vértice b ndo poderia ser removido isoladamente, ou seja, se o vértice a
tiver que estar presente em um modelo simplificado, o vértice b também devera estar,
assim como os vértices ¢, d e outros ndo marcados, de cuja existéncia a existéncia de a
depende.

A condi¢@o descrita acima pode ocorrer com freqiiéncia em malhas adaptativas,
onde aquela vinculagdo entre vértices se dd na transigdo entre regides de alta e baixa
complexidade, que podem ser caracterizadas por simplexos relativamente pequenos e
grandes, respectivamente. Uma situagdo em que isto acontece é quando essa
complexidade da estrutura j4 estd associada a grandeza escalar em estudo. Seja, por
exemplo, um caso em que, ainda na fase de construgéo da estrutura, o proprio critério
determinante do maior aprofundamento de seu refinamento em uma determinada regido,
ja tenha sido baseado no desvio dos modelos mais grosseiros em relagdo aos dados
originais. Em outras palavras, em cada estagio do refinamento, a célula escolhida para
ser subdividida tenha sido aquela em que o modelo atual tenha apresentado maior erro
em relacdo aqueles dados. Isto aumenta a probabilidade de que, em um posterior

2 Ver definicao de triangulagdo no capitulo 3.
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processo de simplificag@o, a remogdo de um vértice associado a simplexos pequenos
introduza um erro relativamente alto no modelo resultante.

Figura 4.1 - Remogdes induzidas: a remogdo de d exige a
remogdo de ¢, que exige a de b, que por sua vez exige a de a.

Uma solugdo para organizar os dados de forma a facilitar o tratamento dessas
situagdes, pode ser associar a cada vértice o erro maximo encontrado na seqiiéncia de
vértices de cujas remogdes sua remogdo dependeria. Na figura 4.1, se o erro em a é
maior do que os erros em b, ¢ € d, a remogdo de qualquer um desses ultimos esta
vinculada a de a. Isto indica, na estratégia proposta, que para todos esses vértices devera
ser atribuido o erro atribuido a a. Isto eqiiivale, ainda, a dizer que os valores de erro
associados aos vértices dessa seqiiéncia (considerada na ordem crescente de tamanhos
dos respectivos ndcleos) devem ser ndo decrescentes. Esse novo valor do erro, atribuido
ao vértice por indugdo, serd chamado de erro propagado.

A implementagdo dessa proposta serd discutida mais adiante, na se¢éo 4.3. Porém,
serd considerado, desde ja, que essa propagagdo de erro ja tenha sido efetuada. Os
esquemas de obtengdo de modelos simplificados, que serdo apresentados na proxima
secdo, valem-se dessa caracteristica das triangulagdes RA multiresolugéo.

4.2 Extracao de Modelos Simplificados

As vérias circunstincias em que os modelos simplificados sdo Uteis apresentam
condicionamentos especificos, que por sua vez apontam para diferentes esquemas de
extragdo dos modelos, de molde a atender aqueles requisitos com eficiéncia. Entre esses
aspectos condicionantes, devem-se ressaltar as caracteristicas da fun¢do de distribuigfo
de tolerancia (para ser mais conciso, fun¢do de tolerancia) e o uso local/remoto dos
modelos obtidos.
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A toleréncia € normalmente representada por fungdes simples, de forma a que sua
avaliagdo ndo seja muito onerosa para o processo como um todo. A propria fungdo
constante € a mais usada, gerando o que sera chamado de modelo homogéneo. Outras
fungdes s3o recomendadas, entre as quais ressaltam-se duas, especialmente
convenientes para a composi¢do de interfaces para manipulagdo interativa de um
sistema de visualizag&o.

A primeira dessas fungdes associa a cada ponto uma tolerincia diretamente
proporcional a sua distidncia em relagdo ao observador. A considerago implicita nesta
opgdo € que o interesse do observador estd concentrado na por¢do do volume situada
mais proxima dele. Assim sendo, essa regido deve ser exibida com detalhes, enquanto
que as porgdes mais distantes sdo consideradas menos importantes, podendo ser
exibidas com menor precis3o.

A segunda fungfo aqui considerada associa um valor de erro admissivel baixo
(possivelmente nulo) e constante a uma regifio indicada pelo usuério, ou eventualmente
selecionada pelo proprio sistema. Fora dessa area em foco a tolerdncia é ampliada,
associando-se um valor de erro admissivel mais elevado e também constante.

Quanto ao uso local ou remoto dos modelos obtidos, deve-se observar que a
transmissdo de um modelo via rede ¢ uma operagdo que tem requisitos proprios: o
volume de dados a ser transmitido deve ser o menor possivel ¢ deve ser facil reconstituir
a estrutura no computador cliente.

Serdo apresentados a seguir alguns esquemas, construidos sobre as triangulagdes
RA multiresolugdo para atender a essas necessidades. S3o caracterizadas duas classes de
modelos ou, mais propriamente, de métodos para extragdo de modelos: dindmicos e pré-
computados. Os modelos dindmicos sdo assim denominados porque sdo extraidos
durante o proprio percurso da estrutura para realizago da operagfo objetivo (geragio de
uma imagem ou transmissdo de modelos para outro computador). Os métodos
dindmicos descritos a seguir sdo aplicaveis a extragdo de modelos homogéneos. Sua
extensdo para outras fungdes de tolerdncia ainda estd em estudo. Os modelos pré-
computados sdo obtidos em um percurso da estrutura realizado especificamente para
efetuar a poda das arvores. A ordem desse percurso é imprOpria para as operagdes
usuais, que sdo realizadas posteriormente.

4.2.1 Modelos Dinamicos

Um modelo simplificado € definido pelo grau de precisio € desejado. A principio,
o usudrio pode escolher essa tolerdncia em uma escala continua de valores. Uma vez
que esteja disponivel a triangulagdo RA multiresolugdo, proveniente do modelo
completo, a identificagdo da por¢do de cada arvore que faz parte do modelo
simplificado se d4 por um percurso dessa arvore em profundidade. Ao visitar cada setor,
o erro associado ao vertice que o divide € comparado com a precisio estabelecida. Se
esse erro for maior do que €, o percurso prossegue (o vértice pertence ao modelo
simplificado); se for menor, o setor corrente passa a ser interpretado como folha da
arvore nesse modelo (se ainda ndo se trata de uma folha da arvore completa), e o
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percurso de sua descendéncia ¢ abortado. As arvores podem ser visitadas em qualquer
ordem; também ¢ indiferente a ordem de visita aos filhos dos setores de cada arvore.

A consisténcia da triangulacdo assim constituida estara assegurada pelo critério
estabelecido para associagdo de erros aos vértices da estrutura, 0 que também garante,
por conseqiiéncia, a continuidade da fungdo escalar do campo.

A simplicidade desta proposta permite antever uma alta eficiéncia do processo e
uma boa flexibilidade. Pode servir de base, por exemplo, para um esquema interativo de
geragdo de imagens, onde a precis@o possa ser estabelecida dinamicamente, ou seja, a
qualquer momento o usuério pode escolher o valor de € a ser usado a partir de entdo
para gerar as proximas imagens. Isto eqliivale, ainda, a dizer que o modelo simplificado
estard sendo extraido concomitantemente com a geragfio da imagem. Este esquema é
especialmente conveniente para implementagdo com o método de geragdo de imagens
por proje¢do. No capitulo 6, que trata especificamente daquele método, serdo discutidas
questdes relativas a implementago desta proposta.

4.2.2 Modelos Dinamicos em Série

Considere a situagdo em que um servidor deva disponibilizar modelos de resolugdo
progressivamente mais fina, em uma rede de baixa velocidade, para visualizagdo nos
clientes®. Uma das vantagens desse esquema é oferecer rapidamente ao usudrio imagens
que, mesmo sendo grosseiras, permitam uma primeira observagdo dos dados,
subsidiando uma eventual decisdo de abortar a transmissdo de maiores detalhes de um
modelo, que ja tenha sido constatado ser indesejavel ou desnecessario. As sucessivas
imagens com detalhamento progressivo devem ser apresentadas tdo logo estejam
disponiveis no cliente, sem que o usudrio interfira para estabelecer pardmetros de
precisdo.

Uma forma trivial para atender a este tipo de demanda é considerar que cada nivel
hierdrquico da estrutura constitui um modelo. O erro caracteristico de um tal modelo é o
maior erro associado aos vértices divisores dos setores daquele nivel. O servidor inicia a
transmissdo pelo modelo mais simples (o de menor precisdo) que sera entdo tratado pelo
cliente para geragdo da imagem correspondente. Assim que possivel, sera iniciada a
transferéncia da por¢do complementar da estrutura referente ao modelo subseqiiente.
Apenas os tetraedros que ndo estdo presentes na primeira versdo precisam ser
transmitidos. Com este procedimento, as arvores do modelo parcial vdo sendo
expandidas progressivamente nos clientes até alcangarem a configuragdo completa do
modelo global, permitindo a gera¢do de imagens de qualidade cada vez melhor.

Os inconvenientes deste esquema sdo: a impossibilidade de se prever o erro do
proximo modelo e a inexisténcia de carater adaptativo nos primeiros modelos. A
tendéncia € que esses primeiros modelos sejam muito pouco significativos.

® Para que a estrutura de dados sobre a qual se implementam esses modelos, sejam eles de
multiresolugdo ou ndo, possa ser transmitida entre computadores, é necessario que ela seja
alocada em arranjos, evitando o uso de ponteiros fornecidos pelo sistema operacional, que
serdo diferentes nas diferentes maquinas. Dessa forma, a identificacéo dos elementos da
estrutura se faz por seus indices nesses arranjos, permanecendo inalterados ao transitarem de
uma magquina para outra.

51



Uma solugdo melhor, que corrige essas deficiéncias, € estabelecer previamente uma
série de niveis de precisdo. Esses niveis, que caracterizardo os modelos simplificados,
podem ser definidos automaticamente, dividindo um dado valor de erro maximo,
admissivel para a primeira aproximagdo, pelo nimero de modelos parciais determinado
para a série. Outra opgdo seria um especialista fazer uma explorag¢do prévia dos dados,
estabelecendo os niveis da série conforme sua avaliagdo do que seria relevante
acrescentar em novos detalhes na transi¢do entre dois niveis subseqiientes. Neste ultimo
caso, os niveis estabelecidos (valores de erro) seriam armazenados em um arranjo
unidimensional. De qualquer forma, os sucessivos modelos seriam obtidos percorrendo
as arvores até alcangar os limites de defini¢do do préximo nivel da lista. A verificagio
desses limites € feita pela comparagdo do erro admissivel, caracteristico daquele nivel,
com o erro associado aos vértices encontrados ao longo do percurso.

4.2.3 Modelos Pré-Computados

Este ¢ um método geral para extragdo de modelos simplificados que pode ser
aplicado a uma triangulacio RA qualquer, mesmo que ndo tenha sido feita uma
avaliagdo prévia de erros. O método também € flexivel em relagdo ao tipo de fungdo de
tolerancia escolhida. Tem como base a estratégia utilizada em [Zhou97] para visitar os
vértices € os nucleos divididos por eles, a partir dos niveis inferiores da estrutura, onde
estdo as células mais refinadas. Esta proposta néo foi aplicada naquele trabalho para esta
finalidade, mas para avaliagdo de erros nos vértices, como se vera na se¢éo 4.3.

A inclusdo deste método deve-se & impossibilidade, até o momento, de aplicar
eficientemente os métodos dindmicos para obtengdo de modelos heterogéneos, ou seja,
modelos simplificados induzidos por uma fung¢do de tolerdncia ndo constante. Essa
tarefa apresenta complicagdes para a manuten¢fo da consisténcia da triangulagfo, as
quais ndo tém solugdo assegurada pela simples utilizagdo da triangulagdo RA
multiresolugdo, como acontece nos modelos homogéneos.

Embora o trabalho de Zhou refira-se a extragdo de modelos simplificados com
resolugdo varidvel, o método descrito por ele ¢ semelhante a0 método dindmico da
segdo 4.2.1. Tal mecanismo, entretanto, ndo garante a consisténcia do modelo quando a
fungdo de tolerancia néo € constante.

Para ilustrar o problema, considere, por exemplo, a figura 4.2, que repete a
configuragdo da figura 4.1 e marca uma regido de foco (retdngulo tracejado). Supondo
que o erro avaliado em a (E,) seja maior do que os de b, ¢ e d, pela metodologia adotada
para associar erros a vértices, o valor E, sera replicado nos outros trés. Considere-se
ainda que o erro admitido na regido em foco seja menor do que E,, enquanto que fora do
retdngulo o erro admissivel seja maior do que E,. O simples percurso das arvores em
profundidade, com que se implementa o método dindmico, poderia alcangar
primeiramente a célula dividida pelo vértice d, o qual seria marcado como componente
do modelo simplificado, uma vez que o erro associado a ele ¢ relativamente baixo para a
regido onde estd situado. Dessa forma, os niveis mais baixos da arvore seriam
desconsiderados, ndo chegando a ser verificado o vértice ¢. No entanto, esse mesmo
vértice poderia ser alcangado e incorporado ao modelo simplificado com os outros
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tetraedros que ele compde, pertencentes a outro ramo da arvore, o que caracterizaria
uma descontinuidade da fungfo representada por esse modelo.

Figura 4.2 — Resolugdo heterogénea.
Regido em foco com tolerancia menor.

O exemplo acima mostra uma situagdo que pode ocorrer, seja qual for a fung¢do de
tolerancia considerada, desde que nfo seja uma fungfo constante em todo o dominio,
caracteristica dos modelos com resolugdo homogénea. A causa do problema € o fato de
que o percurso de um dos ramos da arvore alcangou uma regido com tolerincia elevada,
antes de outra com tolerdncia menor, mas que tem relagdo de dependéncia com algum
vértice da primeira.

A estratégia de solugfio que se apresenta é visitar cada vértice, comegando do nivel
mais baixo da estrutura, para avaliar a necessidade de sua presen¢a no modelo
simplificado. Cada vértice visitado tem seu erro associado comparado com o erro
admissivel em sua posigéo, estipulado pela fung¢do de tolerdncia. Sdo verificados todos
os vértices de cada nivel, antes de passar ao nivel superior. Ao tratar um vértice v do
nivel imediatamente superior pode-se confirmar se algum vértice do nivel anterior,
marcado como obrigatério no modelo simplificado, depende da presenga de v na
estrutura. Essa confirmagéo depende de se ter acesso aos filhos dos setores divididos por
v. Na organiza¢do de dados do citado trabalho, isso exige que antes se conhegam os
proprios setores, para através deles se chegar a seus filhos. Essa informagdo ¢ suprida
por uma estrutura auxiliar que armazena, para cada vértice, a lista dos setores que ele
divide. Essa estrutura tem tamanho O(n), sendo n o numero de tetraedros, pois serdo
citados todos os setores existentes, em nimero aproximadamente igual ao ntimero de
tetraedros (folhas) da triangulag&o.

Para implementar essa estratégia, falta estabelecer uma maneira eficiente de
identificar quais s@io os vértices pertencentes a um mesmo nivel. Essa informagéo
poderia ser obtida por um percurso completo das arvores até o nivel desejado. Repetir
esse percurso a cada novo nivel, resultaria em um algoritmo de custo elevado. Isso pode
ser evitado, como ¢ feito naquele trabalho, criando uma tabela de pontos divisores.
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Trata-se de uma lista com um elemento para cada nivel das arvores, elemento esse que €
um ponteiro para a lista de vértices do nivel respectivo. Essa tabela é preenchida com
um unico percurso da triangulacdo. Esta nova estrutura auxiliar ¢ bem menor do que a
primeira pois inclui apenas uma entrada para cada vértice, além de uma para cada nivel.
Devido ao ganho de eficiéncia que ela proporciona, justifica-se a sua manutengéo.

4.3 Metodologias para Calculo de Erro

Considera-se, aqui, que uma metodologia para célculo de erro inclui a definigio de
um pardmetro para quantificar esse erro € uma estratégia de avaliagdo desse pardmetro.

Na proposta apresentada em [Zhou97], o pardmetro quantificador ¢ estabelecido
em fungdo da técnica de visualizagdo a ser utilizada. Em particular, aquele trabalho
considera a técnica de extragdo de isosuperficies. A inclusdo ou exclusio de um vértice
divisor de um nudcleo, em geral provoca uma mudanca de posi¢do de pontos de
interse¢do da isosuperficie com arestas dos tetraedros relacionados com aquele vértice.
O erro associado a esse vértice € dado pela maior dessas variagdes. O inconveniente
dessa estratégia é que um sistema que pretenda disponibilizar diferentes técnicas de
visualizagdo devera calcular e armazenar diferentes pardmetros de erro.

Neste trabalho, optou-se por uma defini¢do de erro associada ao modelo e ndo a
técnica de visualizag@o. O erro associado a um vértice também é o maximo entre os
erros relativos aos tetraedros (setores) que ele divide. A diferenga esta no cédlculo do
erro em um setor, que é o erro cometido ao desprezar sua descendéncia. Esse sera o
desvio maximo entre a fungdo linear definida pelos vértices desse setor e 0 modelo de
referéncia do campo, constituido pela estrutura completa, que inclui todos os dados
originais disponiveis em pontos pertencentes ao volume do setor. Resta ainda definir
como calcular esse desvio. Serfo apresentadas duas alternativas, de modo a oferecer
opgdes com diferentes graus de complexidade e precisdo. A primeira, descrita nesta
mesma sec¢do, ¢ mais rigorosa ¢ de custo computacional mais elevado. A segunda,
descrita na se¢do 4.3.1 é uma simplificagdo da primeira.

A estratégia para avalia¢do do erro baseia-se na observagio de que, por se tratarem
de fungdes lineares definidas a partir dos vértices de uma hierarquia de simplexos, os
extremos locais dessas fungdes, bem como os desvios maximos, ocorrerdo exatamente
nesses vértices. Sendo assim, o desvio méaximo relativo a um setor, que sera
denominado erro do setor, ocorrerd sobre um dos vértices geradores de sua
descendéncia. Para calcular o erro de um setor S, a ser associado a seu vértice divisor v,
percorre-se a subarvore de S para visitar seus vértices (divisores dos setores de sua
descendéncia, incluindo v) e calcular, para cada um deles, a diferenga entre o valor
conhecido do campo naquele ponto, armazenado no registro do vértice, € o valor que a
fungdo linear definida pelos vértices de S (os quatro vértices do seu tetraedro) associa a
esse ponto. A maior de todas essas diferengas € o erro do setor, que é o erro imposto
pelo truncamento da arvore a partir dos filhos de S.

O algoritmo 4.1, “ErroDoNucleo”, implementa o célculo desse erro para todos os
setores do nucleo dividido por um dado vértice. O maior deles fica associado a esse
vértice. O algoritmo complementar “ErroDoDescendente”, determina, para um setor
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dado por seus quatro vértices, 0 maior erro nos vértices situados no interior de um seu
descendente.

ErroDoNucleo (v, erro)

vértice v0, vl, v2, v3, v
setor S
real erro, e

/I N é o nucleo dividido por v

v0, v3 € vértices do eixo de N

erro = || v.valor — (v0.valor + v3.valor)/2 ||

para cada setor Sde N
vl,v2 € vérticesl e2deS
ErroDoDescendente (v0, v1, v2, v3, S.filhol, ¢)
se e>erro entdo erro=¢e
ErroDoDescendente (v0, v1, v2, v3, S.filho2, )
se e>erro entdo erro=e

ErroDoDescendente (v0, vl, v2, v3, S, erro)

setor S

vértice v0, vl, v2, v3 // vértices do setor S,, ascendente de S
real erro, e

vértice v

se existe S.vert div entdo
// o setor S possui filhos
v=S.vert div // vértice divisor de S
erro = || v.valor — valor interpolado de S, na posigéo de v ||
ErroDoDescendente (v0, v1, v2, v3, S.filhol, e)
se e>erro entdo erro=e
ErroDoDescendente (v0, v1, v2, v3, S.filho2, ¢)
se e>erro entdo erro=e€
sendo erro =0

Algoritmo 4.1 — Célculo do erro (dos setores) de um nucleo

Foi mostrada, na se¢éo 4.1.1, a necessidade de propagar um valor elevado de erro,
obtido em um vértice de nivel baixo, para os vértices de niveis superiores que lhe dio
sustentagdo. O trabalho de Zhou apresenta uma boa solugdo para esse problema.
Visitando primeiramente os vértices dos niveis mais baixos, ao tratar um vértice v, ja
sdo conhecidos os valores de erro associados aos vértices divisores dos fithos dos
setores pertencentes ao nicleo (V) dividido por v. Sdo justamente esses os vértices que
podem ter seu valor de erro transmitido (propagado) para v. O valor de erro
efetivamente associado a v deverd ser o maior dentre os seguintes:
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. 0 erro do nucleo N, dado pelo algoritmo acima;

. 0 erro associado, pelo algoritmo acima, a cada um dos vértices que subdividem os
filhos dos setores de &, se houver algum deles realmente subdividido.

O percurso dos vértices e dos setores por eles divididos, é implementado com base
nas mesmas estruturas auxiliares descritas na sec¢do 4.2.3, quais sejam, a lista dos
setores divididos por cada vértice, e as listas de vértices divisores de nucleos em cada
nivel.

Uma analise acurada do algoritmo 4.1 mostra que muitos vértices sdo visitados
repetidamente para avaliar o erro em relagdo a um mesmo setor. Algumas estratégias
podem ser utilizadas para evitar essa redundancia de calculos. Embora essas alternativas
sejam relativamente simples, sua avaliagdo foi deixada para o futuro, uma vez que, além
desse calculo de erros constituir apenas uma fase de pré-processamento, aquela
melhoria ndo chegaria a afetar a complexidade assintética dessa tarefa.

Analisando a complexidade do processo de avaliagdo de erro como um todo,
conclui-se que seu comportamento é O(n’) em tempo, no pior caso, onde » representa o
numero de células da triangulagéo (folhas da arvore). Isto porque, para cada vértice é
necessario visitar todos os descendentes dos setores que ele divide, com excegdo das
folhas. O pior caso ocorrera quando a arvore tiver sido gerada por um processo
adaptativo tendencioso, com a op¢éo de refinamento recaindo sempre sobre 0 mesmo
filho. A condigdo mais favordvel ocorre para triangulagdes homogéneas, ou seja,
aquelas em que todas as células estdo no mesmo nivel de refinamento. Nesses casos o
comportamento do algoritmo € O(rnlogn).

4.3.1 Simplificacdo do Calculo de Erro

Com a avaliagdo de erro realizada pela metodologia descrita acima, pode-se
assegurar que o erro introduzido em um modelo simplificado, ao desconsiderar a
subarvore relativa a um dado setor, ndo supera o erro associado ao vértice que subdivide
esse setor. Entretanto, a complexidade quadratica no tempo daquele procedimento,
justifica a busca de estratégias alternativas, ainda que sacrificando a precisdo em certa
medida. Em seguida, apresenta-se uma abordagem simplificadora que, admitindo um
calculo aproximado para o erro, proporciona um algoritmo de comportamento linear no
pior caso.

Recorrendo novamente a um caso bidimensional, sugerido pela figura 4.3, suponha
a remogdo do vértice a. Com isso as arestas ba e ad deixam de existir e passa a existir a
aresta ec, sobre a qual a fungdo fica definida pelos valores atribuidos aos vértices e e c.
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Figura 4.3 — Remog&o do vértice a.

O erro associado ao vértice a sera dado, neste caso, pela diferenga entre o valor
original da func¢fo nesse ponto, que permanece armazenado no registro do vértice, € 0
valor da fung&o sobre ec calculado para o ponto a. Suponha agora a remogéo do vértice
d. O valor da fun¢do no ponto a ndo se altera, continuando definido pela aresta ec.
Com a remog&o do vértice e, quando entdo a aresta ec deixa de existir, € que o valor da
func¢do no ponto a se altera, impondo uma reavaliagdo do desvio nesse ponto. Como se
observa, para o caso bidimensional em foco, o desvio no ponto a sé precisa ser revisto
no segundo nivel de desrefinamento acima dele préprio. Em uma triangulagdo RA
tridimensional essa condi¢do se estende para o terceiro nivel de desrefinamento,
quando, como mostra a figura 4.4, deixa de existir a aresta que define o valor da fungéo
no ponto a. Neste caso, apos a remogéo de a, seriam removidos os vértices 2 ¢ 3 sem
alterar o valor da fungfo em a, que seria mantido pela aresta 4-5. No terceiro nivel de
desrefinamento, removendo o vértice 4, € que haveria necessidade de reavaliar a fungdo
em a.

Figura 4.4 — Removendo o vértice g, a aresta 4-5 conserva o valor da
funcdo naquela posi¢do, mesmo apds a remogdo dos vértices 2 € 3.
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A hipotese simplificadora que se langa é que seja baixa a probabilidade de que o
erro no ponto a possa prevalecer no terceiro nivel de desrefinamento apds a remogéo
desse vértice. Admitindo-se essa hipotese, pode-se negligenciar a reavaliagdo do erro
nos niveis inferiores ao atual, transformando o célculo do erro do nucleo, no simples
célculo do desvio na posigdo referente ao vértice que o divide. Esse desvio ¢ a diferenga
entre o valor armazenado no vértice e o valor da fungdo interpolado sobre o eixo do
nucleo. O algoritmo resultante tem comportamento linear no tempo.

Outra conseqiiéncia desta simplificagdo ¢ que todas as consideragdes sobre
propagacio de erro feitas anteriormente se tornam desnecessarias. Com isso, a avaliago
do erro nos vértices pode ser feita em qualquer ordem. Uma ordem definida por um
percurso baseado na hierarquia da estrutura passa a ser uma solugdo mais conveniente,
dispensando, assim, as estruturas auxiliares usadas para o percurso a partir das folhas.
Essas estruturas continuam necessédrias para a extragdo de modelos simplificados
baseados em critério de tolerdncia varidavel. Em um sistema que utilize apenas o método
dindmico de extragdo desses modelos, definidos por fungdo de tolerncia constante, elas
podem ser abolidas.

4.3.2 Avalia¢io Comparativa

A metodologia adotada por Zhou, em seu trabalho, para avaliagdo do erro relativo a
poda da estrutura, mencionada no inicio da se¢fio 4.3, foi estabelecida com base na
variagdo de pardmetros morfologicos de isosuperficies. O desvio relativo a remogdo de
um vértice considera apenas a forma da isosuperficie com e sem aquele vértice. Uma
abordagem mais rigorosa deveria considerar o desvio do modelo sem o vértice, em
relagéo ao modelo completo, que estaria, entfo, servindo como modelo de referéncia.
Aquela estratégia, portanto, corresponde a alternativa simplificada da se¢do anterior
que, por sinal, tem a mesma ordem de complexidade em tempo, com a vantagem de
dispensar as estruturas auxiliares criadas por aqueles autores.

4.4 Requisitos de Espaco

Encerra-se esta abordagem com uma compara¢io entre a estrutura de dados
descrita em [Zhou97] e a desenvolvida para este trabalho. Aquele estudo visa a uma
aplicagdo muito particular, qual seja a representagdo de uma malha regular sob a forma
de uma arvore bindria de tetraedros. O resultado constitui uma arvore bindria completa,
gerada por um processo de subdivis@o totalmente regular que produz uma estrutura
hierarquica homogénea. Essa arvore pode, entdo, ser armazenada em um arranjo
unidimensional, ficando dispensada de armazenar as informagdes relativas a
estruturagdo da hierarquia, as quais ficam implicitamente definidas e sfo facilmente
recuperadas. Cada registro desse arranjo representa um n6 da arvore, que armazena
exclusivamente enderegos de vértices: os quatro que definem o tetraedro e seu vértice
divisor. Os tetraedros folhas também sdo representados, apenas dispensando o campo
relativo a vértice divisor.
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Este trabalho, no entanto, trata de uma estrutura adaptativa, portanto irregular, do
ponto de vista da densidade de informagdes nas diferentes regides. Como conseqiiéncia,
a estrutura hierdrquica resultante nio é homogénea e ndo pode ser representada da
daquela maneira. No entanto, sua regularidade construtiva permite um esquema de
armazenamento ainda mais econdmico do que aquele: cada registro relativo a um n6 da
arvore armazena apenas os enderecos de seu vértice divisor e de seus dois filhos
(capitulo 3). A economia est4d no menor numero de ponteiros armazenados nos nés
intermediarios das arvores, uma vez que os enderecos dos vértices do setor ndo sdo
armazenados, e, principalmente, na total eliminagdo da representa¢io de informagdes
relativas as folhas dessas arvores. Obviamente, aquela aplicagdo especifica também
pode ser implementada sobre esta estrutura de dados.

Quanto as informagGes dos vértices, as duas estruturas sfo equivalentes. Ambas
armazenam, para cada vértice, suas coordenadas e os enderegos dos tetraedros que ele
divide. Como ja foi mencionado, essas listas de enderecos, em conjunto, citam todos os
setores da estrutura, totalizando, portanto, n elementos, onde n é o numero de folhas das
arvores. Deve-se acrescentar, ainda um ponteiro para inserir o vértice na lista de vértices
do seu nivel. A lista de ponteiros para essas listas de vértices (um para cada nivel) serd
desprezada.

Para quantificar o consumo de memdria, serd considerada uma maquina que
represente numeros reais e inteiros (incluindo endere¢amento de memoria) em uma
palavra de memoria. Também serd assumida a relagdo de 1/6 entre o nimero de vértices
e o numero de tetraedros dessas estruturas. Conclui-se que a estrutura usada por Zhou
ocupa 10,7n palavras, ao passo que nossa estrutura ocupa 4,77 palavras de memoria.

No capitulo 3 foram relacionadas diversas outras informagdes que podem vir a ser
agregadas aos dados do problema. A essas, deve-se acrescentar, ainda, o erro em cada
vértice, caracteristico do contexto de multiresolugdo. Isso representa um acréscimo de
9/6n palavras, elevando aqueles totais para até 12,2n e 6,2n.

Semelhante a conclusdo daquele capitulo, também aqui a economia de espago com
o uso das triangulagdes RA, representadas com a estrutura deste trabalho, situa-se em
torno de 50%.

Finalmente, deve-se considerar a pouca flexibilidade da estrutura de Zhou, do
ponto de vista da extrag@o de modelos simplificados. A representagio de arvore binaria
em um arranjo linear sé ¢ eficiente, do ponto de vista de espago, quando se trata de uma
arvore completa. Um modelo simplificado caracteriza-se pelo desbalanceamento dessas
arvores, 0 que leva a um desperdicio de espago naquela representago.
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Capitulo S

Visualizacido Volumétrica Direta

A visualizagdo direta de dados volumétricos engloba uma variedade de técnicas
para obtengdo de imagens de um campo escalar tridimensional, sem extragdo ou
construgdo de representagdes geomeétricas intermediarias. No estudo dos algoritmos
envolvidos, destacam-se duas abordagens fundamentais, cuja diferenga bdsica estd na
ordem de realizag@o das operagdes envolvidas, que pode ser regida pela organizago dos
dados ou da imagem. Essas duas classes de algoritmos, que s@o designadas como
técnicas de projegdo e técnicas de langamento de raios, receberéo atengdo particular em
se¢des especificas deste capitulo, onde serdo descritos algoritmos que as implementam
sobre malhas irregulares. A énfase em malhas irregulares, particularmente malhas de
tetraedros (triangulagdes), se deve ao fato de que essas sdo as malhas adaptativas mais
usadas, pela sua simplicidade e porque proporcionam os algoritmos mais eficientes,
inclusive para implementag&o das técnicas de visualizagfo. Isso faz dessas triangulagdes
(genéricas) o melhor referencial, diante do objetivo de comparar o desempenho das
técnicas citadas, quando aplicadas sobre triangulag¢des retangulares adaptativas, com o
seu desempenho sobre outras malhas adaptativas.

Os algoritmos apresentados neste capitulo, extraidos de trabalhos anteriores,
fornecerdo subsidios para os capitulos seguintes, onde serfio estudadas implementagdes
dessas técnicas sobre triangulagdes retangulares adaptativas, explorando as vantagens
oferecidas por essas estruturas.

Antes, porém, a proxima se¢do serd dedicada a descricdo do modelo que estara
sendo utilizado para estabelecer como os dados sdo traduzidos em propriedades oticas.

5.1 Modelos Oticos

Os modelos oticos mais amplamente empregados em visualiza¢do direta
consideram o volume como uma nuvem de particulas cuja densidade varia em fungfo
do campo escalar. Existem muitos trabalhos publicados sobre simulagio da interago da
luz com esse tipo de meio. [Blinn82] [Kajiya84] [Max86a] [Max86b] [Rushmeier87]
sdo exemplos de abordagens que buscam obter imagens realisticas, incluindo efeitos de
absor¢do, reflexdo, transmissdo, difusdo (“scattering”) e sombra, resultando em modelos
complexos e de custo computacional proibitivo. Diante disso, os caminhos seguidos em
diregdo a viabilizagédo de sistemas desse género foram a simplificagdo daqueles modelos
e a criagdo de outros, despreocupados com a realidade visual, mas que fossem capazes
de proporcionar ferramentas efetivas na caracterizagdo das propriedades relevantes dos
dados em estudo, e que permitissem implementagdes mais eficientes. Essa segunda
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opgdo ¢ bem aceita pelos usudarios que, em muitas situagdes, valorizam mais o requisito
de interatividade do ambiente operacional. Isso se confirma, em especial, no campo da
visualizagdo cientifica, uma vez que, em grande parte das aplicagdes, ndo existem
referenciais visuais para o que se pretende observar.

A secdo a seguir descreve o modelo que serad considerado neste trabalho. Para uma
abordagem mais detalhada, ver [Max95a]. Nesse mesmo trabalho, Nelson Max
apresenta modelos mais sofisticados, incluindo sombra e reflexdo/espalhamento
multiplos, além de fazer uma ampla reviséo bibliografica sobre o assunto.

5.2 O Modelo Adotado

Os algoritmos que serdo apresentados ao longo deste texto levardo em conta, entre
os citados acima, os efeitos de absor¢do e reflexdo. Além disso, recorrendo ao modelo
de iluminag@o proposto por P. Sabella [Sabella88], que introduziu a caracterizagdo do
campo como emissor de densidade, considerar-se-4 que as particulas emitem brilho
proprio, a0 mesmo tempo que absorvem parte da energia que chega até elas.

Esses sdo os elementos mais freqiientemente adotados no ambito das aplicagbes
cientificas da visualizagdo volumétrica direta. O modelo de Sabella fornece o mesmo
resultado que se obteria considerando ilumina¢fio ambiente, em que cada particula
recebesse a mesma intensidade luminosa de todas as dire¢des [Max90]. Observa-se
ainda que o efeito de reflexfo, incluido para enriquecer a visualizagdo direta de
isosuperficies, tem implicagbes semelhantes ao de emissdo. Como sera mostrado adiante
com mais detalhes, o modelo matemaético para ambos os efeitos associa a cada particula
uma contribuigdo positiva a energia total percebida pelo observador.

[Max95a] desenvolve esse modelo a partir do caso limite, em que as particulas
teriam tamanho infinitesimal. Se s € o pardmetro de distincia ao longo de um raio que
parte do fundo em diregdo ao observador, em cada segmento infinitesimal ds ocorrera
absor¢do, emissdo e reflexdo. As particulas sdo consideradas esferas idénticas de raio r e
area projetada A=m’. Seja p o numero de particulas por unidade de volume.
Considerando uma fatia cilindrica de espessura As e area da base B, seu volume sera
BAs e conterd N=pBAs particulas. Se As ¢é suficientemente pequeno para que seja baixa
a probabilidade de que as projegdes das particulas sobre a base se sobreponham, pode-se
aproximar a area total dessas projecdes por A,=NA. Entdo, a fracdo de B ocupada pelas
projecoes das particulas serd A/B=pAAs.

Nesse modelo, a capacidade do meio de absorver energia luminosa é definida
estabelecendo que cada particula absorve toda a luz que chega até ela. Assim, pAA4s
também representa a fragdo de energia luminosa que serd absorvida. No limite, como As
tende a zero, também tende a zero a probabilidade de superposi¢do das proje¢des das
particulas, resultando a equagido diferencial

% = —p($)AI(s) = —1(s)I(5)
A

onde I(s) é a intensidade luminosa que alcanga a posi¢do s e 7(s)=p(s)A é chamado
coeficiente de atenuagdo.
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Quanto ao efeito de emissdo, considera-se que as particulas brilham com
intensidade C por unidade de 4rea projetada, contribuindo com CA4, para a energia total
que sai da fatia. O acréscimo de energia por unidade de area é CA/B=CpAdas,
resultando, no limite, a equagéo diferencial

dl
i C(s)p(s)4 = C(s)1(s) = g(s)
onde g(s) € chamado termo fonte.

Considerando simultaneamente ambos os efeitos, a equacéo €
dl
Z g(s) = u(s)I(s)
cuja solugdo fornece, para a intensidade luminosa que alcanga o observador, a expressdo
b b _t
I=1e vt J g(s)e O g 0]
a

onde /) corresponde & iluminagdo de fundo; a e b sdo os valores do pardmetro nos
pontos em que o raio entra e sai do volume, respectivamente . O fator

~[*21(s5)ds
e ™

¢ definido como transparéncia do meio entre as posi¢des §; € 5. Assim, as expresses

s b
T(s)___e—f[:r(t)dt T’(s)=e_[“T(t)dt
correspondem, respectivamente, a transparéncia do volume ao longo do raio desde a
posicdo de entrada no volume até a posi¢do s, e a transparéncia entre s € a saida do
volume em dire¢do ao observador. Pode-se, entdo, escrever, para maior clareza

b
I=1,T, + j g(s)T"(s)ds @
a
onde 7, € a transparéncia do volume entre a e b, dada por

T = e—J'([;T(s)ds

v

5.2.1 Fungoes de Transferéncia

Uma tarefa delicada que o usuario de um software de visualizagdo volumétrica
precisa realizar € a classificagdo dos dados. Nessa hora, os conhecimentos sobre o
fendmeno em estudo € mesmo sobre a maneira como as imagens sdo “extraidas” dos
dados originais, serdo de grande importdncia para o bom aproveitamento dos recursos
disponiveis nos programas desse género. Para uma técnica de visualizag@o direta,
classificar os dados significa escolher fungdes de transferéncia que mapeiem os valores
escalares em propriedades oticas. As fungdes 7 e C, mencionadas na se¢fo anterior,
denominadas respectivamente coeficiente de atenuagdo e cromaticidade, sdo exemplos
de funcdes de transferéncia.

O tratamento feito até aqui considera a luz monocromadtica, calculando um unico
valor de intensidade luminosa, a partir de fungdes 7 e C também unicas. No entanto, a
mesma abordagem se estende a sistemas policromaticos, bastando repetir as equagdes
obtidas para cada comprimento de onda relevante. Por exemplo, no sistema RGB s#o
calculadas as intensidades /., I € I, a partir de seis fun¢Ges de transferéncia 7, 7, 7,
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C,, Cg € Cp. Genericamente, a expressdo da intensidade luminosa para os diferentes
comprimentos de onda, A, fica sendo

b
5 =InTy + [ ()T (s)ds. G)

A utilidade de toda essa flexibilidade ¢ discutivel, uma vez que a escolha dessas
fungdes € uma tarefa ndo trivial, devido a dificuldade de se prever o resultado de sua
aplicagdo combinada. Por outro lado, o célculo das trés componentes de intensidade
luminosa a partir das seis fun¢des de transferéncia tem um custo computacional
elevado. Assim, € usual adotar restrigdes que, apesar de diminuirem essa flexibilidade,
proporcionam ganhos significativos de eficiéncia, sem reduzir, em termos praticos, o
pontencial de resolugdo da técnica, no que se refere a sua capacidade de explicitar as
caracteristicas relevantes do fendmeno sob anélise.

A figura 5.1 mostra exemplos de fungdes de transferéncia, 7 e C,, para um campo
escalar f. E usual defini-las como fun¢es lineares por partes.

Figura 5.1 — Fungdes de transferéncia

5.2.2 Simplifica¢oes do Modelo

Uma primeira opgéo simplificadora é considerar a cromaticidade C constante ao
longo do raio, para cada comprimento de onda. Assim, o termo fonte definido acima
fica sendo  g(s)=C1(s) e a parcela em que ele estd presente, na expressdo da
intensidade luminosa, assume a forma

b _h b _qb
Lot 0= e 0=
h b _b
_C _g_e [\_‘c(t)dtds: C(l—e L,r(t)dt) - C(I—Tv)
ads

A expressdo final, em sua forma mais concisa e com referéncia explicita aos diferentes
comprimentos de onda, sera

I, =15, Ty + Gy (1-To,). 4)
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A grandeza a=I-T ¢ a opacidade, que também € uma caracteristica do meio
varidvel com o comprimento de onda.

Pode-se, ainda, dar mais um passo no sentido de diminuir o custo computacional do
processo, considerando constante, além da cromaticidade, também o coeficiente de
atenuacdo. Dessa forma, a transparéncia serd dada por

-1y 1
T ) =€ * s

2%

onde /=b-a.

As restricdes de que a cromaticidade e/ou o coeficiente de atenuagdo sejam
constantes ao longo do raio ndo influenciam tanto os resultados quanto pode parecer a
principio. Como o dominio ¢ discretizado em células que sdo tratadas separadamente,
para se conseguir o ganho de eficiéncia esperado basta considerar esses pardmetros
constantes no interior de cada célula. A integragdo, que precisa ser feita em toda a
extensdo da interse¢@o do raio com o volume, sera avaliada em cada segmento do raio
correspondente a sua intersecdo com uma célula. O resultado final serd obtido pela
“composi¢do” [Porter84] desses resultados parciais através da equagdo (4). Dessa
forma, aqueles pardmetros podem variar de célula para célula, sem perder as vantagens
descritas acima.

As constantes C; e 7; para uma dada célula podem ser definidas, por exemplo,
como as médias de seus valores nos pontos de interse¢do do raio com a célula, obtidos
por interpolag&o linear nas faces correspondentes. Se 7, for uma fungfo linear do campo
escalar e esse campo variar também linearmente no interior da célula, essa opgéo
fornecerd para transparéncia o mesmo valor que seria obtido pela integragfo. Isso ja ndo
¢ verdade para C;. Qualquer que seja essa fungdo, desde que ndo seja realmente
constante, aproxima-la por uma constante implicard em erro, uma vez que isso
corresponde a dar a cor da por¢do mais proxima do observador 0 mesmo peso que a da
por¢do mais distante. A cor da frente deveria ter maior peso, ja que a opacidade ao
longo do raio obscurece mais a cor do fundo.

Uma terceira consideragdo simplificadora ¢ assumir que o coeficiente de atenuago
seja independente do comprimento de onda. Com isso, a exponencial envolvida no
calculo da transparéncia serd computada apenas um vez para cada célula.

Finalmente, um artificio numérico que pode ser aplicado, se z; for considerado
constante, baseia-se na expansdo em série da fungio

flx)=1-¢"" =x-x2/2+..
Como a=/-¢* pode-se aproxima-lo por a=1 - (7])’/2, ou mesmo por a=1, se #<<I.

Naturalmente, todas essas simplificagdes constituem imprecisdes introduzidas nos
resultados. As experiéncias mostram, no entanto, que vale a pena considera-las, pelo
menos como recurso para obtengdo de um esquema interativo eficiente.

5.2.3 Reflexio em Superficies

De uma maneira geral, a introdug@o do efeito de reflexfio no modelo 6tico se da
através do termo fonte g(s), que passa a ser
8(s) = C(s)1(s) + R(s)
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onde R(s) representa a intensidade de luz refletida, na dire¢do do observador, ou seja, a
contribuigdo para a intensidade luminosa do raio, devida a reflexdo na posigéo s.

Para o modelo adotado neste trabalho, a inclusdo desse efeito se justifica como
recurso para enriquecer a imagem com a exibigéo de superficies de nivel.

Neste trabalho, o efeito de reflexdo sera considerado somente em pontos situados
sobre a superficie desejada. Assim, a parcela R(s) introduzida na expressdo do termo
fonte, so terd que ser calculada em relagio a esses pontos. Isso pode ser feito de forma
simples. Supondo que se queira exibir a isosuperficie de nivel j, o procedimento de
integracdo pode ser adaptado para checar a presenca desse nivel na célula a ser
processada. Em caso positivo, a célula sera tratada como se fosse dividida pela
superficie. O segmento do raio contido no seu interior também sera dividido, devendo
ser computadas, separadamente, trés contribui¢des: a do segmento situado atras da
superficie, a contribui¢do por reflexdo na superficie e a do segmento frontal. A fungio
de transferéncia relativa ao coeficiente de atenuagio sera dotada de um pulso de largura
nula e altura 7 (fungfio delta), localizado, no eixo de abscissas, na posigdo
correspondente ao valor escalar igual a ;.

Outro aspecto em que se observam diferengas, do ponto de vista do tratamento do
efeito de reflexdo no modelo 6tico para visualizagdo volumétrica, € quanto & inclusio ou
ndo de especularidade no modelo de iluminagdo. A op¢do mais simples é tratar a
superficie como lambertiana, considerando apenas reflexdo difusa. A inclusdo de
reflexdo especular proporciona melhoria da qualidade da imagem, facilitando a
observagdo de detalhes, mas também significa aumento de custo. A localiza¢do da fonte
de luz no infinito e a utiliza¢do de projegdo ortografica proporcionam simplificagdes nos
calculos, que podem viabilizar a utilizagdo de um modelo de iluminagdo mais completo.
Também, pode-se considerar essa opgdo como um recurso a mais em um sistema de
visualiza¢do, objetivando apresentag¢des finais de melhor qualidade.

A contribui¢do da reflexdo difusa para a intensidade luminosa € incluida no modelo

de iluminagdo como
I, = LkycosO

onde /; é a intensidade da luz incidente, k; é 0 coeficiente de reflexfio difusa e @¢é o
dngulo entre a dire¢do da luz incidente e a normal a superficie. As grandezas
envolvidas, com exce¢do do 4ngulo 6, sdo dependentes do comprimento de onda. O
coeficiente de reflexdo pode ser definido em fungdo do coeficiente de atenuagio ou
simplesmente como uma constante. Ainda outra alternativa ¢ calcula-lo em fungfo do
modulo do gradiente [Drebin88].

A normal a superficie em um ponto é dada pela dire¢do do gradiente, que ¢
determinada a partir da fungdo de interpolago utilizada para definir os valores do
campo escalar no interior das células. As fung¢des de interpolagdo mais usadas nio
apresentam continuidade do gradiente na transi¢do entre células, o que pode ser visivel
na imagem. Se isso for considerado inconveniente, pode-se optar por uma alteragdo nas
normais de forma a se obter transi¢des suaves. [Williams92a] sugere adotar para cada
vértice um gradiente calculado como a média dos gradientes nos baricentros das células
que compartilham esse vértice. A normal a superficie em um ponto no interior de uma
célula seria obtida, entdo, por interpola¢do dos gradientes atribuidos aos vértices.
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Esse esquema pode ser implementado de forma a tratar mais de um nivel ao mesmo
tempo, exibindo as isosuperficies correspondentes em uma mesma imagem, como
superficies “concéntricas” em que as mais externas sejam semitransparentes.

5.3 Meétodo de Lancamento de Raios

A maneira mais natural de se obter uma imagem de um conjunto de dados
volumétricos € “langar” raios do olho do observador através de cada pixel da tela onde
a imagem deve ser formada. As posi¢des do olho e de um pixel definem a dire¢do de um
raio, cuja trajetéria através das células do volume ¢ acompanhada por um procedimento
que calcula a contribuicdo que cada célula fornece para a cor final do pixel, de acordo
com o modelo 6tico adotado. As sucessivas contribui¢des vdo sendo “compostas”
[Porter84] em ordem crescente da distancia ao observador (frente para tras, FpT), até
que o raio intercepte um objeto opaco, que a opacidade acumulada alcance um dado
valor limite proximo de um ou até que o raio saia pela parte posterior do volume. Dessa
forma, evita-se o trabalho de tratar as células mais distantes do observador, apds ser
alcangado o limite de opacidade.

Alternativamente, a composi¢do pode ser realizada no sentido inverso, partindo do
fundo em dire¢do ao observador (tras para frente, TpF). Essa op¢do tem um pequeno
ganho, em relagdo a anterior, porque aquele método exige o esforgo extra de
manuten¢do de uma varidvel para acumular opacidade (ou transparéncia). Em
compensacdo, essa ultima alternativa ndo oferece a possibilidade de interromper o
percurso em fungdo do limite de opacidade. Os trechos de codigo a seguir, explicitam
essas caracteristicas [Max95a].

Algoritmo FpT:

I1=0; /* I - intensidade luminosa */
=1, /* T - transparéncia */
i=n; /* n - numero de células */
while (T > limite transp && i>=1) {
I1=T*gl[il + I /* g[i] - termo fonte da célula i */
T = T*t[i]; /* t[i] - transparéncia da célula i */
--I;
}
I=1+T*I; /* Iy - intensidade luminosa de fundo */

Algoritmo TpF:
I= 1y
for (i=1; i<=n; ++i)
I=1t[i]* I+gl[i];

Os algoritmos seqiienciais de langamento de raio realizam seu trabalho pixel a
pixel, normalmente na ordem das linhas de varredura da imagem, o que justifica
referencia-los como algoritmos baseados no espago da imagem. Entretanto, pode ser de
interesse processar os pixels em ordem aleatoria, permitindo ao usudrio ter uma visio
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geral mais imediata e acompanhar o refinamento da imagem a medida em que os pixels
em falta vdo sendo calculados.

Existem varios algoritmos publicados que implementam essa técnica. [Levoy88],
[Upson88], [Levoy90a] e [Levoy90b] tratam da aplicagdo da técnica a malhas regulares.
Para malhas irregulares, [Garrity90] descreve o algoritmo bdsico, enquanto [Giertsen92]
e [Silva96a] apresentam implementa¢Ses que buscam ganhar eficiéncia explorando de
maneira mais ampla a coeréncia existente no espago do objeto, usando algoritmos de
varredura. Finalmente, ainda para malhas irregulares, [Giertsen93], [Ma95] e [Silva96b]
propdem estratégias de subdivisdo do processamento em arquiteturas paralelas.

5.3.1 Algoritmo Basico

A implementagdo do método de langamento de raios para malhas irregulares,
proposta por Garrity em [Garrity90], inicia por um pré-processamento em que sdo
identificadas as faces externas do volume. Para cada raio langado ¢é necessario
determinar, entre essas faces, qual € interceptada primeiro, o ponto de interse¢do, bem
como a célula a que essa face pertence. Determina-se, ento, a outra interseg¢do do raio
com essa célula, ou seja, a face e ponto de saida. De posse dessas informagdes, pode-se
calcular a contribui¢do dessa célula para a cor do pixel associado ao raio. A estrutura de
dados usada para representar a malha deve prover informagdes de vizinhanga que
permitam identificar facilmente a célula seguinte em que o raio penetra. Como essas
células tém uma face em comum, os célculos realizados anteriormente sdo aproveitados,
de modo que apenas uma intersegdo precisa ser calculada para cada célula, com excegio
da primeira, naturalmente. Esse procedimento continua até que outra face externa seja
encontrada. Nesse estdgio, se a malha ¢ convexa, o raio tera abandonado
definitivamente o volume, finalizando seu processamento; sendo, serd necessario
verificar se alguma outra face externa € interceptada, por onde o raio estaria penetrando
novamente o volume.

Em seu trabalho, Garrity descreve uma maneira pratica para determinar essas
interse¢des, valida para qualquer célula poliédrica convexa. No entanto, como estamos
tratando especificamente de tetraedros, esses calculos podem ser bastante simplificados
com a utilizag@o de coordenadas baricéntricas [Persiano96] (ver Apéndice A). Além da
vantagem na determinagéo de interse¢des, essa abordagem também simplifica o célculo
da contribuicdo da célula para a cor do pixel, uma vez que as coordenadas baricéntricas
do ponto de interseg¢do do raio com a face representam os pesos dos vértices da face em
uma interpolagdo linear relativa aquele ponto [Farin90]. Os calculos envolvidos
encontram-se detalhados nas proximas seg¢des.

Determinag¢io da Face de Entrada

Para reduzir o custo de determinagdo da primeira célula (e conseqiientemente da
primeira face) interceptada por um raio € conveniente implementar um mecanismo de
classificagdo geométrica das faces externas. Isso pode ser feito, por exemplo, através de
estruturas auxiliares tais como uma grade regular ou uma estrutura hierarquica como
“octree”. No entanto, acreditamos ser mais simples e até mais eficiente explorar a
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propria estrutura topolégica da malha para realizar essa determina¢éo, levando em conta
que a coeréncia espacial entre pixels tem alta probabilidade de se refletir como
coeréncia espacial entre os pontos de entrada dos respectivos raios no volume. Se o
presente raio corresponde a um pixel vizinho do anterior, a primeira célula interceptada
por ele provavelmente serd a mesma ou uma vizinha daquela por onde seu antecessor
penetrou no volume. Obviamente, esse esquema ndo se aplica se os pixels forem
tratados em ordem aleatéria, conforme alternativa apresentada anteriormente.

Interse¢des com Faces Internas

Ao longo de sua trajetoria, que serd denominada percurso radial, um raio langado
intercepta uma seqiiéncia de células da estrutura. A identificagdo de cada uma dessas
células e a determinagdo de seus pontos de interse¢do com o raio formam, juntamente
com o calculo de sua contribui¢do para a cor do pixel, um ntcleo de operagdes que
constituem o procedimento de maior peso do método, do ponto de vista do custo
computacional. Esta secdo apresenta uma forma eficiente de realizar essa tarefa para
células tetraédricas, valida tanto para proje¢do paralela quanto para perspectiva.

Se A, B, C ¢ D sdo pontos ndo coplanares do espaco euclidiano €, formando um
simplexo (tetraedro) ndo degenerado, qualquer ponto P do espago pode ser representado
relativamente a esses quatro pontos de referéncia por uma quadrupla (g,b,c,d) de
numeros reais (Apéndice A), tais que

atb+c+d=1c¢e
P=aA +bB+cC+dD.

Esses nuimeros s@o denominados coordenadas baricéntricas de P em relagdo aquele
tetraedro.

Uma direcio L=Q-P,onde Q,P € &, também se representa por uma quadrupla

de numeros reais (a;, by, ¢, dp), tais que
a,+b,+c +d,=0e
L= a,lA + bLB + CLC + dLD.

Supondo que L seja a diregdo de um raio e que ja seja conhecido o ponto P,
primeira intersegdo desse raio com uma célula, a questfio a ser resolvida é determinar
Q=P +AL, ponto de intersecdo do raio com a face por onde ele sai do tetraedro
(figura 5.2).

Figura 5.2 — Interse¢des de um raio com as faces de um tetraedro
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Como néo se sabe qual € a face de saida, ¢ necessario considerar todas elas, exceto,
evidentemente, a face de entrada. Escolhendo novamente a face A como exemplo, a
interse¢do com o plano dessa face ¢ o ponto do raio que tem coordenada a nula, ou seja,

ag =ap +ia;, =0,
ou ainda, o ponto correspondente ao pardmetro

K:_ER
ap,

Observando que, no exemplo da figura 5.2, a face de entrada é D, o valor de A
referente a intersegdo com a face de saida serd dado por
. . a, b, ¢
A = o minimo entre os valores positivos em §- — ,-— - —
a, b ¢

De posse das coordenadas baricéntricas de P e Q e do pardmetro A, que
corresponde a distancia entre esses dois pontos, pode-se fazer as interpolagdes e calcular
a contribuigfo do tetraedro para a cor do pixel, conforme o modelo 4tico adotado. Na
verdade, com excegdo da primeira célula interceptada pelo raio, apenas as interpolagdes
relativas a Q serdo necessarias, aproveitando-se os resultados da célula vizinha relativos
aP.

Transi¢ao entre células

Seguindo seu percurso, ao sair da célula que acaba de ser processada, o raio penetra
uma nova célula que devera receber o mesmo tratamento. Sejam ¢ e ¢’ a antiga € a nova
célula, respectivamente. Como para ¢, as informagdes geométricas necessirias para
processar ¢’ sdo as coordenadas baricéntricas do ponto de entrada na nova célula e da
direcdo do raio. Essas informagdes precisam estar representadas como coordenadas
relativas a ¢’, simplexo que define intrinsecamente um novo sistema de coordenadas.
Essa transi¢dio, que corresponde a uma mudan¢a de sistema de coordenadas, é
simplificada pelo fato de que 7 e ¢’ tém uma face em comum (ver Apéndice A).

Designando por E o quarto vértice do novo tetraedro, o primeiro passo dessa
mudanga € determinar as coordenadas desse ponto em relagfo a f. Sejam ag, bg, ck € dg
essas coordenadas, ou seja, mantendo as letras A, B, C ¢ D para representar os vértices
de ¢, E pode ser expresso como

E—_—aEA+bEB +CEC+dED

Como mostra o Apéndice A, a determinagdo dessas coordenadas envolve o célculo
de volumes de tetraedros, o que é uma operagdo bastante cara, se se considerar a
freqliéncia com que ela precisa ser realizada nesse processo. No entanto isso pode ser
feito como pré-processamento, guardando os valores obtidos associados as faces. O
custo desse armazenamento € de apenas quatro nimeros reais por face, uma vez que as
coordenadas baricéntricas de um ponto A em relagdo a um tetraedro BCDE sdo
facilmente calculadas a partir das coordenadas do ponto E em relagdo ao tetraedro
ABCD. Essas relagdes sdo apresentadas a seguir e sua dedugdo também se encontra no
Apéndice A.
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Sejam
E=a;A+bB+c,C+d;D ¢ A=bB+c,C+d,D+e,E.
Conhecendo-se as coordenadas ag, bg, cg € dg, as coordenadas ba, ca, da e ea sdo dadas
pelas expressdes:
b = b_E __ % dE I
) = C, =— =—.
ag ag ag ag

Dando seqiiéncia a transi¢do entre células, para obter a representa¢io da direciio L

no novo sistema, pode-se escrever:
L=aA+bB+c C+d D=bB+¢ C+d D+¢E.
Substituindo E por sua expressdo em fungdo de A, B, C e D, vem
L =2 apA + (b, +2.bg JB+(cp, +&.cp)C+(dy +2.dp)D.
Assim, as coordenadas da dire¢do em relagdo ao novo tetraedro sdo
_ ay, - _ — _ - —
e, =— bLsz_eLbE CL =C, —¢ecg dL=dL—eLdE.
ag

Finalmente, essa mudanga se completa simplesmente considerando que o ponto P,
por onde o raio entra na nova célula, ¢ 0 mesmo ponto Q, por onde ele sai da antiga.
Sendo assim, para obter a definicdo desse ponto em relagdo ao novo tetraedro, basta
rearranjar suas coordenadas de acordo com as relagdes de vizinhanga estabelecidas na
sec¢do 3.6.

Os calculos envolvidos nessa mudanga de sistema de coordenadas podem
introduzir erros acumulativos na representa¢do da diregdo. Para evitar maiores prejuizos
decorrentes disso, pode-se adotar a medida de recalcular periodicamente a dire¢do a
partir de sua defini¢do original. Considerando que a diregdo tenha sido definida pela
diferenga entre dois pontos, essa medida é implementada calculando as coordenadas
baricéntricas desses pontos em relagdo a um tetraedro intermediério, encontrado no
percurso, e recalculando sua diferenca.

5.3.2 Degeneragoes

E importante ressaltar a necessidade de tratar os casos de degeneragdo, que podem
ser interse¢Oes degeneradas ou células degeneradas. O primeiro tipo ocorre quando o
raio passa muito préximo a uma aresta ou a um vértice da malha. Nesse caso, a
comparagdo do pardmetro de distancia pode levar a erro numérico e a escolha incorreta
da face de saida. O segundo tipo ocorre quando existe célula com dois vértices
coincidentes ou com um vértice no interior de uma face a qual ele ndo pertence. Para
malhas simpliciais, uma célula degenerada é um tetraedro com os quatro vértices
coplanares, o que desqualifica o critério de distancia a interse¢des com planos de faces
para identificagdo da face de saida. Essas anomalias podem induzir a erros na
determinagdo de células interceptadas. Sugestées para tratd-las sdo oferecidas no
trabalho de Garrity.
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5.3.3 Coordenadas Baricentricas X Coordenadas Cartesianas

Esta segéo relaciona alguns fatos que justificam a opgdo pela abordagem baseada
em coordenadas baricéntricas para implementar o método de langamento de raios sobre
malhas simpliciais. Em seu trabalho original [Garrity90], voltado para malhas de
poliedros convexos quaisquer, o autor determina a face de saida calculando as
intersegdes entre raio e planos com base em suas coordenadas cartesianas. Dessa forma,
a avaliag@o do pardmetro de distancia que permite identificar a interse¢do mais proxima
envolve, para cada plano, uma quantidade de operagdes de ponto flutuante acima de 2,5
(mais precisamente 33/12) vezes maior do que o necessério na abordagem adotada neste
trabalho. Isto ocorre mesmo na hipétese mais econdmica daquela verséo, qual seja a que
considera conhecidas as normais das faces, e mesmo levando em conta as operagdes de
mudanca de base inerentes a versdo com coordenadas baricéntricas.

Um segundo aspecto a ser ressaltado esta ligado aos casos de degeneragdo ja
citados. As solugdes propostas em [Garrity90] para tratar essas exce¢des, baseadas em
coordenadas cartesianas, também envolvem operagdes pesadas com vetores (varios
produtos escalares) para obter outros pardmetros que confirmem que a intersegéo ocorre
dentro de uma determinada face. Essa verificagdo é praticamente gratuita em
coordenadas baricéntricas: basta verificar se as coordenadas da interseco, relativas aos
vértices da face, sdo todas ndo negativas.

Vale ainda relembrar, para completeza dessas observagdes, o fato ja assinalado
anteriormente, de que as coordenadas baricéntricas da intersecdo sdo também os
coeficientes da interpolagfo linear entre os vértices da face, opera¢do necessaria a
avaliag@o da contribui¢o da célula para a cor do pixel. Novamente, o calculo desses
coeficientes representa um custo significativo dentro do processo.

Finalmente, o lado negativo da abordagem com coordenadas baricéntricas. Foi
apresentada na se¢do anterior a sugestio de armazenar, associadas a cada face, as
coordenadas baricéntricas (quatro numeros reais) do quarto vértice de um dos tetraedros
a que ela pertence, em relagdo ao outro tetraedro. Esta medida visa economizar
operagdes aritméticas com numeros reais no célculo de intersegdes. Esta proposta
constitui um acréscimo, ainda que pequeno, no consumo de meméria em relagdo ao
método sugerido por Garrity. Em seu trabalho original, esse autor propde o
armazenamento da normal ao plano da face (trés nimeros reais por face) para facilitar a
determinagdo de sua interse¢do com o raio. A diferenga €, portanto, de um nimero real
por face.

5.4 Meétodo de Projecao

Enquanto no método de langamento de raios o processamento se da pixel a pixel, o
método de projegdo caracteriza-se pelo processamento célula a célula, ordenadas
segundo um critério conveniente. Para cada célula tratada determinam-se os pixels sobre
os quais ela se projeta e a sua contribuigdo para a cor e opacidade de cada um deles. O
interesse que essa abordagem desperta € motivado, principalmente, por duas
caracteristicas que ela apresenta. Em primeiro lugar, permite uma exploragdo mais
efetiva da coeréncia espacial, caracterizada pela proje¢do de uma célula sobre varios
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pixels vizinhos. Isso proporciona algoritmos eficientes e oportunidades de tirar
vantagem de técnicas de computagdo grafica implementadas em hardware. Em segundo
lugar, quando as células sdo projetadas em ordem decrescente de sua distdncia ao
observador, a imagem € gerada por camadas que vdo se superpondo, permitindo uma
melhor observagéo, ainda que temporaria, de regides que ficam parcialmente ocultadas
na imagem final.

O aproveitamento dessas vantagens potenciais, no entanto, depende de alguns
fatores. A eficacia da exploragdo dessa forma de coeréncia espacial ¢ tanto maior quanto
maior for o nimero de pixels cobertos pela projecdo de cada célula. Assim sendo, os
maiores beneficios serdo obtidos com a aplicagdo do método a volumes de dados de
porte médio, ou em tomadas parciais ampliadas de volumes de maior porte (“zoom”).
Outros aspectos que necessitam analise, e que receberdo mais aten¢do adiante, sfo
imprecisdes devidas a utilizag@o de hardware grafico e a eventual impossibilidade de
ordenar por visibilidade as células de determinadas malhas.

Varios trabalhos dedicados a esse método tém sido publicados. No campo das
aplicagdbes de malhas regulares, ressaltam-se [Westover90], [Wilhelms91] e
[Lacroute94].

Quanto a algoritmos voltados para malhas irregulares, [Max90] e [Shirley90] sdo
dois trabalhos fundamentais. O primeiro considera o volume subdividido em células
poliédricas quaisquer, desde que convexas, e apresenta um procedimento para
rasterizagdo de cada célula, avaliando a contribuigdo para cada pixel através de
integragdo analitica. Esse procedimento, descrito no artigo para o caso de projegio
ortogonal, rasteriza duas vezes a regido referente a projegdo da célula: uma
considerando as faces visiveis da célula, e outra para as faces invisiveis. Em cada uma
dessas fases calcula-se, por interpolagéo linear, o valor da fung#o escalar e do pardmetro
do raio no ponto em que ele intercepta as faces envolvidas. A partir dos dados assim
obtidos, pode-se computar o valor do pixel, considerando o modelo 6tico descrito
acima. Esse método produz imagens de alta precisdo, mas o seu custo computacional é
muito elevado, o que o torna pouco atrativo.

O trabalho de Shirley e Tuchman [Shirley90] substitui a rasterizagdo das células
volumétricas pela rasterizagdo de poligonos, que é um processo muito mais barato e ja
com implementagdes em hardware disponiveis comercialmente. A idéia é imitar o efeito
das células poliédricas através de poligonos transparentes que preenchem a regifio
ocupada pela projegdo da célula. Cada um desses poligonos, que tem em comum com
cada vizinho apenas uma aresta de contato, recebe em seus vértices pardmetros de cor e
opacidade determinados de forma a que sua insergdo no processo de composigdo da
imagem tenha um efeito similar ao que seria produzido pela parte da célula que ele
representa. Essa abordagem, que ¢ estendida e aprimorada nos trabalhos de Williams
[Williams92a], Max/al [Max93] e Stein/al [Stein94], ¢ um dos alicerces deste trabalho,
pelo que receberd atengdo especial nas se¢des a seguir.

Uma terceira linha de abordagem para métodos de projecdo aplicados a malhas
irregulares € devida a Yagel/al [Yagel96b]. Para uma dada diregdo de visualizagdo, os
vértices da malha sdo transformados para o espago da imagem. Depois a malha &
interceptada por uma série de planos paralelos ao plano de projecdo, resultando em
malhas bidimensionais de poligonos que sdo, entfo, rasterizados e compostos para
produzir a imagem final. O uso intensivo de recursos de hardware grafico, nas etapas de
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transformagdo, rasterizagdo e composigdo, torna a técnica muito eficiente. S&o
apresentadas, também, extensdes do método provendo caracteristicas de adaptatividade
e permitindo geragdo de imagens com qualidade progressiva. Vale a leitura do relatério
técnico [Yagel93], que apresenta alguns esquemas interessantes relativos a
implementag@o voltada para células tetraédricas, que nfo foram mantidos na versdo
definitiva do artigo.

5.4.1 Algoritmo de Projec¢io de Tetraedros

O algoritmo proposto em [Shirley90] considera células tetraédricas, dentro das
quais a fungéo escalar € interpolada linearmente, e realiza os seguintes passos:

1. projetar os vértices da triangulagdo

2. ordenar os tetraedros segundo a visibilidade

3. classificar cada tetraedro de acordo com o perfil de sua proje¢do

4. decompor as projegdes dos tetraedros em triangulos

5. calcular valores de cor e opacidade para os vértices dos tridngulos

6. rasterizar os tridngulos, na ordem estabelecida no passo 2, interpolando
linearmente os valores de cor e opacidade dos vértices.

Essas etapas s@o discutidas com mais detalhes a seguir. A abordagem estara voltada
para projegdo paralela, nos aspectos em que for relevante distinguir da proje¢do em
perspectiva. Este enfoque estd em consondncia com o objetivo perseguido neste
trabalho, que € comparar o desempenho de técnicas implementadas sobre triangulagdes
genéricas em relagdo ao desempenho alcan¢ado em triangulagdes RA. A proje¢do em
perspectiva ndo oferece expectativa de ganhos significativos no algoritmo de projecéo
de tetraedros. Como serd visto com mais detalhes em capitulo especifico, a eficiéncia
dessa técnica na proje¢do paralela de triangulagdes RA se deve a regularidade da
geometria das projecdes das células desse tipo de estrutura. Essas projecdes se
enquadram em um pequeno numero de casos, a menos de um fator de escala, o que
viabiliza a construgdo de tabelas. Essa caracteristica ndo estd presente no caso de
projecdo em perspectiva, onde uma mesma célula tem o formato de sua projecio
modificado quando sua posi¢do em relagdo ao centro de projecdo ¢ alterada.

Passo um : Projecio dos vértices da triangulacio

calcular as coordenadas dos vértices da malha no sistema de coordenadas

do observador X, Yob Zop {transformagdo de visualizagdo)
projetar esses vértices no plano X, Yop, paralelamente ao eixo Z,, (direg¢do de
observacdo)

Passo dois : Ordenagio das células
ordenar os tetraedros da triangulagdo de trds para a frente

Esta fase sera discutida com mais detalhes em sec¢do especifica, onde serdo
apresentadas abordagens alternativas.
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Passo trés : Classificacdo dos tetraedros

para cada tetraedro
marcar faces visiveis (+), faces invisiveis (-) e faces paralelas a
dire¢do de projegdo (0)
identificar o caso em que o tetraedro se enquadra, conforme a figura 5.3
se 2 faces sdo paralelas a dire¢do de projegdo entdo
caso 4
sendo se [ face é paralela entdo
caso 3
sendo se 2 faces sdo visiveis entdo
caso 2
sendo
caso 1

A ordem dos testes nesse algoritmo obedece apenas a conveniéncia de expressdo
textual. A ordem para implementag&o efetiva deve dar preferéncia ao caso dois, que € o
mais freqiiente, seguido do caso um, do caso trés, que ocorre muito poucas vezes em
uma triangulacdo genérica, e finalmente do caso quatro, cuja ocorréncia tem baixissima
probabilidade.

caso 3 C caso 4

Figura 5.3 — As 4 condigdes possiveis para a projecdo de um tetraedro

Observa-se que em cada um dos casos acima, apenas o vértice da figura plana
marcado com circulo corresponde a uma espessura ndo nula no tetraedro. Por isto
aquele vértice sera designado por vértice ENN.

Passo quatro : Decomposicio das projecdes dos tetraedros

Este passo sera descrito como algoritmo 5.1, pela necessidade de se fazer referéncia
a ele mais adiante.
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para cada tetraedro
sejam P1 e P2 os pontos do tetraedro delimitantes do segmento
correspondente que se projeta sobre o vértice ENN
se caso 1 entdo
{P1 é o vértice D do tetraedro e P2 pertence a face oposta}
calcular as coordenadas baricéntricas de P2 em relagdo a
essa face
calcular Z g, py e f(P2), por interpolagdo linear na face
sendo se caso 2 entdo
determinar o vértice ENN, interse¢do dos segmentos AC e
BD na figura plana
calcular as coordenadas baricéntricas do vértice ENN em
relagdo as arestas AC e BD do tetraedro
calcular Z,p1, f(P1), Zoppa e f(P2), por interpolagdo linear
nas arestas AC e BD, respectivamente
sendo se caso 3 entdo
{P1 é o vértice D do tetraedro e P2 pertence a aresta AC}
calcular as coordenadas baricéntricas de P2 em relagdo a
essa aresta
calcular Z, ps e f(P2), por interpolagdo linear na aresta
sendo
{caso 4 2 Pl e P2 sdo os vértices com projegdes
coincidentes)

calcular a distancia entre P1 e P2 {dp;.py=|Zopp1-Zob 2|}

Algoritmo 5.1

Quanto ao quinto passo do algoritmo, o método assume que ¢é aceitavel a
interpolagdo linear de cor e opacidade dentro dos tridngulos resultantes da
decomposigdo dos tetraedros. Assim, basta determinar os valores dessas grandezas nos
vértices desses tridngulos, ficando a interpolago para a etapa de rasterizagio.

Passo cinco : Célculo de cor e opacidade nos vértices dos triangulos
para cada tetraedro
{vértice ENN}
para cada comprimento de onda A
Caenny = Ca((f(P)+f(P2))/2)
e = ((P1)+f(P2))/2)
agny = 1- exp(-Tenndpi.p2)
{demais vértices (v) da projeg¢do}
para cada comprimento de onda A
Ca = Calf(v)

a=10
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Passo seis : Rasterizacao dos tridngulos
para cada tridngulo {percurso de trds para a frente}
para cada pixel
interpolar linearmente C e ¢

Liove = Liemo(1-0¢) + Cat {1 2 intensidade luminosa}

Esse dltimo passo deve ser realizado preferencialmente por hardware gréfico.

5.4.2 Mapeamento de Textura

O algoritmo de projecdo de tetraedros, na sua forma original descrita na se¢do
anterior, constitui um método aproximativo, uma vez que a interpolacdo linear para a
opacidade dentro dos tridngulos fornece, para cada pixel, um valor diferente do valor
exato que seria obtido pela integragdo ao longo do segmento que se projeta sobre o
pixel. Além de inexata, a imagem produzida apresenta o efeito conhecido como bandas
de Mach [Gomes94], como mostram Stein/al [Stein94]. Esse efeito se manifesta na
fronteira entre regides de uma imagem, onde ocorra descontinuidade da fungdo de
intensidade luminosa ou de sua derivada, e deve-se a uma tendéncia do sistema visual
humano de acentuar as diferengas entre caracteristicas 6ticas de regides vizinhas. Neste
caso ele ocorre ao longo das projecdes das arestas das células, tornando-as visualmente
destacadas e fazendo com que a subdivisdo em tetraedros seja evidenciada. No caso de
uma face paralela a diregio de observagao, esse efeito fica ainda mais acentuado.

O problema € devido, em parte, a linearidade da fun¢do no interior de- cada
tetraedro, estabelecida pelo modelo proposto para o campo, o que em geral jd €
suficiente para provocar a descontinuidade de derivada nas fronteiras entre células. Essa
condi¢do € herdada pelas propriedades 6ticas mapeadas sobre o campo. No entanto, o
citado trabalho de Stein/al mostra que o algoritmo provoca esse tipo de distor¢io,
mesmo que as fun¢des cromaticidade e coeficiente de atenuagdo sejam constantes em
todo o volume. Aqueles autores revém o método e propdem uma alteragdo que leva a
uma melhoria significativa na qualidade das imagens obtidas, sem perder as vantagens
da rasterizagdo dos tridngulos por hardware. O objetivo que se persegue é fazer a
rasterizagdo de cada tridngulo utilizando, para cada pixel que ele cobre, o valor correto
de opacidade referente a influéncia do tetraedro correspondente, evitando a interpolagio
linear da opacidade nos tridngulos.

Aproveitando a notagdo usada acima e designando por Q1 e Q2 os pontos extremos
do segmento intersegdo entre o tetraedro € o raio que se projeta sobre um pixel, a
opacidade sera dada por
o =1—¢ o2

onde

f___f( f(Ql)+2 f(Q2)j.

Como a fun¢lo exponencial ndo é implementada normalmente no hardware das
plataformas gréficas, a introdugdo dessa expressdo no processo é feita indiretamente. A
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idéia explorada por Stein/al foi construir uma tabela da fung¢do de opacidade e inseri-la
no mecanismo de mapeamento de textura do hardware grafico [Watt93] [Neider93].

Nos casos em que for razodvel considerar 7 constante no interior de um tetraedro,

constréi-se uma tabela unidimensional da fungdo 1-e¢ ", onde a coordenada u=1d.

Como a distincia d, comprimento do segmento, interno ao tetraedro, do raio que incide
sobre o vértice ENN, varia linearmente dentro de cada tridngulo, o valor de u também
terd variag@o linear, podendo ser interpolado pelo hardware. Os valores atribuidos aos
vértices do tridngulo sdo estabelecidos como na se¢do anterior: u=17dp;.p; para o vértice
ENN e u=0, para os demais.

Se se considerar 7 variando linearmente no tetraedro, o produto 7d serd uma fungéo
quadratica em cada tridngulo. Para conservar a vinculagdo com o0 mecanismo de
interpolagdo linear, uma vez que interpolagdo quadritica ainda ndo € comumente

implementada em hardware, constréi-se uma tabela bidimensional da fun¢do 1-— e,
onde as coordenadas 7e d s@o interpoladas pelo hardware antes de serem usadas como
indices para consultar a tabela.

As figuras 5.4 e 5.5 mostra imagens ilustrativas do diferencial de qualidade
proporcionado pela utilizagdo de mapeamento de textura no método de proje¢do. Sdo
imagens de um arranjo 2x2x2 de cubos, divididos em tetraedros, extraidas de [Stein94].
A primeira foi obtida com aplicacdo de interpolagdo linear das opacidades dos vértices
dos tridngulos, deixando nitidas as bandas de Mach, conforme previsto. Além de
evidenciarem o erro de aproximacdo embutido nos cdlculos, essas estruturas lineares
podem prejudicar a visualizagdo de caracteristicas relevantes do fendmeno em estudo.
Ja a Segunda imagem, cuja tnica diferenca metodoldgica em relacdo a primeira € a
utilizacdo de mapeamento de textura para melhorar a precisdo do calculo dos valores de
opacidade, ¢ nitidamente superior.

Figura 5.4 — Interpolacdo linear de Figura 5.5 — Calculo de opacidade
opacidade. com mapeamento de textura.
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5.4.3 Consideragdes Sobre o Modelo Otico no Método de Projecao

Ainda esse mesmo trabalho de Stein/al, mostra que com o algoritmo de projegéo de
tetraedros pode-se empregar um modelo Otico mais elaborado, com um acréscimo
relativamente pequeno no custo computacional. Em lugar da cromaticidade constante
em cada tetraedro, como estabelecido na forma simplificada do modelo 6tico adotado
neste trabalho, pode-se considerar um comportamento linear para a cromaticidade no
interior de uma célula. Conforme ja foi mencionado, a ado¢do de um valor constante de
cromaticidade para o segmento interse¢do de um raio com uma célula, igual a média dos
valores nos extremos desse segmento, ¢ uma medida aproximativa que introduz erro na
imagem resultante. Esse erro se deve a opgdo, implicita nessa estratégia, de desprezar o
fato de que a opacidade atenua mais a influéncia da cor do fundo do que a da cor da
frente do segmento. [Williams92b] faz um tratamento mais rigoroso dessa questfo, de
forma a obter a expressdo analitica correta da contribuicdo de um tetraedro para a
intensidade luminosa de um pixel, considerando lineares, dentro de cada célula, tanto as
fungdes de transferéncia quanto a propria fungdo escalar sob investigagio. Porém, essa
expressdo € de computagdo pesada o que torna inviavel sua utilizagdo para cada pixel
em um sistema interativo. Os resultados obtidos por aqueles autores mostram, no
entanto, que um acréscimo significativo de qualidade da imagem pode ser obtido pela
simples aplicagdo dessa expressdo ao vértice ENN, conservando a interpolagdo linear
por hardware para o interior dos tridngulos.

5.4.4 Ordenacio das Células

Na descri¢do do método de projecdo para visualizagdo volumétrica direta foi
colocada a necessidade de ordenar as células por visibilidade. O processamento
(projecdo) de uma célula K s6 deve ser feito depois de ja terem sido processadas todas
aquelas cujas projegdes tém interse¢do com a de K e que estejam mais distantes do
observador do que K. Esse requisito estd associado com a operagdo de composigdo das
contribui¢des de cor e opacidade das células.

Pode-se definir ordenagéo por visibilidade em relagdo a um ponto de observagio ou
a uma direcdo de observagdo. Esta ultima, embora menos natural, porque um
observador real sempre esta localizado em um ponto do espago, ndo é menos usual em
sistemas de visualizagdo, devido a importéncia de proje¢des paralelas em muitas
aplicacdes, particularmente em visualizagdo cientifica. Neste texto, como ja
mencionado, o estudo do método de visualizagdo por proje¢do estd enfocado em
projecdo paralela, por sua conveniéncia diante das triangulagGes retangulares
adaptativas, como serd mostrado no capitulo proprio. Isto dirige esta andlise para
ordenagdo segundo uma dire¢do de observagdo ou ordenagdo direcional.

Formalmente, dada uma direg¢do d definida no espago tridimensional, a ordenagéo
direcional induzida por d é uma relagdo > tal que duas células C' e C? satisfazem C'>
C? se o interior de C' e uma translagdo de C* por Ad sdo disjuntos para qualquer A > 0.

Em outras palavras, C' > C? se C? se projeta na direcdo d atras de C'. Um percurso
ordenado de uma malha em uma diregdo d € qualquer percurso de suas células, tal que

cada célula é visitada antes de qualquer outra maior (de acordo com a relagio >).
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Uma ordenagfo direcional para uma malha regular é facilmente definida e
implementada. O mesmo néo ocorre com as malhas irregulares, que exigem algoritmos
bem mais sofisticados. Encontram-se na literatura alguns trabalhos que propdem
solugdes para esse problema’, entre os quais ressaltamos [Max90], [Williams92c],
[Williams98] e [Cignoni98].

Os dois primeiros artigos tém uma linha de abordagem semelhante, tratando de
malhas conexas, convexas e aciclicas (ver adiante), compostas por poliedros convexos
de faces planas. Outra caracteristica comum aos dois algoritmos € a exigéncia de que a
vizinhanga entre duas células da malha seja definida por uma face (inteira) comum a
ambos os poliedros. A idéia aplicada em ambos os trabalhos comega pela construgdo de
um grafo de adjacéncias das células da malha. Dada a diregio de observagio, define-se
a orientagdo para cada aresta do grafo partindo da célula obstruida para a célula visivel.
Isso pode ser feito tomando como referéncia o plano da face compartilhada pelas duas
células correspondentes a aresta. Esse plano define dois semi-espagos e a aresta estara
orientada no sentido da célula em cujo semi-espago o observador esta situado. A ordem
das células resulta, entdo, da ordenagdo topologica desse grafo. O grafo de adjacéncias e
as equacdes dos planos das faces sdo computados em uma fase de pré-processamento e
armazenados com a malha. Todas as demais fases do processo, repetidas cada vez que
os parametros de visualizagdo sdo redefinidos, sdo realizadas em tempo linear em
relacdo ao tamanho da malha. [Williams92c] mostra que o espago de armazenamento
exigido também tem relagdo linear com o tamanho da malha.

[Cignoni98] observa que a implementagdo dessa classe de algoritmos exige um
cuidado especial com imprecisdo numérica, que em certos casos pode excluir toda uma
regido da malha do processo de ordenago.

Ja em seu trabalho de 1998, Williams adota uma estratégia mais geral, fazendo uma
revisdo de um algoritmo proposto em [Stein94], corrigindo-o e tornando-o mais
eficiente. Trés requisitos dos seus antecessores ([Max90] e [Williams92c]) sdo
relaxados: a malha pode ser constituida de porgdes desconexas; pode ser ndo convexa; e
células vizinhas podem compartilhar parcialmente uma face. Isso d4 flexibilidade para
certos tipos de aplicagdes, por exemplo envolvendo modelos solidos com partes moveis.
Naturalmente o algoritmo resultante é computacionalmente mais pesado, apresentando
complexidade de pior caso O(#?) em tempo.

O trabalho de Cignoni apresenta um algoritmo especialmente projetado para
ordenagdo de um tipo particular de malhas de tetraedros, as triangulagdes de Delaunay
(ver proxima sego), baseado na classificagdo das poténcias’ do ponto de observagio em
relacdo as esferas circunscritas aos tetraedros. Embora tenha complexidade de tempo
O(nlogn), devido & ordenagdo de uma lista linear de nimeros reais, sendo portanto
teoricamente menos eficiente do que os algoritmos baseados em ordenagfo topoldgica,
resultados experimentais colocam esse algoritmo em vantagem para o tratamento de

4 Os trabalhos citados tratam de ordenagao por visibilidade em relagdo a um ponto de
observagdo. A adaptagédo para ordenagéo segundo uma direcao de observagao é trivial.

® A poténcia de um ponto p em relagio a uma esfera EcE®, é definida como a diferenga entre o
quadrado da distancia de p ao centro de E e o quadrado do raio de E. Esse valor é menor ou
maior do que zero se p esta dentro ou fora da esfera, respectivamente. Nesse ultimo caso, a
poténcia é igual ao quadrado da distancia de p ao ponto de tangéncia a £ de uma reta
(qualquer) que passe por p.
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conjuntos de dados de pequeno e médio porte (da ordem de algumas centenas de
milhares de células). Assim como o primeiro algoritmo, o espago de armazenamento
exigido por este ultimo também é O(rn). Mais precisamente, o algoritmo de Cignoni
necessita armazenar apenas 4 nimeros reais (o centro e o raio de uma esfera) para cada
célula, sendo o mais econémico deles. Sua principal limitagdo é a incapacidade de
resolver casos de degeneracdo da triangulagdo de Delaunay, onde tetraedros
compartilham a mesma esfera circunscrita. Outras caracteristicas que merecem destaque
sdo: simplicidade de implementagéo e estabilidade numérica.

No presente trabalho serd adotada como referéncia para avaliagdo comparativa
aquela primeira abordagem, por ser mais eficiente, por apresentar uma vasta gama de
aplicagdes praticas e porque suas limitagdes, citadas na comparagdo com a segunda,
podem ser contornadas em parte. Uma malha ndo convexa pode ser transformada em
convexa pela inclusdo de novas células. Se todas as cavidades ou vazios da malha forem
convexos, eles proprios podem ser tratados como células assinaladas como imaginarias,
tornando a malha convexa. Se existirem cavidades ou vazios ndo convexos, eles podem
ser subdivididos em tetraedros (ou outros poliedros convexos), que também serdo
tratados como células imagindrias. Essas células acrescentadas ndo sdo incluidas na
saida do processo de ordenagdo. Quanto a restri¢do referente ao tratamento de malhas
desconexas, ela pode ser superada de forma similar, incluindo células-pontes também
tratadas como imagindrias. Ja para a ultima limitagdo relacionada, a exigéncia de que a
vizinhanga entre células seja sempre definida por faces inteiras, ndo ha na literatura
sobre o assunto nenhuma proposta capaz de contorna-la com algoritmo linear. Portanto,
essa restrigdo permanece para aplicagdo dessa estratégia.

Ciclos em Malhas de Poliedros

Nem sempre é possivel obter uma ordenag@io direcional para uma malha de
poliedros. Mesmo entre poliedros convexos pode ocorrer ciclo obstrutivo, ou seja, pode

existir um conjunto de células C', C? ... C* tal que C'>C? > ... = C* >~ C', como mostra
a figura 5.6 para um conjunto de tetraedros.

Esta situagdo cria um impasse para o qual a unica solugdo possivel é a subdivisdo
de pelo menos uma célula, de forma a quebrar o ciclo. Essa medida, no entanto,
apresenta varios inconvenientes, entre os quais: a possibilidade de se ter que subdividir
um grande numero de células, inclusive ndo pertencentes a ciclos; geragdo de células
com formatos inesperados, por exemplo a subdivisdo de tetraedros em uma malha
simplicial pode resultar em células ndo tetraédricas; geragdo de novos vértices, com a
necessidade de estabelecer valores do campo para eles.
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Figura 5.6 — Ciclo de tetraedros obstrutivos

Em uma malha aciclica em relagdo a uma diregdo d, a relagdo > induzida por d
(secdo 5.4.4) define uma ordem parcial para suas células, ficando garantida a
ordenabilidade segundo aquela diregdo. Para simplificar a linguagem, serd considerada
uma malha aciclica, daqui para a frente, aquela que for aciclica em relagdo a qualquer
diregdo. Temos noticia de iniciativa em busca de uma estratégia para verificar essa
condigdo, mas o resultado foi um algoritmo muito custoso, mesmo para ser utilizado
como pré-processamento. Ndo encontramos nenhuma referéncia a artigo publicado
sobre o assunto.

Um resultado muito 1til no sentido de evitar ciclos € proporcionado pelo trabalho
de H. Edelsbrunner [Edelsbrunner89] que apresenta uma classe de malhas
garantidamente aciclicas: sdo os complexos celulares do espago euclideano d-
dimensional cujas faces sdo obtidas pela projegdo ortogonal das faces de um politopo
convexo do espago (d+1)dimensional. Entre essas estruturas, as mais conhecidas sdo as
triangulagdes de Delaunay [Bowyer81] [Watson81]. Uma triangulagdo de Delaunay de
um conjunto S de pontos do espago euclideano tridimensional é uma triangulagdo tal
que a esfera circunscrita aos vértices de qualquer tetraedro da estrutura ndo contém
nenhum ponto de S em seu interior. Esta forma de subdivisio do dominio de um
problema tem sido amplamente utilizada em aplicagdes em computagdo cientifica. Para
uma distribuigdo homogénea dos pontos de S, considerando ser n o tamanho desse
conjunto, a triangulagdo de Delaunay tem tamanho O(n) e o tempo esperado para sua
construgdo € O(n4/3) [Joe91]. No entanto, em distribui¢des ndo homogéneas a estrutura
pode alcancar tamanho e tempo de construgio O(n?). Apesar disso, mesmo sendo as
malhas adaptativas essencialmente ndo homogéneas, o critério de Delaunay tem sido
amplamente adotado em esquemas de geragdo dessas malhas. [George9l] e
[Weatherill94], por exemplo, sdo trabalhos voltados para a geragdo de malhas para
elementos finitos. No entanto, a aplicagdo mais “natural” dessa estrutura talvez seja no
tratamento de dados esparsos (“‘scattered data”), onde os pontos amostrais ndo tém um
relacionamento topologico pré-estabelecido. Constroi-se, entdo, uma triangulagdo de
Delaunay utilizando esses pontos como Vvértices, estrutura esta que passa a ser
considerada como discretizagdo do dominio do problema para diversas técnicas de
simulagdo e/ou analise.
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Uma estratégia que pode ser util em determinadas aplicagdes, para garantir a
inexisténcia de ciclos em uma malha, ¢ refazer a subdivisio do dominio com a
triangulagdo de Delaunay dos vértices da malha original. No entanto, se essa malha
original é nfo convexa, sua fronteira ndo coincidird com a da nova subdivisdo, uma vez
que a fronteira de uma triangulagdo de Delaunay € o fecho convexo de seus vértices.
Para garantir a presenga da fronteira original entre as faces dos tetraedros da
triangulagdo de Delaunay, usa-se acrescentar pontos localizados sobre as faces faltantes
da fronteira original e inseri-los na triangulacdo, fazendo as necessérias modificagdes
para que essa estrutura continue atendendo ao critério geométrico que a caracteriza. Isso
¢ feito até que nenhum tetraedro corte qualquer das faces da fronteira original. Todos os
tetraedros, resultantes desse processo, localizados fora da fronteira da malha original,
sdo marcados como imagindrios. Ndo existe garantia de convergéncia para esse
processo, mas ele tem sido aplicado com sucesso em muitos casos [Meshkat91] (citado
em [Williams92al)).

Outra abordagem possivel, bastante explorada para dominios ndo convexos, é a
construgdo de triangulagdes de Delaunay com restrigdes. Nessas estruturas, a inclusdo
das faces da fronteira original € viabilizada pelo relaxamento do critério de Delaunay
(critério das esferas vazias) em torno dessas faces. O resultado nfo € rigorosamente
uma triangulag@o de Delaunay, podendo haver ciclos obstrutivos. Pode-se esperar que a
verifica¢do da existéncia ou ndo de ciclos nesse tipo de estrutura seja menos custosa do
que em malhas genéricas, ainda que sejam triangulagdes.

Sera mostrado mais adiante neste texto que as triangulagdes retangulares
adaptativas sfo aciclicas, ainda que nfo atendam ao critério de Delaunay.
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Capitulo 6
O Método de Projecio para
Triangulacdes RA

Conforme mencionado anteriormente, a geragdo de imagens a partir de dados
volumétricos estruturados em uma grade regular ¢ muito facilitada, por terem todas as
células 0 mesmo formato e por estarem organizadas segundo um arranjo espacial
regular. No método de projegdo para obtengdo de imagem por projecdo paralela, todos
os calculos intermediérios que dependem apenas da geometria da projegdo das células
podem ser evitados, uma vez que essas projegdes t€m exatamente a mesma geometria
[Wilhelms91]. Assim, pode-se reduzir drasticamente o custo do processo como um
todo. Além disso, grades regulares sdo facilmente ordenadas segundo a diregdo de
projegéo.

Também foi mencionado que triangulagdes genéricas exigem um esfor¢o
computacional maior. Isso ocorre justamente porque normalmente cada célula tem um
formato particular, exigindo a realizagdo de calculos geométricos especificos. Além
disso, nem toda triangulagdo tridimensional admite ordenag¢do direcional, podendo ser
necessario subdividir tetraedros para superar essa dificuldade, uma vez que essa
ordenacdo € um requisito essencial do método de projecéo.

As triangula¢des RA ocupam uma posi¢io intermediaria entre essas duas formas de
organiza¢do de dados. Como foi visto no capitulo 3, essas triangula¢des contém
tetraedros com no maximo 72 orientagdes, numero insignificante se comparado com o
nimero de tetraedros que costumam constituir os volumes nas aplica¢les reais,
freqlientemente da ordem de centenas de milhares até milhdes. Isso torna vidvel a
aplicagdo de um método semelhante ao descrito em [Wilhelms91] para malhas
regulares. O que ¢ acrescentado aqui, além da constru¢do de algumas tabelas com
informagdes relativas as 72 configuragdes de projecdes, € a necessidade de um ajuste de
escala para cada célula, por conta dos diferentes tamanhos que células semelhantes
podem ter em uma estrutura adaptativa.

De um modo geral, a proje¢do de um tetraedro de uma triangulagdo RA depende de
sua posi¢do, de seu nivel (que se reflete no tamanho) e sua orientagdo. A orientagfo
afeta ndo apenas a geometria da proje¢do, mas também tem reflexos nos calculos
envolvidos na avaliagdo dos pardmetros de cromaticidade e opacidade, como sera
mostrado.

Vale enfatizar que as considera¢des aqui desenvolvidas referem-se a proje¢do
paralela, uma vez que no caso de perspectiva a geometria das proje¢des depende da
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posigdo relativa da célula e do centro de projegdo, o que inviabiliza a construgdo de
tabelas.

Serdo descritos a seguir, na secdo 6.1, os elementos constituintes da estrutura de
dados para o algoritmo de proje¢do para triangulagdes RA. A se¢do 6.2 sera destinada a
analisar cada passo do algoritmo descrito na se¢do 5.4.1 (para triangula¢des genéricas),
do ponto de vista das implicagdes de sua implementagio sobre triangulagdes RA.

6.1 Estrutura de Dados

A estrutura de dados é constituida de quatro partes: a primeira delas, o catdlogo de
orientagdes na descricdo que se segue, ¢ uma tabela fixa, independente dos dados
particulares da aplicacdo ou dos pardmetros de visualiza¢do. A segunda sdo os dados do
volume propriamente dito, sendo portanto caracteristica particular de cada aplicagdo,
mas independente dos parametros de visualizagdo. As duas ultimas sdo novamente
independentes dos dados do volume, mas dependem dos pardmetros de visualizagio,
necessitando ser recalculadas para cada nova diregdo de projecéo.

6.1.1 Catalogo de Orientagoes

Este catdlogo descreve caracteristicas geométricas e topologicas de cada orientagio
de tetraedro de triangulacGes retangulares. A se¢do 3.7 apresenta um estudo detalhado
de aspectos como a constitui¢do e a implementagdo do catdlogo através de uma tabela
de tetraedros padrdo associados as diferentes orientagdes.

6.1.2 Dados do Volume

O volume € representado por uma triangulagdo RA, incluindo sua estrutura
topologica e a lista de seus vértices. A triangulagdo pode ser armazenada como um
arranjo de 4arvores BSP (ver capitulo 3), que tém como raizes tetraedros do tipo A
constituintes da subdivisdo de nivel mais alto do dominio. Os nds internos dessas
arvores (setores) contém apenas apontadores para seus dois filhos. Cada folha ¢ um
tetraedro da triangulagdo RA e armazena sua orientacdo, seu nivel de refinamento e as
referéncias a seus quatro vértices e a seus vizinhos.

A lista de vértices contém, em cada entrada, as coordenadas e o valor do campo
escalar no ponto correspondente.

6.1.3 Guia para Percurso Ordenado

Consiste de uma tabela auxiliar para o processo de ordenacdo das células da
triangulagdo por visibilidade (ver seg¢do 6.3). Construida a partir do catdlogo de
orientagdes, € valida para uma particular direcdo de projecdo. Para cada orientagio
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possivel, esta tabela fornece ao algoritmo de percurso ordenado a indicagdo do filho (de
um tetraedro com a mesma orientagdo) que deve ser processado primeiro. Para compor
a tabela, consulta-se o catdlogo de orientagdes para obter as orienta¢des dos filhos.
Aplica-se, entdo, um teste geométrico para decidir qual deles tem sua visibilidade
parcial ou totalmente obstruida pelo irm&o, em relag#o a dire¢do de projegdo.

6.1.4 Catalogo de Projecoes

Trata-se de uma tabela que contém, para cada tetraedro padrdo do catdlogo de
orientagdes, a indicagdo da classe (perfil) da proje¢do gerada segundo a diregdo
considerada (ver figura 5.2), o que define a configuragdo da subdivisdo em tridngulos
dessa projegdo. Também € necessario registrar, para cada vértice dessa subdivisdo, qual
¢ o vértice correspondente no tetraedro e, para o vértice de espessura ndo nula, a
espessura correspondente e as coordenadas baricéntricas dos pontos da fronteira do
tetraedro que se projetam sobre ele.

Estdo relacionadas, a seguir, de forma explicita para cada configuragdo de projegio,
as informagdes relevantes a serem tabeladas. A notag¢do utilizada é a mesma
estabelecida no capitulo 5, se¢do 5.4.1.

. Caso 1: . identificagdo dos vértices A, B, Ce D
. coordenadas baricéntricas de D (vértice ENN) em relag#o ao tridngulo
ABC
. tamanho do segmento P1-P2

. Caso 2: . identificagdo dos vértices A, B, Ce D
. coordenadas baricéntricas do vértice ENN em relagdo a aresta AC e
a aresta BD
. tamanho do segmento P1-P2

. Caso 3: . identificacgdo dos vértices A, B, Ce D
. coordenadas baricéntricas de D (vértice ENN) em relag3o a aresta AC
. tamanho do segmento P1-P2

. Caso 4: . identificagd@o do vértice A=D (vértice ENN)
. tamanho do segmento P1-P2

A identificagdo dos vértices consiste em estabelecer a correspondéncia entre a
nota¢do adotada nos esquemas representativos das projegdes dos tetraedros (A, B, C e
D), e a numeragdo usada para referenciar os vértices de um tetraedro na estrutura de
triangulagdo. Isso se faz necessario porque duas instincias de um dado tipo de tetraedro
podem ser classificadas em um mesmo caso, porém, apresentando um posicionamento
relativo diferente entre os vértices de suas projecdes, devido a diferengas de orientagio.
Essa identificagdo serd responsavel por garantir o correto relacionamento entre os
vértices dos tetraedros e as coordenadas baricéntricas tabeladas.

Para construir esse catdlogo aplicam-se, para cada tetraedro padrdo, os
procedimentos do método de projegdo descritos no capitulo 5. Também aqui pode-se
aproveitar a eqiiivaléncia entre orientagdes indexadas (se¢do 3.7.3). Como os pares de
orientacdes eqiiivalentes possuem a mesma geometria, pode-se evitar a duplicagdo de
célculos aritméticos.
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Também compdem este catdlogo as projecdes dos vértices da triangulagio.

6.2 Algoritmo de Projecdo de Tetraedros

Nesta se¢do serdo consideradas as questdes relativas a modifica¢do do algoritmo de
projecdo de tetraedros para operar sobre triangulagdes RA, explorando as caracteristicas
dessas estruturas com o objetivo de obter uma implementa¢do eficiente do método.
Cada passo do algoritmo apresentado na se¢fio 5.4.1 sera tratado separadamente,
visando ressaltar as diferengas relevantes e a simplificagdo dos calculos proporcionada
pelas tabelas, além de facilitar uma analise comparativa do custo computacional das
duas implementagdes. O catdlogo de orientagbes é considerado pré-existente, uma vez
que sua construcdo independe da dire¢do de projegio.

Passo zero : Construcio de tabelas

Esta etapa constitui um pré-processamento relativo a cada nova diregdo de
projecdo, onde se inclui a construgdo do guia para percurso ordenado e o catilogo de
projegdes, que serd completado no préximo passo.

Passo um : Projegao dos vértices da triangulacio

A operagdo de projecdo dos vértices de uma triangula¢do RA € essencialmente a
mesma para uma triangulagdo genérica, exigindo um esfor¢o computacional
eqiiivalente.

Passo dois : Ordenacio das células

A ordenacfo direcional das células de uma triangulagfo RA pode ser realizada sem
nenhum teste geométrico, com o auxilio do Guia para Percurso Ordenado. A discussio
desse processo, com apresentagdo de um algoritmo, serd deixada para a se¢do 6.3, para
uma abordagem mais detalhada.

Passo trés : Classificacdo dos tetraedros

Para cada tetraedro da estrutura a ser projetado, a classificagdio consistird apenas de
uma consulta ao catdlogo de proje¢des.

Passo quatro : Decomposicao das projecdes dos tetraedros

Este passo do algoritmo fica isento das operagdes aritméticas relativas ao céalculo
de interse¢do de arestas, requerido no caso numero dois dos perfis de projegdo, para
determinar o vértice ENN. Também nfo ¢ necessario calcular as coordenadas
baricéntricas do vértice ENN, a serem usadas como coeficientes de interpolagdo, porque
Ja estdo tabeladas. Finalmente, também ¢é desnecessario calcular as coordenadas Z
correspondentes aos pontos P1 € P2, pontos das faces da célula que se projetam sobre o
vértice ENN. Estas tltimas coordenadas seriam usadas para determinar, pela diferenca
entre elas, a distancia entre P1 € P2, que € a espessura da célula correspondente ao
vértice ENN. Esta espessura também j4 estd disponivel na tabela, dependendo apenas da
aplicagdo de um fator de escala, calculado em func¢do do nivel de refinamento do
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particular tetraedro. A isencdo do célculo daquelas coordenadas Z evita algumas
interpolagdes sobre faces e/ou arestas do tetraedro. Calculada a espessura, restam
apenas as interpolagdes dos valores da fungdo no ponto P2, quase sempre necessaria, e,
eventualmente, no ponto Pl. Os coeficientes para estas interpolagdes sfo as
coordenadas baricéntricas do vértice ENN em relagdo as proje¢Ses da face ou da(s)
aresta(s) relevante(s), que também séo recuperadas do catdlogo de projegdes.

Estas simplifica¢des ressaltam da comparagdo entre os algoritmos 6.1 e 5.1.

para cada tetraedro
sejam P1 e P2 os pontos do tetraedro delimitantes do segmento
correspondente ao vértice ENN
recuperar as coordenadas baricéntricas do vértice ENN
se caso 1 entdo
{P1 é o vértice D do tetraedro e P2 pertence a face oposta}
calcular f(P2) por interpolagdo linear na face
sendo se caso 2 entdo
{o vértice ENN é a intersegdo dos segmentos AC e BD na
figura plana}
calcular f(P1) e f(P2) por interpolagdo linear nas arestas
AC e BD do tetraedro
sendo se caso 3 entdo
{P1 é o vértice D do tetraedro e P2 pertence a aresta AC}
calcular f(P2) por interpolag¢do linear na aresta
sendo
{caso 4 2 Pl e P2 sdo os vértices com proje¢des
coincidentes}

recuperar a espessura referente ao vértice ENN  {dp;_papar)}
calcular a distdncia entre Pl e P2
{dp1.p2 = dpi-P2(tab)/ grvrediv3 para niv_ref comegando em zero}

Algoritmo 6.1

Passo cinco : Calculo de cor e opacidade nos vértices dos triangulos

Também esta etapa envolve os mesmos célculos, seja para uma triangulagdo RA ou
para uma triangulacdo genérica.
Passo seis : Rasterizac¢ao dos triangulos

Etapa realizada pelo hardware, novamente sem diferenga de desempenho
computacional entre os diferentes tipos de triangulagdes.
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6.3 Ordenacao das Células

Reafirmando o conceito expresso no capitulo 5, um percurso ordenado (ou
ordenacdo direcional) das células de uma triangula¢do (ou de um complexo celular
qualquer) em relagdo a uma direg8o d, € um percurso tal que cada célula é visitada antes
de qualquer outra que obstrua sua visibilidade naquela dire¢do.

Também ja foi mostrado naquele capitulo que malhas de poliedros, ainda que
convexos € mesmo malhas simpliciais, nem sempre admitem ordenagdo direcional,
podendo ocorrer ciclos obstrutivos. Em contraposi¢do, foi citado um trabalho
[Edelsbrunner89] que demonstra que as triangulages de Delaunay sfo aciclicas, ou
seja, sempre podem ser ordenadas em qualquer dire¢do. Na seqiiéncia, demonstra-se que
as triangulagdes RA também tém essa propriedade e apresenta-se um algoritmo que
fornece um percurso ordenado para uma dada dire¢3o.

Defini¢io

Um complexo celular T, composto por células convexas, permite remogdo livre de
uma de suas células constituintes, segundo uma dada diregfo, se nenhuma outra célula
de T obstrui essa operago.

Teorema

Sejam T1 e T2 duas triangulag¢Ges tridimensionais. Se T1 é aciclica e T2 € derivada
de T1 pela bisseg@o de uma de suas células por um corte plano, entdo T2 também é uma
triangulagdo aciclica.

Demonstracio

Seja d uma dire¢do qualquer e ¢ uma célula qualquer de T1. Sendo T1 uma
triangulacdo aciclica, € possivel remover todas as células de T1 que obstruam parcial ou
totalmente a visibilidade de ¢ segundo a direg¢o d, apenas por remog¢des livres. Seja Tt a
triangulagdo resultante desse processo. Portanto, Tt permite a remogdo livre de f,
segundo aquela diregao.

Seja P um plano que divide ¢ em dois poliedros. Como esses poliedros sdo
convexos, sempre existird uma ordem entre eles em que ambos possam ser removidos
livremente do complexo celular resultante daquele corte, segundo a diregfo d, qualquer
que seja o plano P. Isso caracteriza a inexisténcia de ciclo obstrutivo envolvendo esses
poliedros e as células remanescentes de Tt. Por outro lado, a subdivisdo de ¢ ndo afeta a
mobilidade das células retiradas para transformagdo de T1 em Tt, o que garante também
que ndo existe ciclo obstrutivo entre os novos poliedros e aquelas células removidas.

Entdo a subdivisdo de ¢ ndo cria ciclo obstrutivo em uma estrutura originalmente
aciclica. Como T2 ¢ derivada de T1 exatamente por um corte deste género, conclui-se
que T2 também € uma estrutura aciclica. ¢

Corolario

As triangula¢des RA sdo aciclicas.
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Demonstracio

O termo triangulagdo retangular tem sido usado neste trabalho para designar uma
subdivisdo simplicial de um dominio constituido de um arranjo regular de cubos.
Inicialmente, essa subdivisdo ¢ uma triangulagdo regular em que cada cubo estd
decomposto em 6 tetraedros do tipo A. Todos os 6 tetraedros em que se subdivide um
cubo tém a mesma esfera circunscrita, qual seja a esfera cujo centro coincide com o

centro do cubo e cujo raio mede [+/3 / 2, onde [ é o comprimento da aresta do cubo. E
facil verificar que qualquer outro vértice dessa estrutura, excluindo os vértices do

proprio cubo, dista pelo menos [+/11 /2 do centro dessa esfera, ou seja, ndo existe
nenhum vértice da estrutura dentro da esfera. Conclui-se, entdo, que essa subdivisdo
simplicial € uma triangula¢do de Delaunay, sendo portanto aciclica.

A geragdo de uma triangulagdo adaptativa, a partir dessa configuragdo regular, se
d4d por uma sucessdo de operagdes de refinamento. Esse refinamento consiste da
subdivisdo de um nucleo, que por sua vez constitui-se de uma série de aplicagdes do
procedimento bisse¢do-ao-meio (cortes planos) aos tetraedros desse nucleo. Portanto, o
teorema permite concluir que as triangulagdes RA sdo aciclicas, e que elas possuem
sempre ordenagdo direcional, qualquer que seja a dire¢do de observagdo. ¢

6.3.1 Algoritmo de ordenacgao

A organizagdo hierdrquica das triangulagées RA e a regularidade da geometria da
descendéncia nas arvores que as constituem, proporcionam uma excelente solug¢fo para
o problema de ordenagdo das células por visibilidade.

Em linhas gerais, a ordena¢do de uma triangulagdio RA em uma diregdo d, deve
comecar pelo percurso ordenado de sua triangulagdo raiz. Para cada célula dessa
triangulagdo que tiver descendentes, promove-se o percurso ordenado de sua arvore.

Para percorrer a triangulagdo raiz, considera-se inicialmente a subdivisio do
dominio em cubos, definindo a ordem em que ecles devem ser visitados. O
processamento de cada cubo consiste de testes geométricos para estabelecer a ordem de
visita de seus tetraedros, raizes das arvores BSP. Por sua vez, o processamento de cada
um desses tetraedros consiste de uma chamada ao procedimento de percurso de sua
arvore.

Para percorrer uma arvore BSP de uma triangulagdo RA, novamente aplicam-se
testes geométricos, para determinar a relagdo de ordem entre os dois filhos da raiz, e
invoca-se, recursivamente, o procedimento de percurso para suas respectivas sub-
arvores, comegando pela do filho que ganhou prioridade na ordenagio.

Os testes geométricos referidos acima ndo precisam ser realizados para cada cubo
ou nd de arvore visitado. O teste relativo a nd de arvore é substituido por uma consulta
ao Guia para Percurso Ordenado, construido para cada dire¢do de projecdo. Os testes
para ordenagdo dos tetraedros constituintes de um cubo, também podem ser substituidos
por consulta a uma tabela, constituida de oito entradas referentes as duas diferentes
indexac¢des de cada uma das quatro posigdes possiveis para a subdivisdo do cubo, ou
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seja, referente a duas indexag¢des para cada diagonal do cubo. Esta ultima tabela também
precisa ser montada em fungfo da dire¢@o de projegdo.

Implementacio do Algoritmo de Ordenagdo

Seja uma malha de cubos composta por N;j cubos na direg¢do do eixo X, N;cubos na
dire¢do de Y e N cubos na diregdo de Z. Seja (Orig;, Orig;, Origy) a origem da malha
(ponto origem) e o cubo origem aquele que possui indices i=0, j=0, k=0.

Cada cubo da malha pode ser obtido por uma composigdo de reflexdes do cubo
origem: o cubo de indice (i,j,k) resulta de uma reflexdo em relagdo a um plano paralelo
ao plano yz, se i é impar, composta com uma reflexdo em relagdo a um plano paralelo
ao plano Xz, se j é impar, e finalmente em relagdo a um plano paralelo ao plano xy, se k
¢ impar.

Eventualmente, recorre-se a um sistema de coordenadas local de um cubo. Trata-se
de um sistema cartesiano cuja origem, origem do cubo, ¢ o vértice do cubo que
corresponde a imagem da origem da malha, pelas reflexdes pertinentes. Naturalmente, a
origem do cubo origem coincide com a origem da malha. As dire¢des (orientadas) de
referéncia desse sistema local sdo as reflexdes das diregdes de referéncia globais (eixos
X, Y e Z), com as respectivas escalas adaptadas de forma a que as coordenadas da
origem do cubo sejam (0, 0, 0) e todas as dimensdes do cubo sejam unitarias.

Como os cubos sdo subdivididos em seis tetraedros (setores), faz-se necessario
estabelecer uma forma de indexagio destes. E conveniente adotar os mesmos indices de
permutagdo P, descritos no capitulo 3. Aquela enumeragdo serve para indexar o
tetraedro no array correspondente ao cubo. O indice de sinais de um setor de um cubo
depende apenas dos indices desse cubo. Assim, todos os setores do cubo de indice (i,j.k)
possuem o0s sinais

(+,.,.) se1é par e (-,.,.) caso contrario;
(.,*,.) sej € par e (.,-,.) caso contrario;
(.,.,t) se k € par e (.,.,-) caso contrario.

Quando necessario, os vértices dos cubos sdo enumerados conforme a tabela 6.1,
onde suas coordenadas sdo expressas localmente:

indice do coorde-
vértice nadas
0 (0,0,0)
1 (1,0,0)
2 (0,1,0)
3 (1,1,0)
4 (0,0,1)
5 (1,0,1)
6 (0,1,1)
7 (1,1,1)

Tabela 6.1 — Vértices de cubo em coordenadas locais

90



O algoritmo de ordenagdo comega estabelecendo uma ordem de percurso para os
cubos, de acordo com a diregdo. Ao percorrer um cubo, estabelece a ordem de percurso
dos setores-raizes (tetraedros raizes de arvores BSP) desse cubo, também respeitando a
direcdo dada. Finalmente, percorre ordenadamente a arvore associada a cada um desses
setores.

Para iniciar o percurso da malha de cubos, determina-se qual dos oito vértices que a
delimitam € o primeiro a ser encontrado na dire¢@o proposta. Identificado o cubo a que
pertence esse vértice, ele € o primeiro a ser tratado, sendo os demais processados por
camadas (com indice i constante) que sdo percorridas por colunas (com indice j
constante).

A inspe¢do das configuragdes possiveis de setores em cubos, revela que o percurso
dos setores-raizes de um cubo pode ser realizado numa seqiiéncia predeterminada da
forma:

jj: .]J+1 > JJ+25 JJ-l s JJ_2> JJ-39
a partir de um determinado setor inicial de indice jj.

Em outras palavras, identificado o setor inicial (0 mais distante ou o mais préximo
dos 6 tetraedros, dependendo da orientagdo do percurso), visita-lo; depois visitar dois
tetraedros em seqiiéncia para qualquer lado; finalmente, visitar a seqiiéncia de 3
tetraedros pelo outro lado.

O setor inicial, no entanto, varia com a orientagdo do cubo considerado,
entendendo-se como orienta¢do de um cubo as dire¢des dos eixos do seu sistema local
de referéncia. No total, os cubos apresentam-se em 8 orientagdes distintas. Assim sendo,
¢ util construir uma pequena tabela que indique o indice do setor inicial de percurso,
segundo a particular dire¢do considerada, para cada uma das 8 orientacdes de cubos.
Descreve-se, a seguir, uma maneira simples de preencher cada entrada desta tabela,
valida se aplicada apés a transformacédo de visualizag@o, quando o eixo Z ja € paralelo a
diregdo em questdo. O processo comega pela escolha de um setor inicial qualquer de um
cubo com aquela orientagdo. Este setor € entdo comparado com um de seus vizinhos no
cubo: aquele cujo vértice que ndo pertence a face comum tem coordenada Z maior (ou
menor, dependendo da orientagdo do percurso) é escolhido. Este serd comparado da
mesma forma com seu outro vizinho no cubo. Em caso de empate, que ocorre quando a
face de contato € paralela a direcdo considerada, deve-se manter o tetraedro atual. A
identificagdo dos vértices que ndo pertencem a face comum fica facilitada pelas
seguintes observagdes: sdo os vértices de indice 1 ou 2, e esses indices sdo iguais em
ambos os tetraedros. Esta abordagem exige no méaximo 3 comparagdes entre pares de
setores para identificar o setor inicial.

Estabelecida a ordem de visitagdo dos setores-raizes de um cubo, 0 percurso
ordenado da arvore associada a cada um deles requer a determinagio da orientagdo de
seu tetraedro. Relembrando o capitulo 3, na sistemdtica ali estabelecida para
identificagdo das orientagdes de tetraedros, o indice de uma orientagdo € dado pela
expressao:

48t+ 8P + S

onde t ¢ o tipo do tetraedro (A=0, B=1, C=2), e P e S sdo seus indices de permutagio e
de sinais (tabelas 3.4 e 3.5, respectivamente). Por se tratarem de setores-raizes, sido
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todos tetraedros do tipo A, o que reduz a expressdo a suas duas ultimas parcelas. O
indice de permutagdo coincide com o indice do setor no cubo e o de sinais € calculado
para o primeiro cubo — note-se que todos os tetraedros de um mesmo cubo possuem o
mesmo indice de sinais — e transmitido para os demais por reflexdo.

O outro requisito para permitir um percurso eficiente da arvore de um setor € a
constru¢do do Guia para Percurso Ordenado (seg¢do 6.1.3). Consiste de uma tabela que
indica, para cada orientagdo de tetraedro, qual o filho que deve ser visitado primeiro, de
acordo com a dire¢do de proje¢do. Para sua construgdo, consulta-se o Catdlogo de
Orienta¢des para obter um tetraedro padrio para cada orientagdo. O teste geométrico
consiste da comparag¢do da dire¢dio de projegdo com o vetor que vai do vértice 0 ao
vértice 3 do tetraedro. Se o produto escalar desses dois vetores for positivo, indicando
que o vértice 0 est4 na frente do vértice 3, o filho I, aquele que herda o vértice 3 do pai,
sera visitado primeiro. Caso contrério, o filho 2, herdeiro do vértice 0 do pai, terd a
preferéncia.

6.4 Avaliacao

Para fins de avaliagdo do ganho de eficiéncia do algoritmo de projegdo de
tetraedros implementado para triangulagdes RA, em relagdo a sua implementagdo para
triangulagdes genéricas, é conveniente distribuir os passos dos algoritmos das se¢Oes
5.4.1 € 6.2 em trés grupos: os passos 0, 1, 3, 4 e 5 serdo tratados em conjunto como fase
de projegdo (embora nfo sejam consecutivos); o passo 2 como fase de ordenagdo; € o
passo 6 como fase de rasterizag@io. Essa separagdo ¢ motivada por serem processos de
naturezas distintas, com peculiaridades que tornam nebulosa a andlise em conjunto.
Existem algoritmos para essas trés fases com a mesma ordem de complexidade
computacional, O(n) em tempo. No entanto, a parcela de tempo que cada uma dessas
etapas ocupa em relagdo ao total do processo pode variar muito, de acordo com as
caracteristicas da plataforma computacional, devido as diferen¢as de natureza das
operagdes predominantes em cada uma delas.

Assumindo que a rasterizagdo seja feita pelo hardware, o estrangulamento do
processo estard nas duas primeiras fases, realizadas por software, que sdo justamente as
etapas onde se concentram os ganhos com a adog&o das triangulagdes RA. Comparando
o tempo de execugdo dessas duas fases, conforme relata [Cignoni935], a proje¢do € uma
operagdo muito mais custosa do que a ordenagdo. Os resultados quantitativos para os
dois conjuntos de dados estudados naquele trabalho, fornecem uma relagdo em torno de
1:10 entre os tempos para ordenagio e para proje¢do, respectivamente.

Com base nesses dados foi adotada, como medida  simplificadora dos
experimentos realizados no ambito deste trabalho, a op¢do de concentrar a atengdo na
fase de projeg¢do. Foram feitas implementagbes para triangulagdes genéricas e para
triangulagdes RA. Os resultados obtidos sdo avaliados comparativamente.

Quanto a ordenagdo, apresentamos a seguir uma analise tedrica e consideragdes
sobre os resultados praticos esperados, em comparagdo com outros métodos jé citados.
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6.4.1 Analise do Procedimento de Ordenag¢io

O algoritmo de ordenagdio para triangulagdes RA tem complexidade O(n) em
tempo, uma vez que se trata de um simples percurso de uma arvore binéria. Portanto, do
ponto de vista tedrico, ele é equivalente ao algoritmo baseado em ordenagio topologica,
apresentado no capitulo 5. No entanto, a inexisténcia de testes geométricos cria a
expectativa de um desempenho altamente vantajoso. Mesmo na faixa de estruturas de
pequeno e médio porte, onde a ordenagdo numérica (ordenagdo de poténcias) se
mostrou, nos resultados praticos, mais eficiente do que a topoldgica, apesar da
desvantagem tedrica (capitulo 5), esse algoritmo especifico para triangulagdes RA
devera ganhar a preferéncia. Esta previséo se justifica porque, além de ser um algoritmo
6timo do ponto de vista tedrico, o processamento de cada no interno da érvore, no
percurso ordenado, envolve apenas a verificagdo de um campo légico que indica qual
dos dois filhos do setor tem prioridade.

Vale ressaltar que a abordagem para ordenagdo de triangulagdes RA terd
seguramente boas caracteristicas do ponto de vista de estabilidade numérica. Esta
afirmacdo se baseia nos seguintes fatos: inexisténcia de células degeneradas e; os testes
geométricos sdo limitados aos tetraedros padrdo, podendo ser realizados com aritmética
de maior precisdo, sem onerar muito o processo como um todo.

Quanto aos requisitos de armazenamento, considerando que as arvores BSP j4 sdo
parte integrante da estrutura de dados, esse algoritmo tem um pequeno consumo fixo,
referente as tabelas, e um consumo variavel associado ao processo recursivo. No pior
caso, o espago de armazenamento serda linear, ficando também aqui equivalente a
ordenacdo topoldgica. Isto ocorrerdA em configuragdes com caracteristicas muito
particulares, correspondendo a condigdes de adaptatividade que induzam um
desequilibrio absoluto da arvore BSP, fazendo-a crescer sempre no mesmo ramo. O
melhor caso corresponde a uma estrutura com refinamento homogéneo, portanto sem
nenhum caréter adaptativo, onde o requisito de memoria serd O(log,n).

6.4.2 Resultados do Procedimento de Proje¢iao

Os experimentos realizados estdo baseados em implementagSes do método de
projecéo, feitas para triangulagdes genéricas € para triangulagdes RA. O campo escalar
utilizado é a fungdo distincia a um eixo, a partir da qual foram produzidos diversos
conjuntos de dados. Esses dados sdo amostras da fun¢do em pontos distribuidos de
forma homogénea, tendo como dominio um cubo que tem o eixo de referéncia da
func¢do como eixo de simetria, paralelo a quatro de suas arestas. Dois desses conjuntos
(D1 e D2) constituidos por 100 e 1000 pontos sorteados aleatoriamente, foram usados
para construir triangulagdes de Delaunay, sobre as quais foi aplicado o método de
proje¢do para triangulagdes genéricas. As estruturas resultantes t€ém 495 e 6165
tetraedros, respectivamente. Os outros conjuntos (RA1l, RA2 e RA3) referem-se a
triangulagdes RA regulares (todas as células sdo do mesmo tipo e tamanho), com niveis
de refinamento 8, 9 e 10, constituidas por tetraedros dos tipos C, A e B,
respectivamente. A primeira tem 1536 tetraedros, a segunda 3072 ¢ a ultima 6144.

93



As figuras 6.1 e 6.2, sdo imagens obtidas a partir das triangulagées D1 e D2,
enquanto que as figuras 6.3 e 6.4 sdo provenientes das triangulacdes RA. Todas elas
apresentam marcas lineares correspondentes a arestas de células, observdveis mais
facilmente nas figuras 6.2 € 6.4. Essa caracteristica € tipica do método de projecdo de
tetraedros de Shirley e Tuchman, implementado sem utilizacdo do mecanismo de
mapeamento de textura para o calculo de opacidade (secéo 5.4.2). Deve-se ressaltar, no
entanto, que as imagens obtidas por proje¢ao de triangulagdes RA, segundo algumas
direcdes particulares (secdo 6.5), apresentam essas marcas mais acentuadas, como
mostra a figura 6.4, cuja dire¢do de projecdo é paralela a um dos eixos coordenados.
Isso se deve a superposicdo das proje¢des de arestas de diversas células, e € razodvel
esperar que essas imagens sejam beneficiadas de forma mais notéria pela inclusdo do
referido mecanismo, para melhorar a precisdo do cédlculo de opacidade.

Figura 6.1 — Triangulacdo de Figura 6.2 — Triangulacio de
Delaunay com 6165 tetraedros. Delaunay com 495 tetraedros.

Figura 6.3 — Triangula¢do RA Figura 6.4 — Triangulagdo RA com 6144
com 3072 tetraedros. tetraedros, observada segundo uma dire-
¢do paralela a um dos eixos coordenados

A seguir apresenta-se um quadro comparativo de tempos de processamento em
diferentes plataformas computacionais (tabela 6.2). Essas medidas referem-se aos
calculos relativos a execuclo das proje¢des dos tetraedros, excluindo, portanto, as fases
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de ordenagdo, cujo algoritmo especifico para triangulagdes RA ainda ndo foi
implementado, e de rasterizagdo dos tridngulos. Os experimentos foram baseados nas
estruturas D2, RA1, RA2 e RA3, citadas acima, sendo o tempo em segundos referente a
proje¢do de um milhdo de tetraedros. Para as triangulagdes RA, os resultados tabelados
sd0 as médias das trés estruturas. Duas classes de experimentos (1 e 2) sdo identificadas,
cuja diferenga estd na forma de célculo da opacidade.

Nio se pretende, com esses resultados, oferecer uma comparagio rigorosa de
desempenho dos métodos, uma vez que as implementagdes apresentam diferengas
estruturais significativas. A triangulagdo RA foi implementada com alocagdo dindmica
de memoria, sendo que o acesso a cada item de um tetraedro ou de um vértice € feito
através de chamada a uma fungdo de consulta ou de manipulagdo. J4 a estrutura
implementada para triangulagdes genéricas estd baseada em alocagdo estdtica, com
manipulagdes e consultas feitas diretamente sobre os vetores de vértices e de tetraedros.
No entanto, essas diferengas penalizam a versdo para triangulagdes RA, o que permite
esperar por uma ampliagdo dos ganhos ja apurados, na medida em que sejam feitas
implementag¢Ges mais equilibradas.

l:a=1-e™ triangulago triangulagio RA/D
2: o=l genérica (D) RA
IBM risc6000 1 8,4 5,2 0,62
2 7,1 3,9 0,55
Sun Sparc20 1 11,0 7,2 0,65
2 9,1 5,2 0,58
Pentium II 1 4,4 2,3 0,52
2 3,5 2,0 0,57

Tabela 6.2 — Quadro comparativo de tempos de execugio do procedimento de projecdo
para um milhdo de tetraedros (em segundos).

6.5 Direcoes Privilegiadas de Projecio

As projegdes dos tetraedros de uma triangulagdo RA, segundo certas diregdes
especiais, apresentam caracteristicas de regularidade ainda mais fortes. Séo elas as
diregdes dos eixos coordenados, das diagonais do cubo e das diagonais das faces do
cubo. Por serem também as diregdes das arestas dos tetraedros, aumenta
significativamente a incidéncia do caso 4 da classificagdo de projegdes, que € o caso de
tratamento menos custoso, ndo exigindo célculo de interse¢des ou interpolagdes (ver
capitulo 5). A segunda classificagio mais freqiiente passa a ser o caso 3. O caso 2, que €
o de maior incidéncia em diregdes genéricas, € o caso I, os dois mais custosos, sdo,
ainda em ordem, os menos freqiientes nessas diregdes particulares. Como sera mostrado,
mesmo essas tltimas configuragGes terfio seus célculos simplificados.
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Essas diregdes privilegiadas sdo em nimero de 26. Nesta se¢do, serdo analisadas as
particularidades das configuragdes de projecdo produzidas por essas dire¢des e como se
pode tirar proveito delas para aumentar a eficiéncia do processo. No quadro a seguir
(figura 6.5) essas configuracGes sfo catalogadas para serem referenciadas adiante.

As configuragdes ilustradas na figura, com respeito aos casos da figura 5.2,
correspondem a:
.ql  caso4
.q2  caso 3, com interse¢do no centro da aresta
.q3  caso 2, com intersegd@o no centro das arestas
.q4 caso 2, com intersegdo a 1/3 de ambas as arestas
.q5 caso 1, com coeficientes de interpolagéo nas proporgdes 1:1:2

q1

@ N\

Figura 6.5 — As 5 configuragdes possiveis de projecOes de tetraedros de uma
triangulag@o RA em dire¢des privilegiadas

Considerando o algoritmo de projecdo de tetraedros na sua forma apresentada no
capitulo 5, a importincia de tomar essas diregdes particulares concentra-se nos passos
quatro (decomposi¢do das projegdes) e cinco (calculo de cor e opacidade nos vértices
dos tridngulos).

Recordando os célculos a serem realizados nesses passos, uma primeira observagdo
¢ que ndo sera necessario computar nenhuma interse¢do entre arestas, uma vez que essas
interse¢cdes ocorrem em posi¢des pré-definidas. Também pelo mesmo motivo, a
determinagdo de coordenadas baricéntricas relativas a arestas e faces é desnecessaria.
Isso porém € pouco significativo, uma vez que esses célculos sdo feitos apenas para
compor a tabela dos 72 tipos x orienta¢Ges caracteristicos das triangulagdes RA. O que
tem maior peso, no que se refere a0 nimero de operagdes de ponto flutuante realizadas
para um tetraedro, sdo as interpolagdes de f, que s@o operagbes especificas de cada
célula do volume. Observando o quadro acima identifica-se que, onde s3o necessarias,
essas interpolagdes sdo feitas com as propor¢des 1:1 (configuragdes q2 e q3), 1:2
(configuragdo q4) e 1:1:2 (configuragdo q5). Uma andlise acurada do algoritmo, no que
tange a essas operagOes, mostra que € possivel reorganiza-las em fungfo dessas
particulares proporgdes, de forma a obter alguma economia, ainda que pequena.
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No entanto, os reflexos mais relevantes da adogdo de diregdes especiais dizem
respeito a proporgdo de ocorréncia dos diferentes casos de configuragdes de projegdes.
As tabelas a seguir, incluidas para quantificar esse aspecto, foram obtidas pelo
cruzamento dos 72 tetraedros padrédo contra cada uma das dire¢des especiais possiveis,
contando a incidéncia das 5 classes de projecdes.

ql q2 q3 q4 a5
Tipo A | 144
TipoB | 96 48
TipoC |96 48
% 78 22

Tabela 6.3 — Projecdes nas 6 diregdes associadas aos eixos coordenados

ql q2 q3 q4 q5
Tipo A | 48 96 48
Tipo B | 144 48
Tipo C | 96 96
% 50 333 |83 |83

Tabela 6.4 — Projecdes nas 8 diregdes associadas as diagonais do cubo

ql q2 q3 q4 qs
Tipo A | 96 96 96

TipoB |48 | 144 96
TipoC |96 |48 96 |48
% 278 1333 11,1 [222 |55

Tabela 6.5 — Projegdes nas 12 dire¢des associadas a diagonais de faces

ql 92 |q3 A
Ocorréncias | 864 576 144 240 |48
% 46,1 |30,8 |7,7 12,8 2,6

Tabela 6.6 — Quadro global de ocorréncias das cinco configuragdes

Essas tabelas mostram a predomindncia da configuragdo ¢/, cujo tratamento nfo
envolve nenhuma interpolagdo. Em segundo lugar, mas ainda bem mais numerosa do
que as demais, a configuragdo g2, cujo tratamento envolve apenas uma interpolagido
com razdo um entre os coeficientes. As outras configura¢des, que envolvem célculos
mais custosos, ainda que simplificados em rela¢do a dire¢Ges genéricas, ocorrem em
pequena proporg¢ao.

[Williams92a] reporta uma incidéncia de aproximadamente 40% de casos 1 e 60%
de casos 2 em seus experimentos com triangula¢des genéricas. Os casos 3 e 4, tratados
como degeneragdes dos primeiros, ocorrem muito raramente. Esses nimeros devem
permanecer validos para as triangulagdes RA fora das dire¢des explicitadas acima.
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Uma forma prética de aproveitar essa peculiaridade da estrutura é implementar um
modo especial de interagdo restrito a projegdes nessas diregdes privilegiadas. Esse modo
seria util para uma rapida exploragdo do volume, permitindo ao usuario identificar
regides a serem exploradas mais minuciosamente em outro modo de interagio que
oferega flexibilidade para especificar de forma continua a dire¢do desejada.

6.6 Projecio de Modelos Simplificados

Um modelo simplificado, obtido a partir de uma triangulagdo RA multiresolugao,
conforme os critérios estabelecidos no capitulo 4, é um modelo completo e consistente,
uma vez que a estrutura sobre a qual estd definido é uma triangulagiio RA e a fungfo
representada € uma fung¢do continua.

Sendo assim, pode-se aplicar sobre ele qualquer técnica estabelecida sobre esse
tipo de estrutura, incluindo, naturalmente, a técnica de projegdo apresentada neste
capitulo. Observa-se, no entanto, que a obten¢do de modelos dindmicos se da por um
processo intimamente vinculado ao algoritmo de ordenagdo das células de uma
triangulacdo RA: o percurso recursivo das arvores que compdem a estrutura,
caracteristico daquele algoritmo ¢ uma particularizagdo do percurso utilizado para a
defini¢do de modelos dindmicos. Isso permite que, estabelecido o valor de tolerdncia
para o qual se quer obter um modelo simplificado, aplicando-se aquela estratégia de
percurso, cada tetraedro identificado como folha do modelo possa ser imediatamente
projetado.

Embora esta estratégia seja particularmente eficiente para proje¢do paralela, devido
a aceleragdo que as triangulagdes RA proporcionam para essa modalidade de geragdo de
imagens, sua aplicabilidade também se estende & proje¢do em perspectiva. O algoritmo
de ordenagdo ¢ perfeitamente adaptavel para classificar as células em fun¢do da
visibilidade em relagdo a um centro de projecéo, ainda que perdendo a possibilidade de
estabelecer o critério de classificagdo em fungdo de uma tabela pré-computada. Neste
caso, a decisdo quanto a visibilidade de um irm&o em relagdo ao outro exigira calculos
geométricos especificos (se¢do 6.3.1).
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Capitulo 7

Lancamento de Raios em Triangulacoes

RA

O método de langamento de raios (“ray casting”) ja foi descrito no capitulo 5, onde
foi apresentada em detalhes uma abordagem especifica para malhas simpliciais
(triangulagdes). A técnica ali tratada permite uma implementagdo eficiente desse
método para triangulagdes genéricas. Pode-se adaptar aquela metodologia para
triangulagdes RA, tirando vantagem da possibilidade de substituir calculos dispendiosos
por consultas a tabelas pré-computadas [Soares97]. Como no método de projegdo, os
maiores ganhos com essa abordagem também seriam obtidos com projegdo paralela.
Uma desvantagem dessa solucdo é que, para alcancgar eficiéncia, seria necessario
acrescentar a estrutura de dados um grande volume de informagdes topologicas,
relativas as células vizinhas e aos vértices de cada célula. Outra limitagdo € sua
desconexdo com os mecanismos de multiresolu¢do apresentados, uma vez que a
organizagdo hierarquica da estrutura ndo € levada em conta.

A abordagem deste capitulo, ao contrério, baseia-se justamente na hierarquia das
triangulagdes RA. A representagdo de informagdes topoldgicas é minimizada com a
utiliza¢do da estrutura de dados descrita no capitulo 3. O resultado € um algoritmo que
¢, no minimo, tdo eficiente quanto o anterior, do ponto de vista do tempo de execugio.
Suas vantagens mais significativas sdo a economia de espago e a perfeita sintonia com a
estratégia de multiresolugdo. A técnica basica € a mesma, ou seja, para cada pixel da
janela da tela onde se pretende gerar a imagem, um raio ¢ langado, partindo do olho do
observador e passando pelo centro do pixel. Ao longo de sua trajetéria, esse raio
intercepta uma série de células, cujas contribui¢des para a cor do pixel devem ser
determinadas e combinadas, levando em conta a ordem dessas interse¢des. O algoritmo
que se apresenta a seguir € valido tanto para projecdo paralela quanto para perspectiva.

7.1 Algoritmo Hierarquico

O algoritmo para tratamento de um raio comeca identificando e ordenando os
cubos interceptados por ele. Por sua vez, para cada cubo, determinam-se seus tetraedros
interceptados (triangulag@o raiz), que também sdo ordenados. A arvore relativa a cada
um desses tetraedros (setor raiz), serd tratada a seu turno. Para isso, calculam-se os
pontos de entrada e saida do raio no setor. Naturalmente, esse processo aproveita 0s
calculos relativos as faces comuns entre setores vizinhos da triangulacdo raiz. Esses
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pontos extremos do segmento do raio no setor, serdo pardmetros para um procedimento
que realizard a integragdo da contribui¢do daquele setor para a cor do pixel. Se ja se
tratar de uma folha da arvore, a integragdo ¢ efetuada imediatamente. Senfo, inicia-se
um processo recursivo, que determinara a interse¢fo do raio com a face que separa os
filhos do setor, se existir tal interse¢do, e repetird a chamada para requisitar os célculos
relativos a seu(s) filho(s). A figura 7.1 ilustra o processo com um caso bidimensional.

\6

\3
X A

0]

Figura 7.1 — Seqiiéncia de interse¢Oes de um raio com os setores
de uma malha, considerando que a origem do raio é o ponto “0”,
e que a arvore “A” ¢ percorrida antes da arvore “B”.

Sempre que ocorrer a interse¢do de dois irméos, visita-se primeiro aquele mais
préximo do observador (ou mais distante, dependendo da ordem escolhida para o
algoritmo). As folhas da arvore efetivamente visitadas constituem uma seqiiéncia de
tetraedros contiguos que contém o segmento do raio interior ao volume.

A geometria da malha de cubos e da triangulagio raiz, como alias de toda a
triangulagdo RA, ndo € representada explicitamente. No entanto, a regularidade do nivel
superior dessa estrutura, torna essas informag¢des facilmente dedutiveis. Além disso, é
uma premissa da modelagem com triangulagdes RA, que a malha de cubos é pouco
refinada, ficando o detalhamento por conta da adaptatividade da malha de tetraedros.
Com iss0, a determinagdo das interse¢des de um raio com a malha de cubos e com os
tetraedros da triangulagdo raiz pode ser considerada pouco significativa, do ponto de
vista de seus custos, apesar da inexisténcia de informagdes topoldgicas explicitas, na
representacdo adotada, impor a necessidade de se testarem, eventualmente, os seis
tetraedros de cada cubo interceptado.
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Diante disso, o enfoque desta abordagem estard centrado no tratamento de cada
arvore bindria da estrutura separadamente. O calculos geométricos envolvidos serdo
explicitados a seguir, para permitir uma comparagdo de seus custos com aqueles
associados as triangulagdes genéricas. Por tratar-se de subdivisdo simplicial, a utilizagdo
de coordenadas baricéntricas permanece sendo a opg¢fio mais conveniente para os
calculos relativos a geometria das células das triangulagdes RA.

A primeira constatagdo importante € que o numero de interse¢les a serem
calculadas ¢ muito inferior aquele realizado no tratamento de triangula¢Ges genéricas,
descrito no capitulo 5. Considerando ja conhecido o ponto de entrada de um raio em um
tetraedro, a estratégia ali empregada calcula os pardmetros que definem as intersegdes
desse raio com os planos das outras trés faces desse tetraedro, para depois concluir qual
delas ¢ o ponto de saida. No método para triangulagdes RA, as intersegdes calculadas ao
longo do percurso de uma arvore se referem a faces bem definidas, quais sejam, as faces
que dividem setores. Conhecidos os pontos P e Q, interse¢des do raio com um setor S, a
existéncia ou ndo da interse¢do do raio com a face que divide S é verificada
previamente, comparando as coordenadas baricéntricas de P e Q, relativas aos vértices
extremos da maior aresta de S. Sejam A e D esses vértices, e sejam ap, dp, aq € dq as
respectivas coordenadas. Se ap>dp e aqg<dq ou vice-versa, significa que P e Q
pertencem a filhos diferentes de S e o raio intercepta a face comum entre os dois. Assim
sendo, o parametro que define a intersegfo deve ser calculado.

Seja I esse ponto de intersecdo e A, B, C e D os vértices do setor (figura 7.2).

filho2

filho1
Figura 7.2

Um ponto genérico R do segmento PQ € dado pela equagéo
R =(1-A)P + 2Q.
Em particular o ponto I deve ter coordenadas em relagdo a A e a D iguais. Portanto,
(1-M)ap + haq = (1-\)dp + Ady
de onde vem que
a,—d,

A= .
a,—d, _(aQ _dQ)
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Para aplicar 0 mesmo processo, recursivamente, aos filhos do setor, ¢ necessario
converter as coordenadas dos pontos P, Q e I para os sistemas relativos a esses filhos. A
chamada para o filho 1 requer os pontos P e I, enquanto a chamada para o filho 2 requer
os pontos Qe I.

Converter as coordenadas de um ponto genérico R para o filho 1, corresponde a
mudar o tetraedro de referéncia de A, B, C e D para A, B, C ¢ E, na figura. Segundo o
apéndice A, considerando-se que as coordenadas de E em relagéo a A, B, C e D, no
tetraedro original, sdo iguais a ‘2, 0, 0 e 'z, respectivamente, tem-se: br € cr hdo se
alteram, enquanto

er=2dp € ar=ag—dx.
Na situagdo particular em que o ponto se situe sobre a face que divide os filhos (como é
o caso do ponto I), quando entdo a; = d;, em relagdo ao tetraedro original, tem-se que,
em relagdo ao novo tetraedro, a; = 0. Resta, portanto, como Unica operagdo aritmética
necessaria, calcular e; =2 4.

Para o ponto P, que se situa sobre a face A, B, C, tem-se que dp = 0, em relagdo ao
tetraedro original. Portanto, em relag@o ao novo tetraedro, ep =0 e ap também ndo se
altera.

As conversdes relativas ao filho 2 s@o analogas.

Comparando esses calculos com os do capitulo 5, relativos a triangulagdes
genéricas, observa-se que, além de se calcular A um menor numero de vezes, também as
conversdes de coordenadas necessérias sdo mais simples. No total sdo economizadas
diversas operagdes de ponto flutuante, incluindo algumas divisGes, que sdo muito mais
caras do que multiplica¢des, somas e subtragdes, nos processadores modernos.

- As demais operagdes necessarias para calcular as contribui¢des das células para a
cor do pixel s@o as mesmas nos dois casos.

Embora ndo tenham sido feitas avaliagdes computacionais para comparar o
desempenho do método de langamento de raios com triangulagbes RA em relacdo a
triangulagdes genéricas, a exposi¢do acima indica que existem ganhos de eficiéncia.
Além disso, vale enfatizar outros aspectos que permitem concluir pelo alto valor da
abordagem aqui apresentada, no contexto de visualizagdo volumétrica. Em primeiro
lugar, por tratar-se de um algoritmo sintonizado com a filosofia de exploragdo dos
modelos dindmicos de multiresolugdo. O aprofundamento no percurso das drvores da
estrutura pode ser interrompido em fun¢do de um critério de tolerdncia, estabelecido
imediatamente antes do inicio da gerag@o da imagem. O algoritmo encontrard os limites
do modelo simplificado, com os necessarios requisitos de consisténcia estrutural e
continuidade da fung¢do, sem nenhum esfor¢o adicional, além da comparagéo do erro
associado aos vértices alcangados com aquele pardmetro de tolerdncia. Uma outra
caracteristica desse algoritmo a ser ressaltada, é que ele utiliza a mesma estrutura de
dados adotada para o método de projegdo, unificando as duas técnicas em torno de uma
representagdo notoriamente mais econdmica do que as estruturas adaptativas usuais.
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7.2 Degeneracoes

Analisando os casos de degeneragdo mencionados no capitulo 5, uma interse¢do
degenerada, que pode levar a um erro na determinagdo da face de saida, pode ser
tratada, no caso de triangulagdo RA, da mesma maneira proposta para triangulagdes
genéricas: sendo positivas as coordenadas baricéntricas de um ponto do plano em
relagdo aos vértices de uma face do mesmo plano, fica confirmado que o ponto pertence
aquela face.

O caso de célula degenerada, conforme ja observado, ndo ocorre em triangulagdes
RA.
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Capitulo 8

Conclusao

Este trabalho mostrou a aplicabilidade das triangula¢gdes RA como base para a
modelagem de campos escalares tridimensionais, em um sistema de visualiza¢do
cientifica. A abordagem do problema iniciou por um aprofundamento do estudo dessas
estruturas. Suas caracteristicas geométricas e combinatdrias, algumas ja mencionadas
em outros trabalhos, outras detectadas ao longo deste esforco, foram analisadas
detalhadamente, resultando no estabelecimento de uma codificagdo para os elementos
da estrutura. Essa codificagdo, associada ao carater hierdrquico das triangulagdes RA,
possibilitou a definicdo de uma estrutura de dados extremamente compacta. Além de
econdmica, do ponto de vista do espago ocupado, essa estrutura mostrou-se muito
conveniente para a defini¢do de algoritmos capazes de implementar, de forma eficiente,
as técnicas de visualizagdo tratadas.

A abordagem foi voltada para as técnicas de visualizagdo direta, sendo estudada a
implementagdo dos algoritmos de langamento de raios (“ray casting”) e de projecio.
Essas duas técnicas, em conjunto, proporcionam condigdes para se projetar um sistema
que contemple requisitos variados: o método de projecdo possibilita a geragdo rapida de
imagens, em um esquema interativo de exploragdo dos dados, enquanto o método de
langamento de raios permite a obtengdo de imagens de alta qualidade.

Foram também definidas as triangulagdes RA multiresolugdo, que facilitam a
extragdo de modelos simplificados, baseados em critério de precisdo, os quais sdo
obtidos pela eliminagéo dos niveis inferiores de refinamento da estrutura. Criou-se uma
metodologia para associar erros aos vértices, e indiretamente aos tetraedros
intermediarios da hierarquia. Essa metodologia inclui um mecanismo de propagagdo de
erro que garante a consisténcia de modelos simplificados, definidos dinamicamente ao
mesmo tempo que Se percorre a estrutura para gerar uma imagem, sem necessidade de
visitar os niveis inferiores. Também ndo € necessario criar uma representa¢do a parte
para o modelo simplificado. As triangulagdes RA multiresolugdo facilitam, ainda, a que
um servidor atenda de forma eficiente a uma requisi¢io de modelos progressivos
emitida por um cliente. Para tanto, o servidor extrai uma série de modelos simplificados
dindmicos. A codificagdo para transmissdo pode ser feita de forma extremamente
compacta, e, diferente de outros esquemas que também utilizam estruturas bastante
compactas para transmissdo, esses modelos ndo exigem cédlculos geométricos para sua
recomposi¢do no cliente.

Foi implementado o algoritmo de projecdo para triangulagdes RA, juntamente com
uma versdo equivalente para triangulagdes genéricas, para fins de comparagdo empirica
dos ganhos de eficiéncia. Os resultados obtidos indicam uma vantagem significativa
para as triangula¢des RA, cuja execucdo gastou, em média, cerca de 60% do tempo
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gasto pela outra. Essas medidas ndo constituem uma base rigorosa de comparagéo, uma
vez que existem diferencas na forma de implementagdo desses algoritmos, quanto a
metodologia de alocagdo da memoria requisitada para representagdo das estruturas. No
entanto, mostrou-se que tais diferengas penalizam a implementagdo relativa a
triangulagdes RA, que deve, afinal, ampliar aquela margem de diferenca.

Do ponto de vista do consumo de memoria, a estrutura de dados utilizada para as
triangulagdes RA requer em torno de 50% do espago ocupado pela estrutura mais
econdmica descrita na literatura, para outras triangulagdes. Sdo consideradas aqui
apenas as estruturas que permitem ordenar as células com eficiéncia. A relagdo acima
refere-se a uma estrutura especifica para triangulagdes de Delaunay [Cignoni98b].
Qualquer outra exige um espago adicional da ordem de O(#n) para ordenagéo.

Conclui-se, assim, que a utilizagdo das triangulagdes RA como base para sistemas
de visualizagdo volumétrica se justifica, do ponto de vista de economia, eficiéncia e
flexibilidade. Resta considerar as condi¢des em que a estrutura se aplica como modelo
de representagiio de um campo escalar. E preciso lembrar que, a menos de situagdes
particulares, as informag¢des conhecidas do campo ndo se situam nos nos de uma
triangulacdo RA. Assim sendo, sua aplica¢do depende de uma reamostragem da fungéo,
o que implica necessariamente na incorporagdo de erros aos dados. A argumentagédo a
favor dessa abordagem esta calcada na experiéncia ja consolidada de reamostragem de
campos escalares, cujos dados originais tém distribui¢go irregular, para os nés de uma
malha regular, visando aproveitar as conveniéncias dessa Ultima para a realizagfo das
tarefas necessarias. O modelo usado para a reamostragem deve ser escolhido de acordo
com cada aplicagdo. As triangula¢des RA entram nesse contexto substituindo as malhas
regulares como estruturas auxiliares para o tratamento de dados irregulares. A vantagem
oferecida ¢ a adaptatividade, que proporciona uma representagdo nfo apenas econdmica,
mas também de boa qualidade, pois permite manter sob controle os erros de
aproximacao.

Desde o inicio deste trabalho, esperava-se que fosse existir uma zona nebulosa em
que haveria duvida quanto a conveniéncia de adotar uma ou outra dessas estruturas
auxiliares. Por exemplo, para conjuntos de dados cuja heterogeneidade da distribuigéo é
pouco acentuada. No entanto, com a crescente importdncia da caracteristica de
multiresolu¢do, impulsionada, entre outros fatores, pela grande proliferagdo de
aplicagdes via rede, a perspectiva de um aproveitamento efetivo das triangulagdes RA
estd muito ampliada. Para corroborar esta opinido, pode ser citada uma iniciativa
recente, que utiliza subdivisdes simpliciais para prover multiresolugio até mesmo a
campos cuja amostragem original seja regular [Zhou97] .

A principal limitag8o para a aplicag@o das triangulagdes RA, bem como das malhas
regulares, esta no fato de que elas ndo garantem o posicionamento de seus nés sobre
fronteiras irregulares. Esse aspecto assume especial importdncia em simulago
computacional, em casos onde as regides criticas estejam localizadas nessas fronteiras.
A adaptatividade atenua esse inconveniente, colocando mais uma vez as triangulagées
RA em posi¢do intermediaria entre malhas regulares e triangula¢des genéricas. De
qualquer forma, para a finalidade especifica de visualizagdo, aquela caracteristica ¢é
menos restritiva. A possibilidade de explorar os dados usando diferentes técnicas de
geracdo de imagens, ou mesmo combinagdes dessas técnicas, e ainda com variados
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graus de precisdo, proporciona ao cientista uma grande riqueza de recursos que
permitem chegar a uma interpretacdo segura dos dados.

Trabalhos Futuros

Algumas questdes ficaram em aberto neste trabalho. A implementagio das técnicas
estudadas é uma necessidade que se apresenta de imediato, incluindo uma revisdo da
estrutura de dados, uma vez que a versdo implementada ndo ¢ a que foi descrita.

A técnica de extragdo de isosuperficies foi apenas citada. Pode-se, no entanto,
vislumbrar diversas maneiras de incorpora-la a um sistema de visualizagdo baseado em
triangulagdes RA. A primeira proposta que se apresenta, ¢ inspirada na filosofia de
multiresolugdo: procurar as células interceptadas pela superficie desejada,
concomitantemente com a busca dos elementos constitutivos de um modelo
simplificado. Para cada uma dessas células, calcula-se a geometria da porg¢do da
superficie no seu interior, que fica definida por um conjunto de 1 ou 2 tridngulos, os
quais podem ser imediatamente projetados e/ou incorporados a uma descri¢do da
superficie. Desse modo, pelo menos a principio, sera gerada apenas uma lista de
tridngulos, sem relagdes de conectividade. No entanto, se a aplicagdo exigir, essa
proposta pode ser refinada, com base na propria organizagdo hierdrquica da estrutura,
para que aquelas relagdes sejam identificadas de forma eficiente [Persiano94].

O algoritmo de ordenag¢do das células, descrito no contexto do método de
visualizagdo direta por projecdo dos tetraedros, também tem grande valor para exibig¢do
de multiplas isosuperficies em uma mesma imagem. Essa operagdo requer que as
superficies mais externas sejam transparentes ¢ que suas cores sejam combinadas com
as cores das mais internas. Para alcangar esse efeito, é necessario que as partes mais
distantes do observador sejam projetadas antes das mais proéximas, o que pode ser feito
com auxilio daquele algoritmo. A extrema eficiéncia da ordenagdo por visibilidade das
células de uma triangulagdo RA, permite prever que a sobrecarga dessa tarefa sobre o
processo de exibi¢do das isosuperficies serd menor do que a que ocorre em outras
estruturas irregulares.

Outra questdo que esta sendo estudada, ja com alguns algoritmos propostos, € a
paralelizagdo dos métodos apresentados. Novamente a organizagdo hierarquica se
mostra muito conveniente, permitindo implementar facilmente diversos esquemas de
decomposi¢do do dominio. Particularmente interessante ¢ a facilidade de se obter uma
decomposig¢do constituida de blocos convexos de tamanhos aproximadamente iguais.

A extensdo do esquema dindmico de obtengdo de modelos simplificados a modelos
especificados por fungdes de tolerdncia heterogéneas, ¢ outra questdo que merece
atencdo. Também a experimentagio da infra-estrutura apresentada, com modelos 6ticos

mais elaborados, deve ser explorada.

Finalmente, um campo de investigagdo promissor, ¢ a possibilidade de utilizar as
triangulagdes RA como malhas dindmicas. A facilidade de aumentar e¢ diminuir o grau
de refinamento da malha em uma regido do dominio, é um recurso desejdvel em
aplicagdes que envolvam, por exemplo, a movimentagdo de objetos, em torno dos quais
se situam regides criticas. Seja, por exemplo, um corpo em movimento em um fluido. A
regidio critica desse fendmeno varia continuamente. Vale considerar as triangulagdes RA
como opg¢do para esse tipo de aplicagdes, uma vez que o processo de refind-las e
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desfazer o refinamento ndo envolve, a principio, célculos onerosos. Sua aplicabilidade,
no entanto, depende da possibilidade de servirem de base para as simulagdes a serem
realizadas, pois o proprio dinamismo da malha torna inviavel a estratégia de
reamostragem.
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Apéndice A

Coordenadas Baricéntricas

A.1 Sistemas de coordenadas baricéntricas

Parte desta se¢do € uma transcri¢do de [Persiano96].

Combinagdo baricéntrica®

A combinagéo baricéntrica de dois pontos O e P com coeficientes ueR, denotada
(1-u)O + uP, € o ponto Q dado por Q = O + u(P - O). Note que P - O ¢ um vetor,
assim como u(P - O), e portanto Q tem sentido de ponto do espago euclidiano.

A figura A.1 ilustra a operagdo de combinagdo baricéntrica para diferentes valores

do real u. O ponto Q ¢ sempre um ponto da reta que passa por O e P. Quando 0 <u <1,
a combinagdo é um ponto do segmento OP.

Figura A.1 - Combinagdes baricéntricas de dois pontos do plano

Pode-se realizar combinag¢do baricéntrica de mais de dois pontos. Se u; i=0,1,... k,
sdo reais cuja soma ¢ igual a 1, entdo a combinagdo baricéntrica dos pontos P’ com esses
coeficientes também resulta em um ponto, e ¢ dada por:

¢ A qualificago de “baricéntrica” deve-se a interpretagéo fisica da combinag&o como o centro
de massa da distribuicdo de uma massa unitaria onde cada parcela de massa v; localiza-se no
ponto P’ .
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k k
0 _ _ A .
P  +u P+t P =P+ Y w (P -P°) =P/ + Y u (P -P’)
i=1 i=0
i®j
Um caso particular de combinagfo baricéntrica é a combinag¢do convexa,
caracterizada por serem todos os coeficientes ndo negativos. A combinag¢do convexa de

qualquer conjunto finito de pontos estd necessariamente dentro da envoltéria convexa
desses pontos.

Outro tipo de combinagfo de pontos que faz sentido envolve coeficientes com
soma nula. Nesse caso a combinagdo tem sentido de um vetor. Seja (P, i=0,1,...m) um
conjunto de pontos e sejam O e Q outros pontos definidos por:

O=Zu,.Pi, com Zui =le
i=0 i=0
Q:ZviPi’ com ZV, =1.
i=0 i=0
Entéo o vetor Q - O ¢ dado por
Q-0=,—u)P’ +(v, —u)P' +++ (v, ~u )P* = w,P" + wP' +... + w, P
onde

Assim, combinagdes envolvendo pontos de um espago euclidiano estdo bem
definidas somente quando a soma dos coeficientes é unitaria ou nula. Combinag¢des
envolvendo pontos e vetores também fazem sentido, desde que os coeficientes dos
pontos tenham soma nula ou unitaria. Os coeficientes dos vetores podem ser quaisquer.

Coordenadas baricéntricas

Assim como as coordenadas cartesianas advém da no¢do de combinagio linear de
vetores linearmente independentes, pode-se associar coordenadas a pontos baseando-se
na combinagdo baricéntrica de pontos ndo coplanares em &>, Assim se A B, Ce Dsio
pontos néio coplanares, qualquer ponto P em € pode ser representado como combinagio
baricéntrica desses quatro pontos: P = gA+ bB+ cC+ dD, e dizemos que a quadrupla
(a,b,c,d) sdo as coordenadas baricéntricas de P em relagdo ao tetraedro formado por
ABCD. Note que, em particular, os pontos A, B, C e D possuem, respectivamente, as
coordenadas (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0) e (0,0,0,1) em relag@o a esse tetraedro. Apesar
de serem usadas quatro coordenadas para representar pontos em e, devido & sua soma
ser sempre unitaria, somente trés delas sdo independentes.

As coordenadas baricéntricas podem ser calculadas pelas seguintes relagdes:
vol(PBCD) vol(APCD) vol(ABPD) vol/(ABCP)
4= oI(ABCD)’ = VoI(ABCD)’ T l(ABCD) %7 ol(ABCD)’
onde vol(XYZW) representa o volume do tetraedro XYZW com sinal [O’Rourke95].

Os pontos pertencentes ao plano da face oposta a um dos vértices, por exemplo A
(pode-se designar essa face também por A), tém todos a coordenada baricéntrica
relativa a esse vértice nula (no caso a=0). O plano paralelo a essa face, que passa pelo
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ponto A, tem todos os seus pontos com coordenada a=1. Assim, se todas as
coordenadas baricéntricas de um ponto estdo no intervalo 0-1, o ponto esta situado no
interior do tetraedro. A figura A.2 ilustra essas observagdes para o tridngulo (simplexo
do €%).

- o ——
‘ a>1 - ‘
a4'\//
A~ O<a<1
a
/ j\\\
; C

Figura A.2 - Coordenadas baricéntricas no plano

A.2 Mudanga de sistema de coordenadas baricéntricas

Seja P um ponto qualquer do €°, do qual se conhecem as coordenadas baricéntricas
(ap, bp, ¢p, dp) em relagdo a um tetraedro ABCD. Sejam E, F, G ¢ H também pontos do
g, cujas coordenadas em relagdo a ABCD sdo (ag, bk, cg, d), (aF, br, cr, df), (ac, ba,
G, di) € (au, by, cu, du). Estes pontos definem um tetraedro, que por sua vez estabelece
um outro sistema de referéncia. A questdo que se coloca é determinar as coordenadas
(eps fp» &p> hp) de P no sistema definido por esse novo simplexo.

Pode-se escrever
P= apA+ bpB+ ¢pC+ dpD
= epE + pr + ng + hpH
=ep(agA + bgB + cgC + dED) +
folarA + beB+ c:C+ diD)+
gr(agA + bgB + ¢cC + dgD) +
hp(agA + byB + cyC + dHD)

de onde se extrai um sistema de equagdes lineares cujas incognitas sdo (ep, fp, Zp, Hp)-
Portanto, a solu¢do desse sistema responde a questdo proposta.

E importante observar, no entanto, que freqilentemente se encontra a situagio em
que os tetraedros que definem os dois sistemas de referéncia t€ém vértices em comum.
Cada vértice comum permite resolver trivialmente uma das incdgnitas, reduzindo assim
a ordem do sistema de equagdes. Seja, por exemplo, E = A. As coordenadas de E em
relagdo ao tetraedro ABCD sdo, portanto, (1,0,0,0), que serd uma das colunas da matriz
de coeficientes do sistema (neste caso, a coluna associada a incognita ep). Com isso
pode-se resolver um sistema 3x3 e calcular ep por substitui¢do.

No caso em que os dois tetraedros tenham uma face em comum, a ordem do
sistema de equagdes ficara reduzida a um. Sem perda de generalidade, suponhamos que
F=B, G =CeH=D. A expressdo resultante sera
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P= apA + bpB + ¢pC + dpD

= ep( agA + bgB+ ¢cgC + degD )+
Je( B )+
gn( C )+
hn( D )
de onde vem que
agep=ap fpt+ bpep=bp gptceep=cp hptdeep=dp. (I)

A.3 Aplicacio ao método de langamento de raios

A condic¢do de compartilhamento de face, analisada na se¢fo anterior, ocorre, por
exemplo, no percurso radial do método de langcamento de raios, onde os sistemas de
coordenadas relevantes estdo associados a células vizinhas de uma subdivisdo
simplicial. Uma questdo particularmente importante para aquele método, ¢ a
determina¢fio das coordenadas baricéntricas do vértice A, em relagdo ao tetraedro
BCDE, sendo conhecidas as coordenadas do vértice E em relagfo ao tetraedro ABCD,
considerando que a face compartilhada ¢ BCD. Para isso, basta considerar P=A. Assim,
as coordenadas no sistema associado a ABCD serdo: ay=aa=1 e b, =ba =c, =ca =d,
=da =0 e as equagdes (I) se tornam:

agex= 1 fat bpea=0 gatcpea=0 hatdeey,=0
de onde vem que
eAZL fA:_b_E gAz_C;E dE-
ag ag ag ag
Recordando as relagGes entre os vértices da face comum, F =B, G=Ce H=D, as
coordenadas de A em relagdo a BCDE serdo:
eA=—1— Z7A=—b—E cAz—c—E- dAz—d—E.
ag ag ag ag

% ok %k 2k 2k sk ok ok ok ok ok %k %k %k %k %k ok ok ok ok *k *k sk %k %k ok %k k

Ainda sobre 0 método de langamento de raios, ¢ necessario converter para 0 novo
sistema a representacdo da direg¢do do raio. Sejam (ar, bi, ¢, dL) e (eL, fi, gL, FL) as
coordenadas da dire¢do L nos dois sistemas:

L=aA+bB+cC+dD=eFE+fF+gG+hH
Considerando que uma direco ¢ dada por um vetor, que por sua vez pode ser definido a
partir de dois pontos (subtra¢do), as equagdes (I) sdo validas também para conversio de
coordenadas baricéntricas de dire¢des. Assim
a,
€L ZZ fi.=b, —e.b; 8L =€ —€C; b =d —ed,;.
Recorrendo novamente as relagdes supostas entre os vértices da face comum, F = B, G

= C e H = D, e considerando b,¢,d,e como coordenadas relativas ao sistema
associado a BCDE, pode-se escrever

a -

— L _ _ _ _ _ -

‘= b, =b —ée.b, CL=CL—ely dy=d -ed,;.
E
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