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Capitulo 1

Introducao

Os trabalhos em desenho mecanico e controle numérico na indistria auto-
mobilistica, de Paul de Casteljau,[1], na Citroen e de Pierre Etienne Bézier,
imagem 1.1 e referéncias [2, 3, 4], na Renault, levaram a criagdo das “curvas
de Bézier”.

Istas curvas s@o caracterizadas numéricamente pelas coordenadas de um
conjunto de pontos de controle e que por um processo de subdivisao iterativo,
denominado “Algoritmo de Casteljau”, possibilita a criagio da curva no nivel
desejado de aproximacao.

Posteriormente a descricao analitica das curvas polinomiais de Bézier
foram enconfradas nos estudos de Bernstein,[5], onde verificou-se que as
curvas de Bézier podem ser descritas como combinacdo linear da base de
Bernstein no espaco dos polinémios, sendo os pontos de controle associados
aos coeficientes desta combinagao.

Outro problema importante com aplicacdo em modelagem geométrica e
que ocorre na teoria da elasticidade, é a modelagem matemdtica de uma bar-
ra flexivel submetida a esforcgo, cuja forma, deduzida pelas correspondentes
equagbes [6, 7], é de uma curva, formada por polinémios cibicos por partes,
denominada spline cibica.

Estas curvas foram introduzidas em computacgio grafica por Riesenfeld
[8] cujo estudo matematico foi feito por Carl de Boor [9, 10], com a intro-
dugfio de uma “base de B(Basic)-Splines”, onde os pontos de controle eram
associados aos coeficientes da base, em relacao a qual a spline era descrita
como combinagoa linear.

A modelagem analitica se estende naturalmente através do produto ten-
sorial de funcdes polinomiais definidas por pedagos para a descri¢io de su-
perficieis que modelam chapas flexiveis [11].

Em modelagem geométrica ocorre, muitas vezes, o problema da repre-
sentacao de deformacgoes abruptas na geometria local de curvas e superficies.



Figura 1.1: Pierre Etienne Bézier - (01/09/1910 - 25/11,/1999).

Nestes casos a descricdo dos detalhes da regifdo de interesse pode ser feita
com a introduc¢ao das splines no formato de “pequenas ondas” denominadas
“ondelettes” ou “wavelets”,[12, 13], que se adaptam a qualquer ponto da su-
perficie por “translacdo” e com relacao ao nivel de resolucio dos detalhes da
geometria, por mudanca de “escala”.

A formulacdo de modelos com wavelets leva a descricao de uma curva,
ou superficie em vérios niveis de resolucdo onde as informagées globais (fre-
quéncias baixas) sio descritas pela base das B-Splines e as informacdes dos
detalhes entre diferentes niveis de resolugfio sdo descritas pelas B-Wavelets.
Neste caso as mudancas de bases entre os varios niveis se traduz na filtragem
por filtros passa-baixa associados as B-Splines e passa-alta associados as B-
Wavelets.

As splines e wavelets foram usadas com sucesso no estudo das imagens,
onde podemos citar os trabalhos de Michael Unser et al, [14, 15, 16].

No inicio do século XX, em 1917, o austriaco Johann Radon descreveu
uma tansformagao, [17, 18]em que uma fun¢io definida em uma regifio limi-
tada no plano era caracterizada pela sua integral de linha ao longo de vérias
dire¢Ges sobre esta regido. Este trabalho de Radon foi introduzido no estu-
do experimental da aquisicdo das imagens médicas em tomografia computa-
dorizada, com as pesquisas de Allan. M. Kormack [19] e G. N. Hounsfield
[20] (ganhadores do prémio nobel em 1973). Nestes experimentos uma regifo
plana de interesse, era varrida por um feixe de raios X, cuja atenuacio em
cada diregio pré fixada, era dada por uma integral de linha. Este problema
era inicialmente resolvido algebricamente e posteriormente foi identificado



com a Transformada Inversa de Radon.

Existe uma relacdo muito préxima entre a Transformada de Radon e
as wavelets quando se considera a iluminagdo ou visualizacao da regifo de
interesse por pulsos de raio X, formado por pequenas ondas ou wavelets
[21]. Neste caso, do ponto de vista das B-splines, o problema de interesse
consiste em reconstruir a superficie que representa a imagem conhecendo a
sua Transformada de Radon.

Com relagiio as wavelets, as contribui¢des nesta tese estdo na formulacao
matricial das B-Wavelets semi-ortogonais sobre intervalos limitados, constru-
idas a partir das B-Splines, nos seguintes contextos:

I- Em modelagem geométrica variacional, relativa a interpolacio de pon-
tos do plano por uma curva, onde a representacdo da curva na base das
B-Wavelets, é descrita a partir de filtros mairiciais de B-Splines adapiados
nos bordos do intervalo limitado.

I1- Na apresentagiio de uma defini¢ao mais geral da Transformada Wavelet
Bidimensional e Tensorial com a introduc¢ao do produto tensorial de duas
B-Wavelets de graus distintos e do correspondente conceito generalizado de
nivel de resolugdo, designado pelo par (3,1).

1II- Na filtragem de imagens, em multiresolucio (4,1), onde j é o nivel
de resolugdo da largura e i € o nivel de resolugio da alture da imagem, com
filtros de wavelets, construidos com B-Splines de graus diferentes ao longo
das linhas e colunas da imagem. A escolha das B-Splines segundo o grau,
pode ser feita, por exemplo, em fun¢io da distribuicio dos pixels da imagem,
em termos de continuidade, ao longo das linhas e colunas.

TV- Na apresentagio de uma nova transformada algébrica, a Transforma-
da Agébrica B-Randolet (Radon+B-Wavelet), definida o partir da formulacdo
matricial da Transformada Algébrica de Radon unificada com a Transforma-
da Matricial das B-Wauvelets, no nivel (7,1) de resolugio, onde i é o nivel de
resolucdo do senograma e j é o nivel de resolugdo da imagem reconsiruida.

V- Na aplicagio da B-Radonlet Algébrica na reconstrucdo de imagens
médicas em multiresolu¢do, onde podemos considerar, uma B-Wavelet de
melhor grau que se adapte, por exemplo, em termos de continuidade, ao
senograma unidimensional de nivel i de resolugdo e outra B-Wavelet de grau
distinto, que melhor se adapte a imagem unidimensional reconstruida, no
nivel j de resolugdo.

No que se segue, com o intuito de introduzir os conceitos e a notagdo
usados no desenvolvimento do trabalho, faremos no capitulo 2 a apresentacao
das B-Splines sobre intervalos limitados adaptadas nos bordos, e em seguida,
no capitulo 3, a apresentacio das B-Wavelets semi-ortogonais sobre intervalos
limitados.

As contribuicées citadas anteriormente serdo apresentadas da seguinte
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forma: o item I serd descrito no capitulo 4, os itens II e III serdo apresentados
no capitulo 5 e os itens TV e V comentados no capitulo 6.

No apéndice sio revisados os conceitos de condicionamento de matrizes
¢ o algoritmo do gradiente conjugado para a solucio de sistemas lineares,
incluindo o caso de sistemas nao inversiveis, cuja solu¢io aproximada é obtida
no contexto da inversa generalizada.



Capitulo 2

B-Splines sobre intervalos
limitados

Faremos neste capitulo a revisdo de splines e B-Splines, considerando as cur-
vas de Bézier como caso particular, tal como as referéncias [22, 10]. Usaremos
a notagdo matricial como estabelecida em [23] e de resultados tratados em
detalhes em [24, 25]. O resultado importante é a construgio de uma base
de B-Splines mais refinada (mudanca de escala) a partir do algoritmo de
Inser¢ao de N6s de W. Boehm [26].

Observemos primeiramente que no intervalo [0,7 + 1] a B-Spline de grau
n tem suporte de comprimento n+1 e assim sofreria um corte em sna “forma”,
na medida que a mesma fosse transladada para a esquerda ou para a direita
do intervalo. Para levar em consideracao esta influéncia dos bordos 0 e n+1
na forma da B-Spline, seria necessrio estender [0,n + 1] tanto a esquerda
como a direita, por n unidades e posteriormente “comprimir” esta extensao
aos respectivos pontos 0 e n+ 1. Em outros termos isto equivale a afirmacao
de que os extremos do intervalos sdo considerados nés de multiplicidade igual
an+1.

Desta forma, consideraremos B-Splines de grau n, em intervalos limitados
por nds de multiplicidade n+1, e assim o algaritmo de Insercdo de Nos de W.
Boehm, vai nos fornecer a matriz de mudanga de base para a representacao
na escala mais fina, com a devida adaptacio nos bordos do intervalo.

A construgao serd feita no intervalo [0,1], através do refinamento dos
Polinémios de Bernstein, mas é valida em qualquer intervalo limitado [a, b].



2.1 Funcoes B-Splines

Definicdo 2.1.1 Consideremos uma sequéncia de nds ndo decrescentes, definidos
no intervalo [to, ¢y -

Definimos a i-ésima B-Spline N de grau n ou ordem n+1, em relagdo aos
nds (t;) pela formula de recorréncia:

N () o= NN + (1= A )NZG' ()

onde

1 se & <t<ty, '
NO(t) .= Hy(t) := P do NYt):=0 ;=1
i () i(?) {0 se t<t; ou t>tiq sendo N (t)  S€ h
t—1;

AL =
tivn — &

, sendo A?:=0 se ti,—1%=0

Definicao 2.1.2 Se t; = t;41 = ... = tirr_1, OU S€ja Se T NS SUCESSIVOS
coincidem, entdo dizemos que i; tem multiplicidade r. Se um dos nds néao
coincide com outro nd, nos dizemos que ele é simples ou tem multiplicidade
1.

Exemplo 2.1.1 Consideremos os Polinémios de Bernstein de grou 1, no
intervalo [0,1], com relagdo aos nds, de multiplicidade 2: to =1, =0< 1, =
ta=1

Se i=0=> NZ(t) = AN+ (1 - 2)ND(2)

Ng(#) =Xy x 04+ (1—1¢) x1
Ny@)y=1—1¢
Por outro lado,
NIt =tx1+(1—-A)x0
Ny(t) =t

Exemplo 2.1.2 Consideremos o0s Polinémios de Bernstein de grau 2, no
intervalo [0, 1], com rela¢io aos nds, de multiplicidade 3: 19 =1, =1, =0 <
t1 = t2 = t3 =1.

Se i=0=>N2(t) = AX2N(®) + (1 — A)NL(E) = A2 x 0+ (1 — )N} (2)
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onde,

N{()=MNY() + (L= )NJB) =AM x0+(1—t)x1=1—¢
logo,

N@)=1-t)x(1—t)=(@1—1)?

Se i=1=> Ni(t) = AN (&) + (1= ADNL(E) =t x N E) + (1 — )N} (2)
onde,

N@Q=AN(E+ Q= A)ND =M\ x0+(1-)x1=1—1¢
67

Ny = MNg @)+ (1= A)NJ(t) =t x 1+ (1 - A) x0=¢

logo,
’ Ni(t)=tx (1—t)+(1—t) xt =2¢(1 — 1)

Se i=2= NJ(t) := ANy (t) + (1 = X2)N3(t) =t x N} (t) + 0 x Ni(t)

onde,
Ny@) = MNJ(@) + (L= A)Ns@®) =t x 1+ (1 =XN) x0=1¢

logo,
Ni(t) =t xt =1t

Pelos exemplos acima, podemos em geral, denotando o n-ésimo Polindmio
de Bernstein de grau n por B} := N , onde N é a i-ésima B-Spline de grau
n, definida no intervalo [0, 1] de nés ¢y = 0 e ¢, = 1 com multiplicidades n+-1,
ter a relacao de recorréncia,

BY=1
Bl = (1 —t)BM* +tB¥}

Donde, temos a férmula:

B n!

= mti(l — )

Que pelo desenvolvimento binomial, demonstra que os polinémios de Bersntein
produzem a particdo da unidade:

(t+ (-1 =By = 1
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Figura 2.1: B-Splines de grau 0, 1,2 e 3 no nivel trés de resolucdo

Desta forma, temos os polinémios de Bernstein de graus 0, 1, 2, e 3, repre-
sentando respectivamente as B-Splines de Haar, linear, quadritica e ctibica,
no intervalo [0, 1], dados por:

1

1—t ¢t
(1—t)* 21—t ¢
1-0*  3@-n* 33*Q-v £

Na figura 2.1 temos os polindmios de Bernstein de grau, 0, 1, 2 e 3 no nivel
3 de resolucao.
S. Bernstein em 1912 ,[5], usou o desenvolvimento em sua base,

walt) =3¢ (2) 1)

=0

para considerar uma n-ésima aproximagcao polinomial de uma curva continua
¢(.) em [0, 1] e demonstrar assim o Teorema de Aproximagio de Weirstrass,

Jim z,(¢) = c(t)
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Por outro lado, se considerarmos uma curva polinomial ¢(.) definida em [0, 1]
de grau n, entdo temos, usando o desenvolvimento de p(t) = ¢, a represen-
tagdo paramétrica da curva c(.) no 2, na base de Bernstein dada por

n

e = (Lo (2) .3 Lar) = 306 (5) Do)

i=0 i=0 i=0

2

n
Bézier” da curva polinomial ¢(.). No sistema PostScript, as letras sdo rep-
resentadas pelos seus pontos de controle e posteriormente, na impressao,
renderizadas até o nivel de aproximagio desejado usando, por exemplo, o
algoritmo iterativo de Calsteljau.

Na figura 2.2abaixo temos uma curva quadrica de Bézier renderizada no

latex2 pelo comando \gbezier

onde os coeficientes (c( ),;‘;) sdo exatamente os “pontos de controle de

B10,30) C(s50,30)

Ao,0)

Figura 2.2: Curva de Bézier do segundo grau, renderizada no latex2.

e a figura 2.3 apresenta um desenho de Pierre E. Bézier, usando a sua
curva.

2.2 Spline na forma B-Spline

Definigao 2.2.1 Denominamos o espago vetorial das Splines de grau n,
S™(ty...tm) em relagdo aos nos

) =ty <..t; <...<tm
0 espaco dos polinémios p(.) definidos por partes em [ty, 1], tais que:
p(.) restrito  ao intervalo [t;,tiy1] € um polindmio de grau n, €

p(.) possui derivada de ordem n—1 em 1;



Figura 2.3: Desenho de Pierre E. Bézier feito com a sua curva.
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Definigao 2.2.2 Denominamos uma Spline S(.) na forma B(Basic)-Spline
em relacdo a sequéncia de nds

()=t <. ..t <. < m

quando a mesma estd escrita como combinagdo linear da base gerada pelas

NP ():

m—(n+1) J
S@t)= > sNt)= Y siN'()
i=0 i=j—n

Defini¢ao 2.2.3 Os pontos do plano (t,s) de coordenadas P; = (§;,8;) onde

T

I

¢ denominada, o abscissa de Greville de s;, sdo ditos pontos de conirole, ou
pontos de Boor, da spline S(.) da definicao anterior.

Proposigio 2.2.1 ( Algoritmo de Boor ) Podemos avaliar a B-Spline
S(.) pelas coordenadas s; na representacio B-Spline,

m—(n+1)

S = 3 &N

i=a
considerando a recurséo em cima dos coeficientes s;,

si=s para i=j—m,...J

t—1; Titn—ka1 —1 . . . .
sfz—z—sfq—l—ﬂ—kﬂ—sﬁj para i=j+k—m,...5—1,]
liyn—g+1— 1 bitn—k+1 — bi

entdo S(t) = s}(t)

Demonstragdo: Notemos que, set; <t <tjyq,

m—(n-+1) j
Sity= > sNP@)= Y, siNFQ) =
=0 i=j—n

= ...+5?_1M‘71_1+S,?N73n+... =
=8 PN+ (L= MNP D)+ sPOPNP T + (L= AL )N - =
=80 APNP (80 (1 -2 + 32,\;")Ni"—1 +s0(1 — MNP =

11



St == 3 SN

i=j(n—1)

Dat para o primeira iteragio k=1, temos:
57 =80 (1= 27+ s2A7

ou, COmo

AT = bt
ti—}—n - ti
temos,
1 b=t g ligm— b g
8 = ;S T 51
Livn — Ui litn — b
Exemplo 2.2.1 Para calcular , uma B-Spline cibica S(t) = 1. . sTN2(t)
emt; <t <141, temos a segumte sequéneia de avaliagdes:
S5 Sj2 81 5
primeira iteracao,
1
3;_2 S;—l SJ
sequnda iteracdo,
2 2
-1 5
terceira iteracdo,
P
J
2.3 Refinamento de nés
Definigdo 2.3.1 Uma sequéncia ndo decrescente de nds (1;) :=79 < ... <
Ti... < T € um refinamento da sequéncia (t;) =1ty < ...t; < ... <ty onde

I > m se para todo 0 < i <n eziste j(i) tal que t; = 7;(;).

Definicao 2.3.2 Dizemos que o sub-espaco vetorial S™(1q...7;) € um refi-
namento do espago vetorial S™(tg . . . tm)-

Prop031ga0 2.3.1 (Algoritmo de inser¢io de ndés de W. Boehm) Se
N™ & uma nova B-Spline de grau n associada ao novo ndé t e a B-Spline é

dada por,
J
S = Y slNi()

i=j—n

12



ent@o, renumerando os nds, pela inclusdo de t, temas:
t—t =, bivian — 1 =,
Np(t) = NP (t) + " Ni (8)
bivn — b Liti4n — lip1
Demonstragdo: A B-Spline N*(t) é definida pelos coeficientes s; = 05 =

1 se j=1 . . , -~ ,
{ 0 se ;’;éi .Com a insercio do novo né t temos, os dois novos coefi-

cientes 3; e 8;41 em relacdo a nova base mais refinada, dada por N*. Usando
o Algoritmo de Boor temos:

Si=As)+(1—-2P)s)

t—t tin — T g

8; = ; 32"_
YT b=t tam =l
donde R N N
t—1; iy — 1 t—t;
L SV WL« Rk Ay LA
titn — i tign — tiyn —

por outro lado,
° — \n 0 n 0
Siv1 = My + (1= Al)si

~ t— i 0 tivian — 1
Sip1 = St —8;
Livi4n — tiy1 tiv14n — i
donde
5., = t— 11 X 0+ ligtan — b % 1= bitan — b
T e — tin livitn — b bit1en — Li
Logo,
NP (t) = 8N () + 81 V]34 (2)
donde,
t—t =, tigtin — 1 =
NP (t) = ———NPMt) + ——"——N7, (1)
tign — i tivien — b1

2.4 Refinamento diaddico e a equacao associ-
ada

Definicdo 2.4.1 Denominamos refinamento diddico ou simplesmente refi-
namento de resolucdo j do intervalo [0,1] a sequéncia de nds (t;) abaizo,
onde 0 e 1 sdao tomados com multiplicidade n+1,

n-1 . . n-+1
—1 2 2 -2 29—1f—~—\‘
(to,...,t2j+2n): ,...,0,57:,5;,..., ,T,l,...l

2
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Definigao 2.4.2 Denominamos espaco vetorial de resolucdo 7 das B-Splines
de grau n, definidas em [0, 1], que interpolam os pontos extremos, denotado
por V3™ ou simplesmente V7, o espaco vetorial gerado pelas B-Splines de grau
n ¢l(t) = N™(2/t — 1), de resolucio j, associadas ao refinamento (t{) diddico

de [0,1], onde ¢2(t) sdo os polinémios de Bernstein, dimensdo de Vi™ é 27 4+n
e VI c Vit

Definicao 2.4.3 Denominamos equagdo de refinamento para as resolucdes
j e g-1, a equacdo representando a combinacdo linear da base {qﬁg_l ()} em

relacdo a base {qﬁf()}, dada por,
=3 $hld
Ou usando a notagdo matricial,

j—1  4j-1 _
0 oo Ujfl—l -

[ 7

gi-1
4 h{0]
== Xy J_
(ql){) ¢vJ 1) h/[].]
Y
N ~ y
ou,
P~ — PIFI

onde H’ representa um filtro passa-baiza.

Exemplo 2.4.1 Equac¢des de refinamento para splines cubicas definidas em
[0,1], que interpolam os pontos extremos.

Consideremos no nivel 0 de resolugdo, o espaco vetorial V% gerado pelos
polindmios de Bernstein de grau 3, representado pelo vetor,

I GO G ¢

8(1) = (T — 1, 381 — 1), 3201 — 1), £)

onde os nos sdo dados pelo vetor,

T° = (0,0,0,0,1,1,1,1)

14



e as abscissas de Greville pelo vetor,

12

0
=(0,%,5,1
G (0)3737 )

no nivel 1 de resolucdo temos o espaco vetorial V'3 gerado pelas splines
cubicas refinadas dadas pelo vetor,

O (t) = (¢o(t), $1 (1), P2 (t), #3(2))
onde o0s nos sao dados pelo vetor,
1
T' = (0,0,0,0, 2 LLL, 1)

e as abscissas de Greville pelo vetor,

Para determinar H' na equacdo de refinamento ®° = ®'H' notemos que
escrevendo ®° em relacdo a ®° temos matricialmente,

o’ =37

onde I é a matriz identidade, e temos assim o0s coeficientes de @, no nivel
zero, calculados nas abscissas G? = (g}) de Greville correspondente,

) ) ¢ 43
4 J 4

1
@#=0— (100 0\ <« ¢
= 10100 ¢
gg=§—> 0010 ]| + ¢
@g=1— \000 1/ < ¢

Usando agora o Algoritmo de Insercio de Nés de W. Boehm, teremos H'!
dado por,

4 9 3 ¢3

4 d 1 1
Bg=0— (1 0 0 0 — g
g=t— 105050 0 Y
g;_§—+ 0 05 050 — ¢y
gg=2— | 0 0 05 05| < ¢
gg=1— \0 0 0 1 — ¢}

15



142

Figura 2.4: O algoritmo de inser¢io de nés de W. Boem
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Capitulo 3

B-Wavelets semi-ortogonais
sobre intervalos limitados

Através do conceito de multi-resolucdo apresentaremos as B-Wavelets sobre
intervalos limitados, adaptadas aos bordos, que possuem a propriedade de
serem ortogonais as B-Splines do mesmo nivel de resolucio tal como apre-
sentadas por CHUI [27]. As equagdes de refinamento para as wavelets entre
niveis distintos de resolugido fornecerdo a matriz, adaptada aos bordos, que
representa um filtro passa-alta. Os resultados e notagoes aqui apresentados
baseiam-se nas referéncias [23, 28, 29)].

3.1 B-Wavelets

Consideremos V7, o espaco vetorial de resolucio j das B-Splines de grau n
definidas em [0, 1], que interpolam os pontos extremos, e tomemos a decom-
posicao,

Vi=vitewi!

onde W71 é o espaco vetorial das B-Splines que representam a diferenca ou
”detalhes 7 de V™! em relagdo a V7.

Definicdo 3.1.1 Denominamos espago vetorial de resolucio j das B- Wavelets
de grau n, definidas em [0, 1], que interpolam os ponios exiremos, denota-
do por Wi oy, simplesmente Wi, o espaco vetorial gerado pelas B-Splines
de grau n ¥l(t) = ¥°(2t — 1), de resolugdo j, associadas ao refinamento
(t{) diddico de [0,1], onde

o ] lse0<t<1/2
'¢)(t)—{ —1sel/2<t<1

17



sdo as B-Wavelets de resolucdo 0 e a dimensio de W™ é 27,

Definicio 3.1.2 Denominamos componentes de f € VI em relagdo a base
®J ¢ denotadas por [fls; as coordenadas de f em relagio a &7, Assim, se

=00 =3 de¢l= Zc’ ol +Zdﬂ Wi = C eI o

entdo, as componentes de f nos niveis j e j-1 de resolugdo, sdo dadas re-
spectivamente por,
[.f ]c}j = (!

¢t
[f](«tj—lqzj—l) = ( pi—t )

onde D?! representam os detalhes da resolucdo do nivel 3-1 em relagdo ao
nivel j.

Definigdo 3.1.3 Denominamos equacgdo de refinamento para as B-Wawvelets
em relacio as resolugdes j e -1, a equacio representando a combinagdo linear
da base {1/)1 (. )} em relagdo a base {dﬂ( )} dada por,

W= 3 ¢gli]

Ou usando a notacdo matricial,

W8 )=

\PJ

i g0
:(¢0-~ uj—l) ‘ZH

&J

oy,

gi—t — @iy

onde G? representa um filtro passa-alta.

18



3.2 Mudanca de bases entre resolucoes dis-
tintas

Definicdo 3.2.1 Denominamos matriz mudanga de bases entre as resolugoes
j—1ej amatriz (H G9), formada pela justaposicio dos filtros de sintese
passa-baiza HY e passa-alta G7, que verifica a equagdo,

(¢! W) = & (17 G7) (3.1)
ou ainda,
I =PpiHI
Ui-1 = ®iGi

Defini¢ao 3.2.2 Denominamos matriz mudaence de bases duais, enire as
resolugoes j—1 e 3, a matriz (H’ G’) formada pela justaposi¢io dos filtros

de andlise passa-baiza Hi e passa-alta G7, que verifica a equagdo,

(& &) = & (B &) (3.2)
ou ainda,
i1 = PIHI
i~ = i
onde,
(7 @) = (W &) (3.3)

Proposicao 3.2.1
~\T
o = (o1 W) ( (gj))T )

ou ainda o _ i1 (Efj)T gt (G«j)T

Demonstracio:de 3.1 e 8.8, temos
@ = (@7 w) (B Gj)‘l = (91 ) (& @j)T
Proposicao 3.2.2
N
-0 ()

19



ou ainda I (Hj)T i (Gj)T

Demonstracio:de 3.2 e 3.3, temos
&i— ((f)j—l q,j—l) (ﬁj @j)‘l _ (2131'—1 q,j—l) (HJ' Gj)T
Proposicio 3.2.3 Considere,
f=Xdel=3d el + Tyl

ou matricialmente,

f:(ﬁbé fﬁmvjq) _ = @7
Bi CZiimVj—l
ci

Dai, temos a mudanca de coordenadas entre as resolucée j-1 e 7,

. ci-1 Hi ci

i1 . S o
hi-1 | €7 = HICI + GV D

Demonstracao: Notemos que,

— 0T =@ it = (g [ O 3.5
f= = + = ) o (3:5)

dag,

j—1 ) o=l ..
Por 3.1

( gﬁ ) = (¥ (1 &) ¥l = (B &) (¢)  ei0i = (17 @) e

5:)-wore- (B Jo-(82)



Por outro lado, por 3.1,

f=@IC == (@j—l\l,j—l) ( 10;1_11 ) — ) (Hj Gj) ( 10)33:11 )

logo,
Cci-1

¢l = (H' &) ( Di1 ) = HICi~! + GIDi~?

Proposigio 3.2.4 As componentes wavelets de f € VI em relacdo aos
niveis j e 7 — 1 de resolugdo satisfazem a igualdade,

[f](q:j—l\pj—l) = ( Eg{;))T ) [f]q:j

Demonstracdo:consequéncia imediata de 3.4.

3.3 Transformada Wavelet Discreta

Definicao 3.3.1 Da proposicio 3.2.8 definimos a transformada wavelet, disc-
reta que denotaremos por FWT(.) (Forward Wavelet Transform)

Ci s FWT(C) = < gj:]l ) - ( %Z’J;T g )

=T 5T . ,
onde HY e GV representam os filtros de andlise passa-baiza e passa-alta
respectivamente., no nivel j de resolugdo.

Definigao 3.3.2 Da proposi¢io 3.2.8 definimos a transformada wavelet disc-
reta inversa gque denotaremos por IWT(.) (Inverse Wavelet Transform),

j—1 j—1 . . L
( lO)j_1 ) — IWT ( ZO)j_] ) = CF = Hici—! 4 qipi-t

onde H7 e G4 representam os filtros de sintese passa-baiza e passa-alta re-
spectivamente.
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Figura 3.1: Todas as B-Splines (8) e B-Wavelets (8) de grau 0, (HAAR), no
nivel trés de resolugdo, sobre [0,1]

3.4 A transformada B-Wavelet, semi-ortogonal
definida sobre intervalo limitado

Proposicio 3.4.1 Considere (&7 U7) de tal forma gue, para todo 7 > 0, as
wavelets em W sejam ortogonais as funcdes em ®, com relac@o ao produto
interno dos minimos quadrados dado por < X|Y >= XTY entio U satisfaz
as condicoes de semi-ortogonaelidade,

(Hj)T < @ > G’ = 0 para todo § >0
Demonstracdo:por 8.1 temos,
< W = (¢7) W = (W) ($96Y) =
= ()" ((@f)Tqﬂ') ¢ = ()" < 87187 > ¢ =0

Definicao 3.4.1 Denominamos Transformadae B-Wavelet semi-ortogonal ou
simplesmente Transformada Wavelet , quando os filtros de sintese (H? G7)
satisfazem as condigcdes da proposicio 3.4.1,

(#)" < @@ > G7 = 0 para todo § > 0

Nas figuras 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 podemos ver as fungdes escalas B-Splines e
as respectivas B-Wavelets semi-ortogonais, definidas sobre intervalo, de graus
0, 1, 2 e 3 respectivamente.
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Figura 3.2: Todas as B-Splines (9) e B-Wavelets (8) de grau 1, (Linear), no
nivel trés de resolugdio, sobre [0,1]
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Figura 3.3: Todas as B-Splines (10) e B-Wavelets (8) de grau 2, (Quidricas),
no nivel trés de resolugio, sobre [0,1]
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Figura 3.4: Todas as B-Splines (11) e B-Wavelets (8) de grau 3, (Cibicas),
no nivel trés de resolugdo, sobre [0,1]

Exemplo 3.4.1 Consideremos o Transformada B-Wavelet semi-ortogonal,
definida no intervalo [0,1], considerando as B-Splines cibicas definidas em
[0,1]. Pelo exemplo 2.4.1, no nivel 1 de resolucdo temos o filtro de stntese
passa-baizo dado por,

1 0 0 0
05 056 0 O
H'=[0 05050
0 0 05 05
0 0 0 1

A condigdo de semi-ortogonalidade impde o cidlculo do filltro passa-alta de
sintese G1, de tal forma que:

(Hl)T < @Hel > Gl =0

onde ®1(.) siio 0s polindmios de Bernstein ciibicos reescalonados para o nivel
1 de resolucdo. Dai, calculando temos,

G=01 -2 3 -2 1F
Os filtros de andlise sdo calculados por 3.3,
(# &) = ()"
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Figura 3.5: Transformada B-Wavelet sobre as coordenadas dos 35 pontos de
controle da letra r

Logo, calculando a inversa, temos,

0.9375  0.1250 —0.1250 0.1250 —0.0625

(ff)T _ | —0.6875 1.3750  0.6250 —0.6250 0.3125
0.3126 -0.6250 0.6250  1.3750 —0.6875

-0.0626 0.1250 ~-0.1250 0.1250 0.9375

~—\T
(G') =(0.0625 ~-0.1250 0.1250 —0.1250 0.0625)

Na figura 3.5 podemos ver o resultado da Transformada B-Wavelet ciibica,
atuando sobre os pontos de controle P, = (x;,y;) onde 1 < ¢ < 35, que
modelam geométricamente a letra "r”adon, através de B-Splines cibicas.

Nas figuras 3.6 ,3.7 ¢ 3.8 temos a decomposic¢io da letra "r” do nivel 6 de
resolugéo com 2%+ 3 = 35 pontos de controles até ao nivel 0 de resoluco com
29 + 3 = 4 pontos de controle e na figura 3.9 temos a reconstrugdo, através
da Transformada Wavelet Inversa (IWT), da letra ”r”, do nivel 0 até o nivel
6 de resolucao.
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Figura 3.6: A letra r nos niveis 5 e 4 de resolucao

Figura 3.7: A letra r nos niveis 3 e 2 de resolugio
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Figura 3.8: A letra r nos niveis 1 e 0 de resolucio
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Figura 3.9: Reconstrugio da letra r
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Capitulo 4

Aplicacao das B-Wavelets em
modelagem geométrica
variacional

A aplicaco que aqui serd tratada tem por base ajustar uma curva a pontos
do plano de tal forma que a energia de curvatura (bend) interna seja minima.
Este problema é andlogo ao da deformacéo de uma barra flexivel, sujeita a
vinculos, sem considerar a energia de estiramento.

No contexto dos elementos finitos procura-se uma solucio formada por
combinacao linear de splines ciibicas associadas a uma malha linear con-
struida ao longo do intervalo de defini¢io da barra, que minimiza o funcional
de energia. O problema aqui serd resolvido de maneira semelhante onde
procuraremos uma solugdo spline ciibica descrita como combinagio linear
de B-Splines associadas aos pontos (particulas) do refinamento do intervalo,
semelhante aos métodos sem malha ( meshless) [30]como 0 MRKP (Multires-
olution Reproducing Kernel Particle Method) [31] .

O sistema de equagbes lineares formado pelos coeficientes sera resolvido’
pelo algoritmo iterativo do gradiente conjugado. Veremos que ao introduzir
as B-Wavelets junto com as B-Splines o sistema serd mais bem condiciona-
do e desta forma a solugfo serd obtida com um menor nimero de iteragoes.
Isto equivale a representar a curva em vérios niveis de resolucdo, de tal for-
ma que o reduzido ndmero dos coeficientes em relagdo as B-Splines (filtro
passa-baixa), que representam a curva globalmente em determinado nivel
de resoluc¢do, se ajustam mais rdpidamente aos vinculos, enquanto que os
coeficiente em relagdo as B-Wavelets (filtro passa-alta), que representam os
detalhes, procuram ajustar a curva localmente.

Resolveremos um problema andlogo ao da minimizagio da energia de
curvatura da curva sujeita a 3 vinculos como apresentado em [32]. No entanto
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em vez de usar B-Wavelets cibicas bi-ortogonais ndo adaptadas aos bordos
nossa contribuicio se baseia no uso das B-Wayvelets ciibicas semi-ortogonais
adaptadas aos bordos com os respectivos filtros matricias.

Outras abordagens relativas a problema andlogo de mimimizacdo de fun-
cionais de energia se encontram em [33, 34, 35, 36].

4.1 Apresentagao do problema de modelagem
geométrica variacional

Consideremos o problema de encontrar uma curva y(¢) € R, onde ¢ €
[0, 1],que satisfaca as condigdes,

1 1i2
minimize a energia de deformagio / lfy (?) I dt
0

7(0) =3
sujeita aos vinculos ¢ (1/2) =18
7(1) =12

Vamos resolver pelo método de Ritz, utilizando-se de um polinémio do
quarto grau, tal como apresentado em [23],

Y (t) = 31+ Bat + w5t% + 24t® + st = U (t) 3
onde U(t)=[11 £ t*] e X =[5, T2 73 74 75"

[ b fae= [ (0" 6 X) (0" () X) de =
“Frow e [N
“/ X (') 0" ) Xdt =

Dal,

1 1 1 " 1
- / XT( (v @)'v (t)) Xdt = X7 ( | ®) U @) dt)X: SXTHX
onde, a matriz H, denominada Hessiana, é dada por,

00 0 0 O
0 0 0 O
0 10 15 20
0 15 30 45
0 20 45 72

H= 2/ (X" ) X"(t)dt:%

o OO O
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Com relagdo aos vinculos, temos o seguinte sistema de equacoes lineares,

7(0) U(0) 10000 3
(7(1/2))=(U(1/2))X=(1 ? 18 %)X=(18)
v(1) U(1) 1111 1 12

onde considerando
1 0 3

A= 1 % | eb=| 18 | teremos,
1 1 12

AX =b

Logo o problema variacional consiste em,

1
minimize §X THx

el L )
—_ = O
ool O

sujeito aos vinculos AX =5

Para transformar este problema em um outro sem vinculos, utilizemos a
técnica dos multiplicadores de Lagrange,

A1
tomando A = ( A2 ) , e temos o problema de otimizagdo quadrética,
As

min imize f ( ))f ) = %XTHX + (AX - b)TA

Derivando em relacido & X e A, e igualando & 0, temos o sistema linear
8x8,

HX +ATA+0=0
AX+0X—b=0 "

(5% )(3)-(5)
A 0 AJ b
resolvendo este sistema, em relagdo & X e A, teremos,
X=(3 48 —80 40)"
A= (256 —512 256 )

e, no conjunto dos polinémios do quarto grau, aquele que satisfaz o prob-
lema de otimizagdo proposto é dado por,

v(t) = 3+ 41t + 8¢* — 80¢° + 40t
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4.2 Resolvendo o problema de otimizacao na
base das B-Wavelets

Considere o problema de encontrar a curva

v:[0,1]] — R
t— y(t)

satisfazendo as condicoes,

1 "2
minimize a energia de deformagao / "7 () ’ di
0

’)’(tl) = b1 €ER
sujeita aos vinculos { () =bs € R

Y(tm) =bm € R

Vamos resolver este problema usando o método de Ritz. A representacio da
curva y(t) na base das B-Splines

@7 = (Q% e gﬂ‘+d~1)

de nivel j de resolugdo é dada por,

10 = X Xt (0= 30 () Xi =

Xo
=A@ 0)| 1 |=¥E®X
Xoira1
pelo método dos multiplicadores de Lagrange, consideremos (A ---/\m)T e

resolvamos o problema de otimizacdo quadritica,
C . X | T
minimize f y = —2—X HX +(AX —b)' A

onde a matriz Hessiana H é dada por Hy, = / @Z (?) (I)j'g (t)dt
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®J (1) % (tl) 21-.—d~1 (1)

I

e a matriz A é dada por A = : . :
P (tm) 450 ( m) ‘ 2J+d 1 (t )

Isto nos leva a resolver o sistema de equacdes lineares,

T
() (3) = (3) st

Com o propésito de melhorar o niimero de condicionamento da matriz deste
sistema, vamos considerar o problema de otimizacio na base ((I)J —kgik. L Qi ”1).

Proposicao 4.2.1 Considere no nivel j de resolucdo, as coordenadas de
. , , T
X=0"= (Cz)"'cgudﬂ)

em relagGo a base & das B-Splines de grau d, e as coordenadas em relacdo
as B-Splines e B-Wawvelets do nivel j — 2 de resolucéo,

Ci?
X=| D2
Dt

onde . T
O = (AP,
D= (a7 )

DI = (d e d )"

entdo, considerando matrizes em bloco, temos a relacdo entre X e X

X = (HH™ HIG™ &)X
Demonstracis: Como

X =0 = (B &) ( gjj )

i1 = (i G3Y) ( o )
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Dai,
X =HC + @D = H (HI71C? 4+ G1pi=2) + VDI =

=HH'C7? + HIGIT' DI 4 GI DI
Logo,

Ci-2
X = (HjHj_l HiGi-t GJ') Di—?
Di-1

Proposic¢do 4.2.2 Ng base (®77F Wi~F Wi—k+1.. .91 parg k niveis de
resolucdo, onde 1l < k < 4, o problema de otimizacdo ¢ resolvido pelo sistema

de equacgdes lineares,
HANY/(X) (o0
A 0 AJ b

onde -
H = (M?*) HMP*

A =AM
Depois de resolvido este sistema em relagdo a X, retorna-se a base ®7 usando,
X = M"*X

considerando a matriz em blocos M?* gerada pela aplicagio progressiva dos
filtros (Hj“’c Gj”’“), 0 < k < §, como mostramos abaizo para k = 0,1, 2:

MO0 — (HJ' GJ‘)
Mt = (HjHJ'~1 HiGI-' @i )
M?? = (1’1774115”‘_11{3"2 HIgI7'qi—2 gigi-! Gj)
Demonstragdo:como X = M¥*X, temos
XY _1og ry 1 Aaavd A Nad Ty _
f( \ )_5}( HX+(AX —b) )\_E(MJ X) H(MP*X)+(A (MP*X)—b)"A =
1

=5 (X)" (MPHM™) X+ ((AMP) X = 5)Tx = 0

Derivando em relagio a X e X e igualando a zero, temos o sistema de
equacoes lineares da proposicao.
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Proposicao 4.2.3 Na proposicdo anterior considerando k = 0 os produtos,

T = (M) EM? = M = (17 &) H (87 &)

A= AMI® = A (Hf Gj)

sio tais que H = H (HI Qi) ¢ A (H? GY) representam a aplicacdo de um
filtro passa-baiza H? e passa- alta G7 em cada linha das matrizes H ¢ A
respectivamente e (Hi GI)" H representa a aplicacio dos filiros Hi e G
sobre cada coluna de H.

Demonstracdo: Basta considerar a decomposicio das matrizes H e A em
blocos e efetuar os produtos,

H? HHI HGY
H2j +d H2J'+de H2j +dGrj
Al ( ALHI AlGY
A=| : |(# &)= : s
sz' +d A2J‘ +d fri A2J’ +dyi
¢
_ i AT (HJ')T - —~
H = (H &) H= i (Hy - Byg )=
( (B3 Hy e (HO) B )
(G7) Hy -+ (G7) Haiyg

onde d é o grau da B-Spline. Depois da mudanca de base, obtida aplicando
08 filtros passa- baiza H e passa-alta G’, a mairiz H, passa ter a forma,

Low Low  Highlow
Low_High High_High

4.3 Aplicacao

Considereremos o experimento apresentado em [32], de ajuste de uma curva
B-Spline com 2% + 1 = 65 pontos de controle, onde se usa B-Splines ciibicas
bi-ortogonais definidas sobre intervalo com extensdo simétrica e periédica dos
pontos de controle nos bordos do intervalo.
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As mudancas de niveis sdo feitas considerando a proposicio 4.2.3 com os
filtros bi-ortogonais estendidos nos bordos, dados por,

B0..4] = % x {1,4,6,4, 1}
1
0l0.10] = 5= {5, 20,1, ~96, 70,280, ~70, ~96, 1,20, 5}

. 1
h[=3.7) = o x {~5,20,~1,-96,70,280, 70, ~96, 1, 20, ~5}

1
gB.7 =5 x {1,-4,6,-4,1}

Gortler considera o nivel maximo de resolucio L = 6, com 2% +1 = 65
B-splines. Como temos 3 vinculos, teremos um total de 6543 = 68 varidveis.
A matriz que resolve o problema é dada por,

e
M= A
A 0
e como é necessario que ela seja positiva definida, considera o problema equiv-

alente de resolver o sistema,
1 \T
iy (o
0 b

7 \T , . —
g i g AN(x\_
A 0 A 0 A
MTM é simétrica e positiva definida.

e

pois de acordo com [37], se M é inversivel , entdo

O sistema acima tem um nimero de condicionamento que é o quadrado do
original e isto influéncia o nimero de iteragtes necessdrias para determinar
a solucdo, perfazendo um total de 1024. Considerando o sistema no nivel
0 de resolugdo, com as B-Wavelets definidas na reta, que é obtido filtrando
a submatriz Low_Low de A e H, notamos que sio apenas necessirias 64
iteracoes.

Desta forma Gortler, usando a base B-Spline, vide 4.1, com B-Wavelets
ctibicas bi-ortogonais, com extensio simélrica e periddica para fora do inter-
valo, cuja FWT é dada pelos filtros de andlise mostrado na figura 4.2e a IWT
¢ dada pelos filtros de sintese apresentado na figura 4.3, obtem os resultados
que podem ser vistos nas ilustracoes 4.4e 4.5,

Foi feita uma simulagio andloga considerando as B-splines cibicas semi-
ortogonais sobre intervalos, onde prézimo as bordas os filtros matriciais foram
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Figura 4.1: Base com 1641=17 B-Splines cibicas sobre o intervalo [0,16]

adaptados, pelo algoritmo de Insergiio de Nés de W. Boehm, conforme os val-
ores das mdscaras representadas pelas linhas ou colunas, préximas as laterais
das matrizes de andlise e sintese.

Observou-se que em um problema andlogo de interpolar 3 pontos do plano
por uma curva B-Spline ciibica, temos um menor niimero de iteracoes na apli-
cacdo do Algoritmo do Gradiente Conjugado quanto maior for a quantidade
de wavelets empregadas.

Assim, no nivel 6 de resolucdo sem wavelets, temos 464 iteracdes, na base
com o total de 2% + 3 = 67 B-Splines ciibicas:

¢ = (¢f - - p)

No nivel 3 de resolugdo, temos 35 iteracoes, na base com 22 + 3 = 11
B-Splines e 67 — (2° + 3) = 56 B-Wavelets:

(6 o° o' ¢ )

No nivel 0 de resolugdo, temos 25 iteragdes, na base com 2° +3 = 4
B-Splines e 67 — (2° + 3) = 63 B-Wavelets:

(¢ ¢ o' ¢* ¢* o' P )

Isto pode ser visto nas figuras, 4.6 , 4.7, 4.8 ¢ 4.9 .

Temos assim uma solucdo matricial com adaptacio nos extremos do in-
tervalo que evita os erros nos bordos obtidos por extensdes do filtro tal como
foi utilizado por Gortler.
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Figura 4.2: Filtro de andlise. Convolug¢ao com decimacao.
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Figura, 4.3: Filtro de sintese. Interpolagio com convolugio.
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—

Figura 4.4: Nivel 6 de resolu¢do com B-Splines (curva superior ) e o nivel 0
com B-Wavelets (curva inferior).Iteragoes 0, 4 e 16.

22
)

Figura 4.5: Nivel 6 de resolu¢do com B-Splines (curva superior ) e o nivel 0
com B-Wavelets (curva inferior). TteragOes 64, 256 ¢ 1024
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Figura 4.6: Posicdo inicial da curva
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Figura 4.7: Interpolacdo dos trés pontos, na base B-Spline ciibica no nivel 6,
com 464 iteracoes
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Figura 4.8: Interpolagio dos trés pontos, na base com B-Wavelets ciibicas
no nivel 3, com 35 iteragoes
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Figura 4.9: Interpolagdo dos trés pontos, na base com B-Wavelets ctbicas
no nivel 0, com 25 iteragdes
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Capitulo 5

Aplicacao das B-Wavelets
tensoriais em filtragem de
imagens em multiresolucao

Neste capitulo, nossa contribui¢ido se refere a apresentacdo de uma gener-
alizagfo de filtros wavelets para imagens, construidos por produto tensoriais
de filtros unidimensionais “distintos”, junto com o conceito de nivel de res-
olugdo (j,1) em relacio a (larqura,altura) da imagem, o que possibilitard uma
anglise em multi-resolucdo ao longo das linhas (colunas) e posteriormente ao
longo das colunas (linhas) por diferentes filtros unidimensionais. Estes re-
sultados sao particularizados para as B-wavelets e aplicados na andlise em
multi-resolucio das imagens de Lena e Radon.

Detalhes relativos a resultados de dlgebra linear podem ser encontrados
em [37] e sobre produto tensoriais em [38].

5.1 Matriz associada ao operador linear na
base das wavelets

Definicao 5.1.1 Considere V' e Vi espacos vetoriais de dimensies m en
respectivamente. Se T : V' —= V* é um operador lineor e

T = (3. 7,)
é uma base de V° entdo por definicdo,

(@)= (1 (%) ()
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Definicdo 5.1.2 Considere VJ e V* espacos vetoriais de dimensides m e n
respectivamente. Se T : V' — Vi é um operador linear, denominamos
matriz no niével (j,4) de resolucdo em relagdo a (largura,alture), associada ao
operador T considerando as bases, & de V7 no nivel j de resolucio e @ de
V' no nivel i de resolugdo, a matriz denotada por [T = (T;s) tal que,

o
T (5?)) ’ Too -+ o 6{)
T (EJ ~1) Tm.—m Tm;‘”—‘ 537;—1

ou tomando a transposta,
T () =F [Tl 4
Proposic¢io 5.1.1 Se f € V' entio
[ (Flas = Tl g0 T
Demonstracdo:como

=30 = Zc7¢

r=0
dai, aplicando o operador T,

T(f) = zc’T() (%) 0 = @ [Tl s Ml

logo,
[T (f)le: = [T]gi i [f]gf

5.1.1 Representacao matricial de um operador linear
em niveis distintos de resolugao

Proposicao 5.1.2 Considere as bases (ZI—)j—l @j_l) e & de niveis de res-

olucdo 7—1 e j, respectivamente para V°. Temos assim a relacdo entre estas
bases e as respectivas bases duais, dadas por,

@V =% (F &)

(%7 =3 (7 &)
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onde e
(Hj aj) _ (TI_J @j)_]

Considere também, as bases (P! U 1) e @' de niveis de resolucdo i — 1
e 1, respectivamente para V*. Temos assim a relacto entre estas bases e as
respectivas bases duais, dadas por,

((I)z'~1 lI,z'—1) — Pt ( Hi Gi)

({I')z'—l {I',i—l) — & (ﬁq éz)

onde
-1

— AT . .
(7 &) - (i &)
Se temos a representacdo mairicial de T nas bases & ¢ & dada por [T]gj -
no nivel (j,7)de resolugdo e a representacio de T nas bases (511_1 Wj_l) e
(@1 ¥ dada por [T

) no nivel (j — 1,7 — 1) de res-

i J(@i-1 wi-1)

olugdo em relagio a (largura, altura), entdo as duas representacies satis-
fazem a relacdo de semelhanga dada por,

)" o
[T] (5.1'—1 Ej—l),(@i—l wi-1) = ( %éz))T ) [T]Ej,dﬁ (T‘]7 GJ)
Demonstragio:por 5.1.1 temos,

[T (e = [Tz @i [/l

T Dliais ity = L -1 51-1) ggies ooy W (0 1)
da sequnda igualdade e usando 8.2.4 temos,

(7 o (?)T .
(éz)T [f]@,- = [ ](3;;'—1 aj—l)’(qﬂ_l wi-1) (ﬁ)T [f]g:

€l
g
~
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donde, comparando com a primeira tgualdade,
-1 ~i\T
o ) e @

dai,

- (}‘I’z T | 7 !
77 (51—1 @'—1),(@—1 wi-1) ( (éz))T [Tls Bt ( )

Usando a relagao 3.3 temos a proposi¢ao.

5.1.2 Representacao tensorial de um operador linear
em niveis distintos de resolucao

Definicao 5.1.3 Considere as matrizes, A = (ars) € Mpyxm; € B = (bys) €
M,y 5my- Definimos o produto tensorial ou de Kronecker de A por B, pela
metriz A ® B € My, xng)x(mixms) d0 sequinte forma,

&nB v Oimy B
A®B= :
1B -+ Gnym B

Propriedades do produto tensorial:
Para as matrizes A, B, C, D e o real c, temos,

1. A®B#B®A

2. (A+B)@C=AC+B&C
3. (A®B)®C=A® (BRC()

4. (A®B)" = AT @ BT

5. (A® By '=A"'@ B!

6. (A® B)(C® D) = (AC) ® (CD)
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Definicao 5.1.4 Denominamos de representacio tensorial do operador lin-
ear T : V? +— V? definido por

T (5;7-) = Z csr(ﬁi
a expressio dada por,
284 d—1,2 +d—1 I
T= Z CarPy ® QS:
§=0,r=0
onde . . . .
(h0) @) =505
ou matricialmente, .
T=(3e¥)C
onde C' € o vetor coluna

T
C= (Coo * Com—1 """ Cp—10"" 'Cn—1m—1)

n=24+dem=22+4d

Proposicgao 5.1.3 Se no nivel (j,4) de resolugio temos a representacdo ten-
sorial do operador linear T dado por,

T=(¢e¥)C
entdo no nivel (j — 1,4 — 1) de resolucdo temos a representacdo tensorial,

T= (3% ) ( () o (7) T) C+(F @ T ((Hi)T o (@) T) o
, (5.1)
_ o ) T
+(T e ((Gi)T ® (ﬁj) ) C+(T 1T ) ((Gi)T ® (@7) ) C
onde, temos os filtros passa-baiza e passa-alta de nivel i, H* e G, respectivamente

e 0s filtros passa-baiza e passa-alta de nivel j, H e G respectivamente.
Demonstracdo:da proposi¢ao 3.2.1, para o nivel de resolucao j temos

v-ww ),
@)
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e da proposicio, 3.2.2, para o nivel de resolugdo i temos,

o)

Operando em blocos e usando as propriedades do produto tensorial,

T=(3e¥)C=

(e (@5 D[ B J)o-
(@ e (@' T) ( ((Z);: )@ ((I;%T C=
[ ()"

_ (éi—l ®ﬁj~1 Hi-1 ®Tj_1 i1 ®6j~1 NTga! ®‘—I;J'—1) \_Jr
@' (T)
AT
(e (E*")
Fazendo agora o produto matricial em blocos destas trés matrizes, temos a
confirmacao da proposicdo.
Desta forma, com a notagdo tensorial, no nivel (4, %)de resolucio se,
2i4-d—1,27 4d—1 ; .
i
T= 3 o0
5=0,r=0
entdo em relacdo ao nivel (5 — 1,4 — 1) temos,
21441291441 i - 2i-14 41,20 4d-1 i -
i—1i—1 i i j—1,i—1 7741 ——j—
T = Z CJs'r i ¢s ®¢7 + Z dgr» ’ 1¢s ®¢'ra +
5=0,r=0 s=0,m=2i—144d
(5.2)
24d—1,2"14d—1 i1 - 2i4d—1,29 4d—1 i1 -
j—1i—1 0t I j—1i—1 "t oI
+ > AT, e + > L TR
s1=2¢"14d;r=0 §=2i"14dr=05-117
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Assim, a representacdo matricial de 7', no nivel (j — 1,7 — 1) de resolugao,
seria dada por

(Y (d
Mo wyiueron = (F09 (a) ) 69
Se Low® e High' representam o resultado das filtragens dos coeficientes C
de T pelos filtros de nivel 2 e Low’ e High’ representam o resultado das
filtragens dos coeficientes C de T pelos filtros de nivel j temos a matriz 5.3,
na forma

(7] [ Low'_Low’ High® low’
(E;j_l ﬁj—l) (@1 wi-1y Lowi_[—[ighj Hz’ghi_Highj

Definigio 5.1.5 Setemos a matriz C = (cl'), definimos a sub-matriz Low' Louw’ =
(8- 11) como a represesentacdo dos coeficientes C no nivel de resolugdo

(j — 1,4 — 1) e as demais sub-matrizes High' low’ = (di;*~1), Low*_High’ =
(di;171) e High'_High? = (di;1*1) como a representacio dos detalhes de

C no nivel de resolugdo (j — 1,1 — 1) em relacio ao nivel (j,1).

5.2 Transformada discreta B-Wavelet bidimen-
sional e tensorial

Tendo em vista as proposicoes 5.1.2 e 5.1.3 temos,

Definicao 5.2.1 Consideremos a matriz M € Myym, onde n = 2 +d e
m=2+d , sendo i e j 0s niveis de resolucdo do mimero de linhas (altura)
e do nimero de colunas (largura) respectivamente e d e d representam o grau
das splines. Definimos a transformada discreta, denominada B-Wavelet bidi-
mensional e tensorial, denotada por FWT2T (.) (Forward Wavelet Trans-
form 2-dimension Tensorial) pelo produto matricial,

GO g
FWT2T (M) = r | M(H @)

(&)

onde H' ¢ G¥sio os filtros de andlise passa-baiza e passa-alta do nivel i de
resolucdo das linhas de M, respectivamente e H e G sdo os filtros de
sintese passa-baira e passa-alta do nivel j de resolugdo das colunas de M,
respectivamente.
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Definicao 5.2.2 Consideremos, como acima,a matriz M € Myym, onde
n=2%+dem=2+4d, sendoi e j os niveis de resolugcdo do nidmero
de linhas (oltura) e do mimero de colunas (largura) respectivamente e d e
d representam o grav das splines. Definimos a transformada inversa disc-
reta. B-Wavelet bidimensional e tensorial, denotada por IWT2T (.) (Inverse
Wavelet Transform 2-dimension Tensorial) pelo produto matricial,

(7).
IWT2T (M) = (H' G*) M (5].)11

e . . .
onde H e éqsdo 0s filtros de andlise passa-baiza e passa-alta do nivel j de
resolucdo das colunas de M, respectivamente e H* e G* sio os filtros de

sintese passa-baiza e passa-alta do nivel i de resolucio das linhas de M,
respectivamente.

Proposicao 5.2.1 A Transformada Discreta B- Wavelet Bidimensional e Ten-
sorial, FWT2T (.), aplicada em uma matriz M,de nivel de resolugdo (j — 1,4 — 1)
em relagdo a (largure,altura), pode ser calculada aplicando uma Transforma-

da B-Wavelet unidimensional : o

I- primeiro ao longo de todas as linhas da matriz M, com os filtros (HJ & )

e posteriormente,sobre a matriz resultante, ao longo de todas as colunas com

os filtros (Hz GY, ou

II-primeiro ao longo de lodas as colunas da matriz M e posteriormente,sobre

a matriz resultante, ao longo de todas as linhas.

Demonstragdo:em I, consideremos M a r-ésima linha e M, a s-ésima coluna
da matriz M. Operando em bloco sobre a matriz M, temos,

Ml
—nT — T
0 Y uwtre)- (@) o |-
Mn
ME MG
— T
- Eg))T WP w@ | =
M
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N

Qg

\T T o~ AT — T —~
L Y M- (Y M- (T M
>T (M],"'Ms"'lwm): (~)T Al (~)T AS (~)T m
) (&) M- (G) My (G) Mo
_{ Low_Low* High’ low*
~ \ Low’_High* Highi_High
onde Low’, High? representam respectivamente o resultado dos filtros passa-
baiza e passa-alta de nivel §, ao longo das linhas e Low', High' representam

respectivamente o resultado dos filtros passa-baiza e passa-alta de nivel i, ao

longo das colunas da matriz M.
Em I, operando em bloco sobre a matriz M, temos,

_ ( e ) (7 @) -

(éi)TMl"-(G‘i)T - (@Y M,

i}

| (&)

ME MT
=| MH MT |=

WE
[ Low'_Low* High low'
~ \ Low’_High* High'_Hight
onde Low?, High® representam respectivamente o resultado dos filtros passa-
baiza e passa-alta de nivel i pare nivel i — 1, ao longo das colunas e Low?,

High' representam respectivamente o resultado dos filtros passa-baiza e passa-
alta de nivel j para o nival j — 1, ao longo das linhas da matriz M.
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5.3 Aplicacao

Como aplicacdo do produto tensorial, consideremos H?, G%, H®, & filtros de
Haar unidimensionais, mais precisamente os filtros construidos a partir das
fungBes escalas e wavelets modeladas pelas B-Splines de grau 0, e os 4 filtros
bidimensionais gerado pelo produto tensorial dos mesmos e seus duais,

N /(Hi)T®(ﬁj)T\
AR
W ) | @re(T)

\ (Gi)T®<§j)T )

Assim, se M é o vetor coluna que representa a imagem de Lena com
2% = 256 linhas e 27 = 128 colunas, portanto no nivel (j,7) = (7,8) de
resolugéo, pela proposiciio 5.1.3 a filtragem da imagem de Lena, figura 5.1 ,
por filtros de Haar, seria dada pelas 4 sub-matrizes 128 x 64 construidas a
partir do vetor coluna,

LowLow (LEL"Y M
LowHigh | | (I]H"YM
HighLow |~ | (H®L") M
HighHigh (H*H') M

cujas imagens podem ser vistas nas figuras 5.2, 5.3 , 5.4, 5.5 .
De acordo com a proposigdo 5.2.1 a FWT2T pode ser descrita pela fil-
tragem das linhas seguida das filtragens das colunas, de tal forma que se

0= (&)

entdo,

cj—1,i—] dj—,m;]
FWT2T(C) = ( g djf_l,i_% Edjr_l,z-_lg )

conforme o esquema apresentado na figura 5.6.

Desta forma, considerando a filiragem ao longo das linhas e posterior-
mente ao longo das colunas pelos filtros de Haar, podemos filtrar a imagem
de Lena, figura 5.1, do nivel de resolugio (7,8), usando o esquema acima 2
vezes, para o nivel de resolugdo (5,6), e temos o resultado apresentado na
figura 5.7 .

Por outro lado, na figura 5.8 temos a imagem de Radon sendo filtrada
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Figura 5.2: Decomposi¢io LowLow da Imagem da Lena, usando o produto
tensorial dos filtros de Haar.
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Figura 5.3: Decomposicao HighLow da Imagem da Lena usando o produto
tensorial dos filtros de Haar.
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Figura 5.4: Decomposicao LowHigh da Imagem da Lena usando o produto
tensorial dos filtros de Haar.
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Figura 5.5: Decomposicao HighHigh da Imagem da Lena usando o produto
tensorial dos filtros de Haar.

59



@;
ji
e Cox
& of TF
¥ O i
1} P Y a — kx
¥ Trﬁj T;—ﬁj
¥y Ts vy Tg
2 AT -
¥ ke 0 > h 0
iy,
* "ky (Ei)TT’
e
0
ai—l c;il_rl.l-_l Czl—rl:i—l
1,1 1141
.@,i_l d:;rl dgl,rl
o
% ¥

Figura 5.6: A transformada wavelet direta, bidimensional e tensorial
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Figura 5.7: Filtragem da imagem de Lena com Haar, do nivel (7,8) para o
nivel (5,6)
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Imagem original de Radon no nivel (8,8) de resolucgio

largura=257=2%+1 altura=256=2°

B-Spline de grau 1, linear

B
{ P
s . P A
Baixa frequenc1a+' + Alta freguéncia
P
1 - - . _—
i
n
e Baixa
frequéncia
d
e Fungdes
escalas
g
r
a
u Alta
frequéncia
0
Funcgdes
H wavelets
a
a
r
Low X Low = 128 X 129
Imagem de Radon no nivel (7,7) de resolugdo
A 4

Figura 5.8: Filtragem da imagem de Radon com os filtros Linear e de Haar,
do nivel (8,8) para o nivel (7,7)
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por filtros B-Splines de grau 1 ( linear), passa-baixa e passa-alta, primeiro ao
longo das linhas e depois por filtros B-Spline de grau 0 (Haar),passa-baixa e
passa-alta, ao longo das colunas.
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Capitulo 6

Aplicacao das B-Wavelets em
reconstrucao de imagens

A aplicagdo das wavelets em reconstrugao de imagens se torna evidente, quan-
do a regido a ser reconstruida é iluminada por :

1. pulsos de wavelets de raios X em tomografia computadorizada, e temos
a representacao da Transformada de Radon por wavelets,

2. pulsos de wavelets eletromagnéticas [39, 40jem imagem por ressonincia
magnética, ¢ temos a Transformada Wavelet Discreta sendo utilizada
no lugar da Transformada Discreta de Fourier,

3. por pulsos de wavelets de sons [41] em aparelhos de ultrasom, e temos
a representaciio, da correspondente generalizag¢do da Transformada de
Radon para ondas, na base das wavelets.

KAISER [21] faz uma apresentacdo tedrica das wavelets eletromagnéticas
e sonares, no contexto da representacio de grupos de transformacdes, explo-
rando o fato de que as equagoes que governam estes fendmenos sdo invariantes
por escalas e translagoes (grupo afim), que sfo justamente as transformacoes
usadas na definicio das wavelets.

A relagdo entre Transformada de Radon e wavelets torna-se clara gnando
se examina a expressio

Fyt (KW () By (5 (,0)) )

que aparece na férmula de inversdo da transformada discreta 6.5. Pode ser
representada por uma, convolugdo no dominio do espago, para cada direcao
fixada pelo angulo 8,

F (| W (k) = ¢ (p,6)
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e temos assim a filtragem no dominio do espacgo, do senograma fql (p, 8) pelo
filtro f(p) = Fy " (|| W (k).

O produto |k| W (k) no dominio da frequéncia é um filtro passa-alta |k|
multiplicado por uma funcio janela arbitraria W (.) e o que se procura é uma
fungdo W (.) que se anule em k = 0 para que |k| W (k) varie suavemente em
k=0, e assim F,; ' (k| W (k)) tenha suporte limitado. Como

df(0)
dkn

= [ an (@) = ()"

é 0 n-ésimo momento da func¢io f(.), 0 que se procura é um filtro passa-alta
f(p) de momento pelo menos igual a 0 e a wavelet é uma funcdo que possui
esta propriedade.

Podemos apresentar trés aplicacoes importantes do uso das wavelets na
reconstrugao em multi-resolugdo de uma imagem através de sua projecdo:

1. reconstrugio progressiva de uma imagem através de acesso remoto a
um aparelho de tomografia computadorizada, [42],

2. reconstrucio local de uma imagem envolvendo apenas a aquisicido da
imagem préxima, a regifo de interesse, [43, 44],

3. reconstrucio da imagem em multi-resolucio tendo como objetivo a
eliminagao de ruidos, [45, 46].

No que se segue faremos a apresentacio das defini¢des, tomando por re-
feréncia [47, 38], tendo em vista a formulagio algébrica em multi-resolugao
da transformada algébrica de Radon, que denominaremos “Transformada
B-Radonlet Algébrica”.

6.1 Transformada Discreta de Fourier

Definigao 6.1.1 Sez = (z; - -a;n)T entdo definimos a transformada direta
discreta de Fourier por,

X =DFT(z) = (Xy--- X,)"
onde

N 2n
Xk = Z iEne—z(W)kn

n=1
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Defini¢ao 6.1.2 Se X = (X;-- -Xn)T entdo definimos a transformada in-
versa discreta de Fourier por,

@ =IDFT(z) = (z1---za)"

onde

N 2
Tn=_ (5 )em
k=1

6.2 Transformada de Radon

6.2.1 Transformada continua

Definicao 6.2.1 Considere g : (z,y) € R — 2z € R .Definimos a trans-
formada de Radon continua por

R(9)(p,0) =9 (0, 6) = / "y (p7 +5 (7)l> ds

—CcC

onde

%) = (—sin(8), cos(6))

b = (cos(8),sin(8)) e ( g

Considere g : (p,0) € B?> — z € R. Definimos a transformada inversa
de Radon continua por

& (50,9) @) = B (K170 (4 (0,0))) (6.1)
onde temos a transformada direta de Fourier em relagdo a p,
Fo (5 6,0)) = [ 5 o, 00e7 00 (62)
e a transformada inversa de Fourier em relacao a k,
F (G 0) = [ ;°° Gk, 0) ekt (6.3)

e o operador de retro-projecao
B(3(p,0)) = [ 7(wcos(6) +ysin(6),6) df (6.4)

Na figura 6.1 temos a transformada de Radon continua.
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lkl € um filtro passa-alta
no dominie da frequéncia. K]
Isto sugere o uso de e
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< .. -
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Figura 6.1: Transformada de Radon continua

6.2.2 Transformada discreta
Para sinais discretos ,

9: (@Tmytn) ER*— 2z €R
onde os pardmetros sao dados por,

T = Tmin + MAZ,m=0,1,...,.M —1
= Yn=Ymin+nAYy,n=0,1,.,N—1
= 0;=0pm+tA0,t=0,1,..,T -1
P = Pp=pPunt+rAp,r=01,..,R-1

> R

onde em geral considera-se
T
Gm;n =0 e A9 = T
temos as seguintes defini¢des:

Definicao 6.2.2 A transformada discreta de Radon é definida por,
v I N — L
R(g)(r,t) =0 (r,8) = Y g (1,01 +5; ()" ) s
j=0

onde
?; = (cos(6;),sin(d;)) e (?Z)l = (—sin(6;), cos(6:))

e 0s valores de g sdo obtidos por interpolagdo.
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Figura 6.2: Transformada de Radon discreta

Na figura 6.2 temos a transformada discreta de Radon do phantom-head
32 X 32 em um senograma 64 x 64.

Definicao 6.2.3 A transformada inversa discreta de Radon é definida con-
siderando a discretizacdo da formulacdo continua na definicio 6.1

B (9 (0.0) () = BE (W 0 F (3 (0)))  (69)

onde W (k) é um filtro para atenuar as altas frequéncias favorecidas pelo
filtro passa-alte k|, denominado ” rampa”, e devemos considerar, em 6.2 a
transformada discreta de Fourier, em 6.3 a transformada inversa discreta de
Fourier e em 6.4 a discretizacdo correspondente

T—1

g (Z‘m, yn) = Ab Z g (xm COS(Bt) + Yn Sin(et)) Gt)
=0

6.2.3 Transformada algébrica

Consideremos, M o nimero de colunas, N o ndmero de linhas da imagem,
R o numero de raios ao longo da reta p, e T o ntimero de dngulos entre 0 e
7 ¢ tomemos

Az =Ay=A0=Ap=1
e uma base interpolante,
@ = {¢m,n :¢($_may—n))}

onde
m=0,.M—-1,n=0,...N—1
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assim uma funcao g : (x,y) € R?> — z € R pode ser expressa como,
9(z,y) = %:Zn:g(my n)¢ (z —m,y —m)
sendo a transformada de radon linear temos,
4= 3 i 9,7

e usando a notagao matricial podemos escrever,

(90,00 - 9(0,7—1) - §(R-1,T—1) )T:
bog (0,0) N ©0) \ /(0.0)
b0 (0, T:— ) baana (0:’T —1) 4(0, N— 1)
_ duo (R —:1, 0) o byana (1; ~1,0) (M —il, 0)
bo0 (R — 1,:T- ) - bariws (R_: L,T—1) ) oM —1,N —1)

\%
onde as matrizes g (z,y) e g(m,n) foram escritas, justapondo as linhas, na
forma de um vetor com R x T ¢ M x N elementos, respectivamente. Temos
assim o sistema de equagGes algébricas,

b= Az
onde a matriz A tem as dimensoes (R x T) x (M x N).

Definicao 6.2.4 Define-se a Transformada Algébrica de Radon b de z €
RMXN nela equacdo matricial acima, ou seja,

b= Az

Definicao 6.2.5 Define-se a Transformada Inversa Algébrica de Radon z
de b € R®™T | a determinacdo de x como inversa generalizada, pelo Algorit-
mo do Gradiente Conjugado dos Minimos Quadrados (GCMQ), na equagdo

matricial
b= Az
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Binograma k) ghapp-iogan phantom haad {x)
Em Z dimsnsSes : 25 x 2% = 6 x G4 Em 2 Jdimenstas o 8% x 2% - 32 x 32
Em L dimsnsia: #¥ = 4038 s 1 dimsnads: 2% = 31024

ik
iteraghes

Figura 6.3: Transformada inversa algébrica de Radon usando o algoritmo do
gradiente conjugado dos minimos quadrados

Consideremos, por exemplo,
\%
A= (b (19)
¢m,n:¢($ -—my— n)
é(z,y) = Haar(z) x Haar(y)
A é uma matriz 4096 x 1024
b é um senograma 2% x 2% = 64 x 64 ou 2" = 4096
% é 0 Shepp-Logan phantom head 2° x 2° = 32 x 32 ou 210 — 1024
Na figura 6.3 podemos ver a transformada inversa algébrica de Radon,
onde se faz o cdlculo da solugdo aproximada de z a partir do senograma

unidimensional b usando o algoritmo do gradiente conjugado com o erro dos
minimos quadrados. Obtemos assim a solu¢io aproximada em 15 iteragoes.
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6.3 Aplicacao

6.3.1 A Transformada algébrica de Radon com B-Wavelets
(B-RADONLET)

O objetivo agora é propor uma defini¢do envolvendo a unificacio da transfor-
mada algébrica de Radon com as B-Wavelets, tendo em vista a reconstrucdio
de imagens, em tomografia computadorizada, em vdrios niveis de resolu¢ao.
Nesta definicio a imagem e o senograma, representados por vetores colunas,
podem estar em niveis diferentes de resolucdo e a B-Wavelet aplicadas no
estudo da imagem pode possuir o grau distinto da B-Wavelet usada na rep-
resentagao do senograma. Isto ficard claro na notagéo (4,1), onde o inteiro j
representa o nivel de resolugao da imagem e o inteiro ¢ representa o nivel de
resoluciio do senograma. . _
Para tanto consideremos R : 7V’ — V? a transformada de Radon ¢ @’
base de B-Splines para V° no nivel j de resolucio e ®¢ base de B-Splines
para V* no nivel i de resolu¢do. Temos assim a representa¢io matricial da
transformada de Radon no nivel (4,%) de resolugdo,
AP = [R]Ej’@-
Dai, propomos as seguintes definicoes:

Definicao 6.3.1 Denominamos Transformada Direta B—Radpnlet, no nivel
(4,4) de resolugdo, a transformagdo denotada por FR_letT?* () e definida
por _ _
FR1etT? (C7) = AT
onde o
¢ = [X]sf
Definigao 6.3.2 Denominamos Transformada Inversa Generalizada B-Radonlet,
no nivel (4,4) de resolucio, a transformagio denotada por GIR 1etT?"(.) e
definida por _ N
¢’ = GIRletT? (v')
onde C° 6 solucdo obtida, pelo algoritmo do gradiente conjugado com o erro
minimo quadrado (GCMQ), na equagdo,
AT = i
Na figura 6.4 podemos ver uma aplicagdo da Transformada Inversa Gener-
alizada B-Radonlet, no nivel (9,11) de resolu¢do, onde a inversa generalizada

que fornece a imagem, é obtida em 15 iteragées usando o Algoritmo do Gra-
diente Conjugado dos Minimos Quadrados (GCMQ).
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Transformada Algébrica de Radon com wavelet
RADONLET Algébrica

%! vetor no nivel j de resolugio,
o b' vetor no nivel i de resolucio,
A" matriz com (largura,altura) no hivel (j,i) de resolugdo.

. Alet . -
x3 it » V' bt
l FWT2T
IWT FWT
B Aj—1,1~1
3-1 -1
U > V
11 GCMQ bt
«¢

Phantom Head no nivel 10

FWT (HAAR) l
Phantom head no nivel 9 Sinograma no nivel 11

GCMQ (15 iteragdes)

Figura 6.4: Transformada inversa generalizada algébrica de Radon, com
wavelets, usando o algoritmo GCMQ).
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Capitulo 7

Conclusao

O desenvolvimento ao longo da tese demonstrou que é possivel uma apre-
sentacdo matricial unificada do conceito de multi-resolucdo, com B-Splines e
as B-Wavelets associadas, no contexto de modelagem geométrica, filtragem
e reconstrucdo de imagens. Para tanto foi introduzido o conceito de nivel de
resolugdo (7,%) para uma imagem ou matriz junto com a possibilidade de se
poder usar filtros passa-baixa com B-Splines distintas ao longo das linhas e
colunas e filtros passa-alta com B-Wavelets distintas ao longo das linhas e
colunas.

Notemos que os resultados apresentados ndo dependem das B-Splines,

logo é possivel procurar adaptar os filtros escolhendo as B-Splines que possam
resolver, por exemplo, os seguintes problemas:
__ - Para B-wavelets semi-ortogonais os filtros de analise, ver exemplo 3.4.1,
Hi e G7 em geral sdo densos e o ideal é que fossem esparsos e para tanto
faz-se necessdrio construir as correspondentes matrizes H/, G%, Hi e GJ
para B-Wavelets bi-ortogonais.

II- Outro aspécto importante é determinar as matrizes de refinamento de
tal forma que todas tenham as dimensoes das linhas e colunas como sendo
poténcias de 2, desta forma podemos generalizar as B-Wavelets para “B-
Wavelets Packets”. Neste caso a téenica de multi-resolucio poderd ser apli-
cada nao sémente na banda LL, como é o caso das Transformadas Wavelets,
mas também nas outras bandas HL,, LH e HH

Com relagdo as B-Randolets, o que se pretende dentre os varios estudos
possiveis, é a reconstruciio local de imagens com atenuagdo dos ruidos.
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Apéndice A

Condicionamento de matrizes e
o algoritmo do gradiente
conjugado

Neste apéndice faremos uma revisio de dois t6picos importante em andlise
numérica, condicionamento de matrizes e o algoritmo do gradiente conjugado
para a solugdo de sistemas de equagtes lineares.

Se temos um sistema de equacdes lineares

AX =b

o conceito de condicionamento nos mostra o quanto a solugdo X é estdvel
em relagdo a pequenas pertubagées § A nos elementos da matrize A dos coefi-
cientes e pequenas pertubacoes db no termo ndo homogéneo b, provocados por
pequenos erros de avaliagdo. Nas aplicacoes o que interessa é que pequenos
erros em A e b acarretem um pequeno erro no calculo de X e o nimero de
condicionamento x(A) associado a matriz A nos fornece uma medida para
esta estabilidade.

Por outro lado, o algoritmo do gradiente conjugado é um método iterativo
para a determinacdo de uma solucao do sistema de equagoes lineares que se
tem demonstrado atrativo tanto em modelagem geométrica [33] como em
reconstrucdo de imagens [48], por algumas razoes:

I- é simples,

11- sdo executadas poucas operagGes minimizando assim os erros prove-
nientes dos cilculos,

III- em cada iteracdo, o algoritmo faz uma avaliagdo da melhor dire¢do no
espaco das solughes que leva a solugdo final , se adaptando automéaticamente
a0s 08 erros numéricos.
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Apresentaremos também uma versdo otimizada {49] do algoritmo do gra-
diente conjugado, para a determinacao da soluc¢io aproximada do sistema de
equacoes lineares, segundo o erro minimo quadrado, que é 1til no contex-
to da inversa generalizada presente na inversdo da formulagio algébrica da
Transformada de Radon.

As revisGes a seguir estao baseadas nas referéncias [50], [561] e [49].

A.1 Normas de vetores e matrizes

Definicdo A.1.1 Considere X € R® e Y € R" wetores. Denominamos
norma de X, a funcio ||.|| : R® — R que satisfaz as propriedades:

IX[>0 e [[X||=0<=X=0

[leX|| =cl||X|| para qualquer real c
X+ Y[ < X+ Yl

Sao de interesses em andlise numérica as seguintes normas para X =
T
(371 e mn) ’

Exemplo A.1.1 Norma da soma dos mddulos,
1 X1l = lzal + -+ + |z
Exemplo A.1.2 Norma dos minimos quadrados,
2 2\1/2 7
XNy = (los* + ...+ fzal*) = VXTX
Exemplo A.1.3 Norma do mdzimo, do sup oy do infinito,
1], = max|z

Definicao A.1.2 Considere X € R™ vetor e A € Myxn matriz. Denomi-
namos norma de X, a funcdo ||.|| : Mmxn — R dada por

| All = max || AX]|

I1xtl=1
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A.1.1 Propriedades

Consideremos as matrizes, A, B € My, 0 vetor X € R™ e o real c,

LA >0 e JJA|l=0<=A4=0
2. |lcA]l = ¢||All para qualquer real ¢
3. lA+ Bl < Al + IBJl

4. jlAx|| < jlAfHIXl

5. |AB| < Al

6. T =1

Seja uma matriz A € M,,x,, temos entido as seguintes normas, derivadas
de suas correspondentes para vetores:

A.1.2 Exemplos

Exemplo A.1.4 Norma do mdzimo das somas dos valores absolutos das
colunas,

Al = max 3 o]

i=1
Exemplo A.1.5 Norma dos minimos quadrados,

|4, = [eutovalor mdzimo de AT A2

Exemplo A.1.6 Norma do mdzimo das somas dos valores absolutos das
linhas,

m
14]lo, = max 3~ |as;]
=

A.2 Condicionamento de matrizes

Definicdo A.2.1 O nimero real x(A)=||A|| ||A7Y|| é dito Niémero de Condi-

cionamento de A.

O Niimero de Condicionamento de uma matriz A nos fornece um meio
de avaliar o erro na solucio X,, de um sistema de equagoes (A + 0A)X = b,
em funcdo do erro nos coeficientes de A e no vetor b.
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Proposi¢ao A.2.1 Considere P € My, € ||.|| uma norma. Se ||P)| < 1
entao
I + P € inversivel, e

1 » 1
e <127 < =

Demonstragio. I+ P € inverstvel, se e somente se, (I+P)X =0 < X =0,
0 que é verdade uma vez que X = —PX — 0 < [ X]| = |PX]|| <
IPIHIXN < IX]| = X = 0,def eziste B= (I +P)"". ComoI=B(I+P),
entdo

== 1B I+ P < (BN + P < IBI- (I + 120 = 18] (L +11P])

Logo,
1

i <
1+|P|l
Por outro lado B =1 — BP, donde

Bl

1Bl = lT = BRI < |1l + ||BP|| < 1+ || B]|. | P|

dai,
1

117l

1Bl <

Proposicao A.2.2 Considere A € My, inversivel e R € M,y,. Considere
a=||ATR| < 1, entdo

A+ R é inversivel, e

II(A+R)_1” <A

“1-«

Demonstragdo: Como A € inversivel,
A+R=A+A(A7'R)= Al + A'R)

entio P+ A™'R ¢ uma pertubacdo da identidade. Como o= ||A7'R[| <1 e
pela proposi¢do A.2.1 A+ R € inversivel e

(A4 R '=(T+ATR)4A?
donde,
A~

[+ <o rarm o] ==
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Proposicao A.2.3 Seja A € M, e considere o sistema inversivel de equagées
lineares dado por, AX = b, Consideremos a solucdo do sistema numéricamente
pertubado dado por,

(A+8A) (X +6X) = b+ b onde |(64) A7"| <1 (A.1)
Entdo o erro relativo em X satisfaz o desigualdade:
lsxy (IW)H ||5AH)
< M.r(A + A2
T =M ey * 2

onde

M= (1-feaa])”
k(A) € 0 mimero de condicionamento da matriz A

Demonstragio: A pertubacao 6X de X satisfaz o equacdo matricial dada por
A.1, logo

(A+64)5X = (b+20)—(A+6A) X = (b— AX)+(0b — (§4) X) = 6b—(6A) X
Como ||(6A) AY|| < 1, pela proposicio A.2.2 existe (A + SA)™", donde
6X = (A+64)7" (6b— (64) X)

Fazendo na proposicdo A.2.2 R = 6A como sendo a pertubacdo de A e M =
(1= @A) A = (1) temos,

6 = |[(A+064) | lob— (64) X[ < M| 47| (1ol + AN l1xT)
oo o] _ 1951
0X _ b
||X|| ”A " (WX_H + ”(514)”)
Como b= AX temos que ||b]| < ||A|| ||X|| donde

Ll
LR 7]
Logo,
st lsei 141 el sl
P+ peoann < LA+ o = nan g+ 2

e assim fica demonstrada o desigualdade A.2.
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A.3 Algoritmo do Gradiente Conjugado
A.3.1 Definigoes
Se A é uma matiz n X n e X é um vetor no R”, entdo
AX=b<==>AX—'b=O®V(%XTAX—XTb) —0
Assim para determinar uma solucio X* do sistems de equagGes lineares,
AX*=0b
é equivalente a encontrar um extremo X* da fungao quadratica,
f(x)= %XTAX ~ X7Tb

Para descrever o algoritmo do gradiente conjugado (veja [51]) necessita-
mos de algumas definicoes,

Definicao A.3.1 A € M,., é dita simétrica se AT = A.

Definiciao A.3.2 A € M,,, ¢ dita positiva definida se XTAX > 0 para
X F#0.

Definicao A.3.3 Consideremos a forma bilinear B : R* xR™ — R definida
por B(X,Y)=XTAY. Se A é simétrica e positiva definida entdo B é um
produto interno no R . Dizemos que X € R" e Y € R™ sdo A-ortogonais
se B(X,Y) = XTAY =0.

Definicdo A.3.4 X € R™ e Y € R™, sao ditas dire¢ées conjugadas, em
relacio a mairiz A, se B(X,Y) = 0.

Definicao A.3.5 Denominamos norma da energia de X € R", o real dado
por

1X1l = /B (X, X) = VXTAX
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bl
AVI = )\1171
AVy = MVy
M
) =3
~
S~

Ku =0
Figura A.1: O algoritmo do gradiente conjugado

A.3.2 O algoritmo do gradiente conjugado

Proposicao A.3.1 (O algoritmo do gradiente conjugado) Considere
g(X)=AX -b=Vf(X).

Inicialize 0 ponto Xo e 0 erro dp = —go = b— AXy

Para k=0,...,n faca,

gL dy

determi =X e = T Ady, "
ermine Xgi1 &+ opdy onde oy kTAdk
. 91 Ad
determine dyy1 = —gry1 + Bdy onde By, = fz%ixd:

Fim

Demonstracao: Em cada iteragdo k o novo ponto Xy = Xy + axdy, € deter-
minado a partir do ponto anterior Xy, em funcdo do desvio dy, que por sua
vez é calculado considerando o gradiente gy.

Para calcular o ponto Xy 1, oy é determinado de tal maneira que f (X}, + apd)
tenha um minimo local ao longo da reta {X; + ad,a € R} no ponto Xy41 (
veja as figuras A.1e A.2). Dai,
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Up-y

(S0lugdo)x ~ X,

Figura A.2: O algoritmo do gradiente conjugado em n iteracoes
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d
—LE (f (Xk + akdk)) =0

Vf(Xg+ opd)” .% (Xi + apdy) =0
(A(Xy, +opdy) — D) dp, =0
((AXy — b) + apAdy) " dy = 0
grdy, + opdy ATdp =0

Entédo como a matriz A é siméirica , podemos concluir que

T
9x %
=_ 2k A.
Yk d{Ad}c ( 3)

Para determinar o novo desvio diy1 em fungdo do novo gradiente gy, e do
velho desvio di, devemos determinar 3, de tal maneira que

di+1 = —gry1 + B
seja uma direcdo conjugada da anterior dy, ou seja,

logo, »
di Ady, =0

(= k41 + Brdr)” Ady =0

—ghy1Ady + Brdf Ady, = 0

donde,

T
_gk+]Adk Ad

Proposicao A.3.2 Considere gi(X) = AX — b entdo gry1 = gi + o Ady,
Demonstracdo:como
K1 = Xy + agdy

entdo,

k1 = AXk—H —-b=A (Xk + Cl{kdk) —b= (AXk — b) + OlkAdk =g+ akAdk
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Proposigao A.3.3 Considere gp(X) = AX — b enidio,

geld; i<k

4119k

Demosntracdo:usando a proposicio A.3.2 e A.3 temos,

Td
di giv1 = di (g + arAdy) = dE gptapdk Ady = df g+ (— d“;’“ 1 gk) df Ady =0
k

Por inducdo sobre i teremos
d'LTglin?; <k

e, considerando a A-ortogonalidade das direcdes conjugadas (veja ...), d¥ Ady =
0, temos
di gry1 = dF (gr + o Ady) = d¥ g + oyd? Ady, = 0

Por outro lado por A.4 e a primeira parte da demosnitracio,

Ger196 = i (—dk + ﬂk—ldk-—l) = —Giy1k + Br_1Gk10k—1 =0

A.3.3 O algoritmo do gradiente conjugado e o método
dos minimos quadrados

Em situagdes em que o sistema AX = b é tal que A é uma matriz retan-
gular e portanto nao inversivel, podemos assim mesmo estimar uma solucio
aproximada usando o erro dos minimos quadrados, e determinando

X € R" tal que X = min {||AX — b|[7}
Proposicao A.3.4
X € R” tal que X = min{HAX - b|[§}

entdo
X € R™ € solugdo da equacdo normal (ATA) X =ATp

Demonstracao:o ponto X de minimo é dado calculando aquele que anula as
derivadas parcias de e (X) = ||AX —b|5. Consideremos, f(X) = | X|? =
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zi+...22 eg(X) = AX~b donde, Vf(X) = 2X ea%% =A@0...1...0)7 =i
ésima coluna de A = A*. Daf aplicando a regra da cadeia,

g‘; (%) = 2 (fog) (X) = Vf (AX — b) .

(951}5
Ou ainda,

(X) =2 (AX —b) A =0

(ATA) X —ATb=0
e temos a equacdo normal.

Podemos otimizar o algoritmo do gradiente conjugado para o caso de uma
equacio normal (ATA) X = A”b e para tanto precisaremos dos seguintes
resultados.

Proposigdo A.3.5 Considere gp(X) = ATAX — ATb entdo gpy1 = gi +
O!kATAdk
Demonstragdo:como

Xk+1 = Xk + akdk

entdo,
Jr11 = ATAXk_H — ATb = ATA (Xk + Odkdk) - ATb =g+ OlkATAdk

Proposicdo A.3.6 No caso da equacdo normal (ATA) X = A"b, oy, em
A.38 pode ser escrito como
= “gk“g
||(Jk”§

onde

gk(X) = ATAX - ATb € gr = Adk

Demonstracdo:Para a equacdo normal, com gy acima, temos,

_ g di
Qp = —
dT AT Ad,,
Por outro lado, usando a proposi¢io A.8.8 e dy = —gi, + Bdr_y temos o

produto interno com gy,

9r e = —g5 9 + Bk dk—1 = —gp 95 + 0 = —g} g
Logo, como | X|> = XTX,

gfdv  gfae  lalls Nl

TdTATAd, (Ady)T Ady | Adel? Jlasl

O =
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Proposicao A.3.7 No caso da equacdo normal (ATA) X = ATb, B, em
A.4 pode ser escrito como

2
_ MNgraalls
Br= "3~
llgxl3
onde

ge(X) = ATAX — ATb

Demonstragdo:Usando, A.3.3, A.3.5, A.3.6, A.4, g = Ady, ¢||X||> = XTX
temos,

— ”91c+1”§ _ GiwiOkr1 _ in (9k+ C‘kaTQk) _

Bi= = ~
gkl IEE gl
_ gl%:rlgk T (Hgk”g) AT -0 g,fHATAdk _ 9%+1ATAdk
= A = -
ll9xll3 T\ laells/ Ngells (Ady)" Ady  (Ady)" Ady

Proposicao A.3.8 (Algoritmo do gradiente conjugado dos minimos
quadrados para equacées normais) Considere g(X) = AT (AX — b)
Inicialize Xg, go = do = AT(AXp — b) e qo = Ady
Para k=0,...,n faca,

2
o, = losll

llaells
KXiy1 = X + apdy,

k1 = gk + e ATqy

_ ”.Qk+1“2
B = llgxll3
ey1 = —Gry1 + Brdi
ar = Ady,
Fim

Demonstracto: consequéncia imediata das proposicoes A.8.1, A.8.6 e A.3.7.

Proposicao A.3.9 Se k(A) é o nidmero de condicionamento da matriz A
simétrica e positiva definida, entio a distdncia entre Xpy1 e a solugdo X*
no algoritmo do gradiente conjugado é dada por,

. K (4) —1)" "
o = Xl < (SDD) 10— 7l

X1z = (XTAX)

onde
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Demonstragao:basta usar para 0, ..., k a desigualdade

e = 70, < () - Xl

encontrada em [51]

A desigualdade da proposigdo anterior nos faz ver, que a taxa de con-
vergéncia do algoritmo do gradiente conjugado aumenta na medida que o
ndmero de condicionamento & (A4) da matriz A se aproxima del. Assim se
& (A) =1 o algoritmo converge em uma tinica iteraggo.

No caso do sistema AX = 0 onde A = I, temos x(A) = |JA|| JA ™ =1 e
a forma quadratica associada é,

1
f(x)= 5XTIX — XT0=2%+ 42

onde as curvas de niveis s3o circulos. Assim se X, € R2, a direcdo contraria
do gradiente , —V f(Xy) = —2X,, em uma tinica iteragdo nos leva a solugéo
exata de JX = 0 dada por X* = ( 8

Geométricamente o comprimento dos eixos principais dos circulos sdo os
auto-valores de A, donde Ay, = Amax = 1, logo para A simétrica e positiva
definida, k(A) = %‘;’*}-“f = 1. Assim o niimero de condicionamento de A é uma
medida de quanto uma elipse estd mais préxima de um circulo e portanto
melhora a eficiéncia do algoritmo do gradiente conjugado. .

A mudancga de “escala” ao longo dos eixos principais que transformaria
elipse em circulo nos sugere o uso das wavelets com o método do gradiente
conjugado.
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