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Capítulo 1 

Introdugão 

Os trabalhos em desenho mecânico e controle numérico na indústria auto- 
mobilística, de Paul de Casteljau,[l], na Citroen e de Pierre Etienne Bkzier, 
imagem 1.1 e referências [2, 3, 41, na Renault, levaram a criação das "curvas 
de Bézier" . 

Estas curvas são caracterizadas numéricamente pelas coordenadas de um 
conjunto de pontos de controle e que por um processo de subdivisão iterativo, 
denominado "Algoritmo de Casteljau", possibilita a criação da curva no nível 
desejado de aproximação. 

Posteriormente a descricão analítica das curvas polinomiais de Bézier 
foram encontradas nos estudos de Bernstein,[5], onde verificou-se que as 
curvas de Bézier podem ser descritas como combinação linear da base de 
Bernstein no espaço dos polinômios, sendo os pontos de controle associados 
aos coeficientes desta combinação. 

Outro problema importante com aplicação em modelagem geométrica e 
que ocorre na teoria da elasticidade, é a modelagem matemática de uma bar- 
ra flexível submetida a esforço, cuja forma, deduzida pelas correspondentes 
equacões [6, 71, é de uma curva, formada por polinômios cúbicos por partes, 
denominada spline cúbica. 

Estas curvas foram introduzidas em computaqão gráfica por Riesenfeld 
[8] cujo estudo matemático foi feito por Carl de Boor [9, 101, com a intro- 
dução de uma "base de B(3asic)-Splines", onde os pontos de controle eram 
associados aos coeficientes da base, em relação a qual a spline era descrita 
como combinaçõa linear. 

A modelagem analítica se estende naturalmente através do produto ten- 
sorial de funções polinomiais definidas por pedaços para a descrição de su- 
perfícieis que modelam chapas flexíveis [l l].  

Em modelagem geométrica ocorre, muitas vezes, o problema da repre- 
sentação de deformações abruptas na geometria local de curvas e superfkies. 



Figura 1.1: Pierre Etienne Bézier - (01/09/1910 - 25/11/1999). 

Nestes casos a descrição dos detalhes da região de interesse pode ser feita 
com a introdução das splines no formato de "pequenas ondas" denominadas 
'f~ndelette~'i OU "waveletsX,[l2, 131, que se adaptam a qualquer ponto da  su- 
perfície por "translacão" e com relaçiio ao nível de resolucão dos detalhes da 
geometria, por mudança de "escala". 

A formulaeão de modelos com wavelets leva a descrição de uma curva 
ou superfície em vários níveis de resolução onde as informações globais (fre- 
quências baixas) são descritas pela base das B-Splines e as informacões dos 
detalhes entre diferentes níveis de resolução são descritas pelas B-Wavelets. 
Neste caso as mudanças de bases entre os vários níveis se traduz na filtragem 
por filtros passa-baixa associados as B-Splines e passa-alta associados as B- 
Wavelets. 

As splines e wavelets foram usadas com sucesso no estudo das imagens, 
onde podemos citar os trabalhos de Michael Unser et al, [14, 15, 161. 

No início do sh.do XX, em 1917, o austríaco Johann Radon descreveu 
uma tansformação, [17, 181em que uma função definida em uma região limi- 
tada no plano era caracterizada pela sua integral de linha ao longo de várias 
direções sobre esta região. Este trabalho de Radon foi introduzido no estu- 
do experimental da aquisição das imagens médicas em tomografia computa- 
dorizada, com as pesquisas de Allan. M. Kormack [19] e G. N. Hounsfield 
[20] (ganhadores do prémio nobel em 1973). Nestes experimentos uma região 
plana de interesse, era varrida por um feixe de raios X, cuja atenuação em 
cada direção pré fixada, era dada por uma integral de linha. Este problema 
era inicialmente resolvido algebricamente e posteriormente foi identificado 



com a Transformada Inversa de Radon. 
Existe uma relação muito próxima entre a nansformada de Radon e 

as wavelets quando se considera a iluminação ou visualização da região de 
interesse por pulsos de raio X, formado por pequenas ondas ou wavelets 
[21]. Neste caso, do ponto de vista das B-splines, o problema de interesse 
consiste em reconstruir a superfície que representa a imagem conhecendo a 
sua Transformada de Radon. 

Com relação as wavelets, as contribuições nesta tese estão na formulação 
matricial das B-Wavelets serni-ortogonais sobre intervalos limitados, coiistru- 
idas a partir das B-Splines, nos seguintes contextos: 

I- Em modelagem geom6tsica variacional, relativa a interpolação de pon- 
tos do plano por uma curva, onde a representação da curva na base das 
B-Wavelets, é descrita a partir de filtros matriciais de B-Splines adaptados 
nos bordos do intervalo limitado. 

11- Na apresentação de uma definição mais geral da Transformada Wavelet 
Bidimensioiial e Tensorial com a introdução do produto tensorial de duas 
B-Wavelets de graus distintos e do correspondente conceito generalizado de 
nz'vel de resolução, designado pelo par ( j ,  i). 

111- Na filtragem de imagens, e m  multiresolução (j, i), onde j é o nz'vel 
de resolução da largura e i é o nivel de resolução da altura da imagem, com 
filtros de wavelets, construidos com B-Splines de graus dzferentes ao longo 
das linhas e colunas da imagem. A escolha das B-Splines segundo o grau, 
pode ser feita, por exemplo, em função da distribuição dos pixels da imagem, 
em termos de continuidade, ao longo das linhas e colunas. 

IV- N a  apresentação de u m a  nova transformada algébrica, a Transforma- 
da Agébrica B-Randolet (Radon+B- Wavelet), definida a partir da formulação 
matricial da B-ansformada Algébrica de Radon uníificada com a Transforma- 
da Matricial das B-  Wavelets, no  nz'vel ( j ,  i )  de resolução, onde i é O nz'vel de 
resolução do senograma e j é o nz'vel de resolução da imagem reconstruida. 

V-  Na aplicação da B-Radonlet Algébrica na reconstrucão de imagens 
médicas em multiresolução, onde podemos considerar, uma B- Wavelet de 
melhor grau que se adapte, por exemplo, e m  termos de continuidade, ao 
senograma unidimensional de n h e l  i de resolução e outra B- Wavelet de grau 
distinto, que melhor se adapte a imagem unidimensional reconstruida, n o  
nz'vel j de resolução. 

No que se segue, com o intuito de introduzir os conceitos e a notação 
usados no desenvolvimento do trabalho, faremos no capítulo 2 a apresent,a@.o 
das B-Splines sobre intervalos limitados adaptadas nos bordos, e em seguida, 
no capítulo 3, a apresentação das B-Wavelets semi-ortogonais sobre intervalos 
limitados. 

As contribuições citadas anteriormente serão apresentadas da seguinte 



forma: o item I será descrito no capítulo 4, os itens I1 e I11 serão apresentados 
no capítulo 5 e os itens TV e V comentados no capitulo 6. 

No apêndice são revisados os conceitos de condicionamento de matrizes 
e o algoritmo do gradiente conjugado para a solução de sistemas lineares, 
incluindo o caso de sistemas não inversíveis, cuja solução aproximada é obtida 
no contexto da inversa generalizada. 



Capítulo 2 

B-Splines sobre intervalos 
limitados 

Faremos neste capítulo a revisão de splines e B-Splines, considerando as cur- 
vas de Bézier como caso particular, tal como as referências [22,10]. Usaremos 
a notação matricial como estabelecida em [23] e de resultados tratados em 
detalhes em [24, 251. O resultado importante é a construção de uma base 
de B-Splines mais refinada (mudança de escala) a partir do algoritmo de 
Inserção de Nós de W. Boehm [26]. 

Observemos primeiramente que no intervalo [O, n + 11 a B-Spline de grau 
n tem suporte de comprimento n+l e assim sofreria um corte em sua "forma", 
na medida que a mesma fosse transladada para a esquerda ou para a direita 
do intervalo. Para levar em consideração esta influência dos bordos O e n + 1 
na forma da B-Spline, seria necesskio estender [O, n + l] tanto a esquerda 
como a direita, por n unidades e posteriormente "comprimir" esta ext,ensão 
aos respectivos pontos O e n + 1. Em outros termos isto equivale a afirmação 
de que os extremos do intervalos são considerados nós de multiplicidade igual 
a n + l .  

Desta forma, consideraremos B-Splines de grau n, em intervalos limitados 
por nós de multiplicidade n+ 1, e assim o algoritmo de Insesção de Nós de W. 
Boehm, vai nos fornecer a matriz de mudança de base para a representação 
na escala mais fina, com a devida adaptação nos bordos do intervalo. 

A construção será feita no intervalo [O, 11, através do refinamento dos 
Polinômios de Bernstein, mas é válida em qualquer intervalo limitado [a, b]. 



Definição 2.1.1 Consideremos uma sequência de nós não decrescentes, definidos 
no intervalo [to, t,] : 

Definimos a i-ésima B-Spline N: de grau n ou ordem n+1, em relação aos 
nós (ti) pela fórmula de recorrência: 

Ay (t) : = A":-' (1) + (1  - A;,,) NZ (t) 

onde 

1 se ti 5 t 5 ti+i 
~ : ( t )  := Hi(t) := sendo N ! ( ~ ) : = o ,  se t i = t  

O se t < ti ou t > ti+, 

- Definição 2.1.2 Se ti = ti+l = . . . - ti+r-l, OU seja se r nós sucessivos 
coincidem, então dixemos que ti tem multiplicidade r. Se um dos nós não 
coincide com outro nó, nos dixemos que ele é simples ou tem multiplicidade 
I .  

Exemplo 2.1.1 Consideremos os Polinômios de Bernstein de grau I ,  no 
intervalo [O, 11, com relação aos nós, de multiplicidade 2: to = tl = O < tl = 
t:, = 1 

Se i = O==+- N;(t) := A ~ N ~ ( t )  + ( l - $ ' ) N ~ ( t )  

NO (t) = A: x O + (1 - t )  x 1 

N,'(t) = 1 - t 

Por outro lado, 

Se i = 1 Ar: ( t )  : = A: N: ( t )  + (1 - A i )  N; (t) 

N:(t) = t x 1 + ( I  - AS) x O 

N; (t) = t 

Exemplo 2.1.2 Consideremos os Polinômios de Bernstein de grau 2, no 
intervalo [O,  11, com relação aos nós, de multiplicidade 3: to = t l  = t2 = O 5 
t ,  = t2 = t3 = I. 

Se i = O =. Ni( t )  := AiN,'(t) + (1 - x:)N: ( t )  = Ai  x O + ( I  - t)N:(t) 



onde,  

N; ( t )  = x : N , O ( ~ )  + (i - x ; )N; (~ )  = A; x O + (i - t )  x i = i - t 

1090, 
~ , " ( t )  := (i - t )  x (1 - t )  = (i - t)" 

onde,  

N; (t) = x ; N , O ( ~ )  + (1 - x S ) N , O ( ~ )  = A; x O + (i - t)  x i = i - t  

e, 
N; ( t )  = ;\;lq(t) + (i - A ; ) N , O ( ~ )  = t  x i + (1 - A;) x O = t 

onde,  

Pelos exemplos acima, podemos em geral, denotando o n-&imo Polinômio 
de Bernstein de grau n por Br := NF , onde NF é a i-ésima B-Spline de grau 
n, definida no intervalo [O, 11 de nós to = O e tl = 1 com multiplicidades n+l, 
ter a relação de recorrência, 

B; = 1 

Donde, temos a fórmula: 

Que pelo desenvolvimento binomial, demonstra que os polinômios de Bersntein 
produzem a partição da unidade: 



Figura 2.1: B-Splines de grau 0, 1 ,2 e 3 no nível três de resolução 

Desta forma, temos os polinômios de Bernstein de graus O, 1, 2, e 3, repre- 
sentando respectivamente as B-Splines de Haar, linear, quadrática e cúbica, 
no intervalo [O, 11, dados por: 

1 

1 - t  t 

( l - t ) 2  2 t ( l - t )  t2 

( 1  - t)3 X ( l  - t)2 3t2(1 - t )  t3 

Na figura 2.1 temos os polinõmios de Bernstein de grau, 0, 1, 2 e 3 no nível 
3 de resolução. 

S. Bernstein em 1912 ,[5], usou o desenvolvimento em sua base, 

n 

zn ( t )  = C c (i) B: (i) 
i = O  n 

para considerar uma n-&ma aproximação polinomial de uma curva contínua 
c( . )  em [O, 11 e demonstrar assim o Teorema de Aproximação de Weirstrass, 

lim zn(t) = c( t )  
n-fcc 



Por outro lado, se considerarmos uma curva polinomial c(.) definida em [O, I] 
de grau n, então temos, usando o desenvolvimento de p(t) = t, a represen- 
tação paramétrica da curva c(.) no R2, na base de Bernstein dada por 

onde os coeficientes (e (i) ,i) são exatamente os "pontos de controle de 
Bézier" da curva polinomial c( . ) .  No sistema PostScript, as letras são rep- 
resentadas pelos seus pontos de controle e posteriormente, na impressão, 
renderizadas até o nível de aproximação desejado usando, por exemplo, o 
algoritmo iterativo de Calsteljau. 

Na figura 2.2abaixo temos uma curva quádrica de Bézier renderizada no 
latex2 pelo comando \qbezier 

Figura 2.2: Curva de Bézier do segundo grau, renderizada no latex2. 

e a figura 2.3 apresenta um desenho de Pierre E. Bézier, usando a sua 
curva. 

2.2 Spline na forma B-Spline 

Definição 2.2.1 Denominamos o espaço vetorial das Splines de grau n, 
Sn(to . . . t,) e m  relação aos nós 

o espaço dos polinômios p( . )  definidos por partes e m  [to, ti], tais que: 

p(.) restrito ao intervalo [ti, ti+l] é u m  polinômio de grau n, e 

p(.) possui derivada de ordem n - 1 e m  ti 



Figura 2.3: Desenho de Pierre E. Béziei feito com a sua curva. 

1 o 



Definição 2.2.2 Denominamos uma  Spline S(.) na  forma B(Basic)-Spline 
e m  relação a sequência de nós 

quando a mesma está escrita como combinação linear da base gerada pelas 
N? (.) r 

Definição 2.2.3 Os pontos do plano (t, s)  de coordenadas Pi = (&, s i)  onde 

é denominada, a abscissa de Greville de si, são ditos pontos de controle, ou 
pontos de Boor, da splzne S(.) da definição anterior. 

Proposição 2.2.1 ( Algoritmo de Boor ) Podemos avaliar a B-Spline 
S(.) pelas coordenadas si na  representação B-Spline, 

m-(n+l) 
S (t) = '>: si Nr (t) 

i=a 

considerando a recursão e m  cima dos coeficientes si, 

. . .$=si para z= j -n ,  . . . j  

t - ti 
sf-l + ti+n-k+l - t 12-1 sf = si-, para i = j + k - n  , . . .  j - 1 , j  

&+,-.+I - ti ti+n-k+l - ti 
então S( t )  = sn(t)  

Demonstração: Notemos que, se t j  5 t 5 tj+1, 



j 

S( t )  == C S: NP-' (t) 
i=j-(n-1) 

D a i  para a primeira iteração k = i ,  temos: 

OU, como 

temos. 

Exemplo 2.2.1 Para calcular , u m a  B-Spline cúbica S( t)  = C&n spN: (t)  
e m  t j  5 t 5 tj+i, temos a seguinte sequência de avaliações: 

primeira iteração, 
1 1 1 

Sj-2 sj-1 sj 

segunda iteração, 
2 

S j P l  s; 

terceira iteração, 
3 

Sj  

2.3 Refinamento de nós 

Definição 2.3.1 Uma sequência não decrescente de nós (ri) := 7 0  5 . . . 5 
~ i . .  . 5 é u m  refinamento da sequência (ti) := to 5 . . .ti < . . . 5 t, onde 
1 > m se para todo O 5 i 5 n existe j ( i )  tal que ti = Ti0.1- 

Definição 2.3.2 Dizemos que o sub-espaço vetorial S n ( ~ O . .  . T ~ )  é u m  refi- 
namento do espaço vetorial Sn(to . . . t,). 

Proposição 2.3.1 (Algoritmo de inserção de nós de W. Boehm) Se 
Zn é u m a  nova B-Spline de grau n associada ao novo n ó  t e a B-Spline é 
dada por, 

j 

S( t )  = siNF (t)  
i= j -n 



então, renurneranclo os nós, pela inclusão de t, temos: 
A 

t - ti 
@(t) + ti+~+n - t N F ( t )  = 

ti+, - ti ti+l+n - ti+l 
NZl (i) 

Demonstração: A B-Spline N,"(t) é definida pelos coeficientes sj = 6, = 

1 se j = i  
.Com a inserção do novo n ó  t temos, os dois novos coefi- 

O se j # i  - 
cientes Si e &+, e m  relação a nova base mais refinada, dada por N,". Usando 
o Algoritmo de Boor temos: 

gi = xysp + ( 1  - X ; ) S ~ - ~  

donde 

por outro lado, 

donde 

NY (t) = $N, (t)  + (i) 

donde. 

2.4 Refinamento diádico e a equação associ- 
ada 

Definição 2.4.1 Denominamos refinamento diádico ou simplesmente re,fi- 
namento de resolução j do intervalo [O, 11 a sequência de nós (ti) abaixo, 
onde O e 1 são tomados com multiplicidade n+1, 



Definição 2.4.2 Denominamos espaço vetorial de resolução j das B-Splines 
de grau n, definidas e m  [O, I], que interpolam os pontos extremos, denotado 
por Vjjn ou simplesmente V j ,  o espaço vetorial gerado pelas B-Splines de grau 
n # (t)  = Nn,(2jt  - i), de resolução j, associadas ao re,finamento (tj) diádico 

de [ O ,  11, onde &(t) são os polinômios de Bernstein, dimensão de V j y n  é 2j+n 
e Vj  C Vj-ti. 

Definição 2.4.3 Denominamos equação de refinamento para as resoluções 
j e j - l ,  a equação representando a combinação linear da base {&I(.)} e m  

relação a base (4: (.) ), dada por, 

4;-' = C qP h [i] 
i 

Ou usando a notação matricial, 

onde H j  representa u m  ,filtro passa-baixa. 

Exemplo 2.4.1 Equações de refinamento para splines cúbicas definidas e m  
[O, I], que interpolam os pontos extremos. 
Consideremos no nz'vel O de resolução, o espaço vetorial V O f  gerado pelos 
polinômios de Bernstein de grau 3, representado pelo vetor, 

onde os nós são dados pelo vetor, 



e as abscissas de Greville pelo vetor, 

no  niveb 1 de resolução temos o espaço vetorial gerado pelas splines 
cúbicas refinadas dadas pelo vetor, 

onde os nós são dados pelo vetor, 

e as abscissas de Greville pelo vetor, 

Para determinar H1 na  equação de refinamento ao = @H1 notemos que 
escrevendo ao e m  relação a ao temos matricialmente, 

onde I é a matriz identidade, e temos assim os coeficientes de @8,  no  n h e l  
zero, calculados nas abscissas Gj = (9:) de Greville correspondente, 

Usando agora o Algoritmo de Inserção de Nós de W. Boehm, teremos H' 
dado por, 

4: R 4; 43 
J. 4 J. 1 

0.5 0.5 O 



I 16 in 3% 213 516 1 

Figura 2.4: O algoritmo de inserção de nós de W. Boem 



Capítulo 3 

B- Wavelets semi-ortogonais 
sobre intervalos limitados 

Através do conceito de multi-resolução apresentaremos as B-Wavelets sobre 
intervalos limitados, adaptadas aos bordos, que possuem a propriedade de 
serem ortogonais as B-Splines do mesmo nível de resolução tal como apre- 
sentadas por CHUI [27]. As equações de refinamento para as wavelets entre 
níveis distintos de resolução fornecerão a matriz, adaptada aos bordos, que 
representa um filtro passa-alta. Os resultados e notações aqui apresentados 
baseiam-se nas referências [23, 28, 291. 

Consideremos Vj, o espaço vetorial de resolu@o j das B-Splines de grau n 
definidas em [O, 11, que inteipolam os pontos extremos, e tomemos a decom- 
posição, 

vj = vj-1 e wj-1 

onde Wj-I 6 o espaço vetorial das B-Splines que representam a diferença ou 
"detalhes " de Vj-I em relação a Vj. 

Defini~ão 3.1.1 Denominamos espaço vetorial de resolução j das B- Wavelets 
de grau n, definidas e m  [O, 11, que interpolam os pontos extremos, denota- 
do por Wjln ou simplesmente Wj, o espaço vetorial gerado pelas B-Splines 
de grau n $!(t) = $'(2jt - i) ,  de resolução j ,  associadas ao refinamento 
(g) diádiu, de [O, 11, onde 



são as B- Wavelets de resolução O e a dimensão de Wjjn é 23'. 

Definição 3.1.2 Denominamos componentes de f E V j  e m  relação a base 
@j  e denotadas por [ f I a j  as coordenadas de f  e m  relação a @i. Assim, se 

então, as componentes de f  nos niveis j e j-1 de resolução, são dadas re- 
spectivamente por, 

[fl,i = c3' 

onde Dj-l representam os detalhes da resolução do nz'vel j-1 e m  relação ao 
n h e l  j. 

Definição 3.1.3 Denominamos equação de refinamento para as B- Wavelets 
e m  relação as resoluções j e j-I, a equação representando a combinação linear 
da base { $ i - I ( . ) }  e m  relação o base {&(.)), dada por, 

Ou usando a notação matricial, 

onde Gj representa u m  filtro passa-alta. 



3.2 Mudança de bases entre resoluções dis- 
tintas 

Definição 3.2.1 Denominamos matriz mudança de bases entre as resoluções 
j - 1 e j a matriz ( H j  Gj), formada pela justaposição dos filtros de s2ntese 
passa-baixa H3 e passa-alta Gj, que verifica a equação, 

ou ainda, 

Definiqão 3.2.2 Denominamos -. matriz - .  mudança de bases duais, entre as 
resoluções j - 1 e j ,  a matriz ( ~ 3  ~ 3 )  , fornada pela justaposição dos filtros 

de análise passa-baixa @ e passa-alta @, que ve-fica a equação, 

ou ainda, 

onde, 

Proposição 3.2.1 

ou ainda 

Dernonstração:de 3.1 e 3.3, ternos 

Proposição 3.2.2 



Demonstração:de 3.2 e 3.3, temos 

Proposigão 3.2.3 Considere, 

ou matricialmente, 

Da6 temos a mudança de coordenadas entre as resoluçõe j-I e j, 

Demonstração: Notemos que, 

Por 3.1 

e por 3.3, 



Por outro lado, por 3.1, 

Proposição 3.2.4 A s  componentes wavelets de f E Vj e m  relação aos 
niveis j e j - 1 de resolução satisfaxem a igualdade, 

Demonstração:consequência imediata de 3.4. 

3.3 Transformada Wavelet 

[f laj 

Discreta 

Definição 3.3.1 Da proposição 3.2.3 definimos a transformada wavelet disc- 
reta que denotaremos por F W T ( . )  (Forward Wavelet Dansform) 

-T 
onde H3 e GT representam os filtros de análise passa-baixa e passa-alta 
respectivamente., no  nivel j de resolução. 

Definição 3.3.2 Da proposição 3.2.3 definimos a transformada wavelet disc- 
reta inversa que denotaremos por IWT(.) (Inverse Wavelet Transform), 

onde Hj e Gj representam os filtros de síntese passa-baixa e passa-alta re- 
spectivamente. 



Figura 3.1: Todas as B-Splines (8) e B-Wavelets (8) de grau 0, (HAAR), no 
nhel três de resolu$io, sobre [0,1] 

3.4 A transformada B- Wavelet , semi-ortogonal 
definida sobre intervalo limitado 

Proposição 3.4.1 Considere (@i @i) de tal forma que, para todo j 2 O, as 
wavelets em @j sejam ortogonais as funções e m  @, com relação ao produto 
interno dos mz'nimos quadrados dado por < X J Y  >= X T Y  então Q j  satisfaz 
as condições de semi-ortogonalidade, 

> GGj = O para todo j > O ( ~ j ) ~  < m ' l  
Demonstração:por 9.1 temos, 

Definição 3.4.1 Denominamos Tkansfamada B- Wavelet semi-ortogonal ou 
simplesmente l?ransfomada Wavelet , quando os filtros de sz'ntese ( H j  Gj) 
satisfaxem as condições da proposição 9.4.1, 

T (@) < dlW' > ~j = O  para todo j $O 

Nas figuras 3.1 , 3.2 , 3.3 e 3.4 podemos ver as funções escalas B-Splines e 
as respectivas B-Wavelets semi-ortogonais, definidas sobre intervalo, de graus 
0, 1, 2 e 3 respectivamente. 



Figura 3.2: Todas as B-Splines (9) e B-Wavelets (8) de grau 1, (Linear), no 
nivel três de resolução, sobre [0,1] 

Figura 3.3: Todas as B-Splinw (10) e 3-Wavelets (8) de grau 2, (Quádricas), 
no n h l  três de resolução, sobre [OJ] 



Figura 3.4: Todas as B-Splines (11) e B-Wavelets (8) de grau 3, (Cúbicas), 
no nível três de resolução, sobre [0,1] 

Exemplo 3.4.1 Consideremos a Fransformada B- Wauelet semi-ortogonal, 
definida no  intervalo [O, 11, considerando as B-Splines cúbicas definidas em 
[O,  11. Pelo exemplo 2.4.2, no niuel 1 de resolução temos o filtro de s2ntese 
passa-baixo dado por, 

H' = 

A condição de semi-ortogonalidade impõe o cálculo do filtro passa-alia de 
sz'ntese G1, de tal forma que: 

onde a'(.) são os polinõmios de Bernstein cúbicos reesca2onados para o nivel 
1 de resolução. Da$ calculando temos, 

Os filtros de análise são calculados por 3.3, 



Figura 3.5: Transformada B-Wavelet sobre a.5 coordenada? dos 35 pontos de 
controle da letra r 

Logo, calculando a inversa, temos, 

Na figura 3.5 podemos ver o resultado da Transformada B-Wavelet cúbica, 
atuando sobre os pontos de controle Pi = (xi, yi) onde 1 < i 5 35, que 
modelam geométricamente a letra "rVadon, através de B-Splines cúbicas. 

Nas figuras 3.6 ,3.7 e 3.8 temos a decomposição da letra "r" do nível 6 de 
resolução com 26 + 3 = 35 pontos de controles até ao nível O de resolução com 
2' + 3 = 4 pontos de controle e na figura 3.9 temos a reconstrução, através 
da Transformada Wavelet Inversa (IWT), da letra "r", do nível O até o nivel 
6 de resolução. 



Figura 3 .6  A letra r nos níveis 

Figura 3.7: A letra r nos níveis 3 e 2 de resolução 



Figura 3.8: A letra r nos niveis 1 e O de resolução 



Figura 3.9: Reconstrução da letra i 



Capítulo 4 

Aplica@.o das B- Wavelet s em 
modelagem geométrica 
variacional 

A aplicação que aqui será tratada tem por base ajustar uma curva a pontos 
do plano de tal forma que a energia de curvatura (bend) interna seja mínima. 
Este problema é análogo ao da deformação de uma barra flexível, sujeita a 
vínculos, sem considerar a energia de estiramento. 

No contexto dos elementos finitos procura-se uma solução formada por 
combinqao linear de splines cúbica associadas a uma malha linear con- 
struída ao longo do intervalo de definição da barra, que minimiza o funcional 
de energia. O problema aqui será resolvido de maneira semelhante onde 
procuraremos uma solução spline cúbica descrita como combinação linear 
de B-Splines associadas aos pontos (partículas) do refinamento do intervalo, 
semelhante aos métodos sem malha ( meshless) [30]como o MRKP (Multires- 
olution Reproducing Kernel Particle Method) [31] . 

O sistema de equações lineares formado pelos coeficientes será resolvido' 
pelo algoritmo iterativo do gradiente conjugado. Veremos que ao introduzir 
as B-Wavelets junto com as B-Splines o sistema será mais bem condiciona- 
do e desta forma a solução será obtida com um menor número de iterações. 
Isto equivale a representar a curva em vários níveis de resolução, de tal for- 
ma que o reduzido número dos coeficientes em relação as B-Splines (filtro 
passa-baixa), que representam a curva globalmente em determinado nível 
de resolução, se ajustam mais rápidamente aos vínculos, enquanto que os 
coeficiente em relação ím B-Wavelets (filtro passa-alta), que representam os 
detalhes, procuram ajustar a curva localmente. 

Resolveremos um problema análogo ao da minimização da energia de 
curvatura da curva sujeita a 3 vínculos como apresentado em [32]. No entanto 



em vez de usar B-Wavelets cúbicas bi-ortogonais não adaptadas aos bordos 
nossa contribuição se baseia no uso das B-Wavelets cúbicas semi-ortogonais 
adaptadas aos bordos com os respectivos filtros rnatricias. 

Outras abordagens relativas a problema análogo de mirnimização de fun- 
cionais de energia se encontram em [33, 34, 35, 361. 

4.1 Apresentação do problema de modelagem 
geométrica variacional 

Consideremos o problema de encontrar uma curva y( t )  E R, onde t E 

[O, l],que satisfaça as condições, 

rninimize a energia de deformação 1' I r  (t)"12 dt 

sujeita aos vínculos 

Vamos resolver pelo método de Ritz, utilizando-se de um polini3mio do 
quarto grau, tal como apresentado em 1231, 

y (t) = xi + xz t  + x3t2 + x*t3 + x5t4 = U (t) x 
2 3 4 onde U (t) = [I t t t t ] e X = [xl xs x3 xq xgIT 

Dai, 

1' I Y " I ~  dt = 1' (d' (t) X )  (d (t) X )  dt = 
o 

= 1' (u" (t) X )  (u" (t) X )  d t  = 1' ( X T  (d' (t))T) (u' (t) X )  dt = 
o 

= 1' xT ((u" ui' (t) X d t  = ) 

onde, a matriz H, denominada Hessiana, é dada por, 



Com relação aos vínculos, temos o seguinte sistema de equações lineares, 

onde considerando 

1 0 0 0 0  
A= ( 1  i ) ( f 8 )  

1 1 1 1 1  12 

Logo o problema variacional consiste em, 

1 
minirnize - X ~ H X  

2 

sujeito aos vínculos A X  = b  

Para transformar este problema em um outro sem vínculos, utilizemos a 
técnica dos multiplicadores de Lagrange, 

tomando X = ( %i ) , e temos o problema de ofimiza<.ão quaclrAtica, 

minimize f ( : ) = $ X T H X +  (Ax-  b)'~ 

Derivando em relagão A X  e A, e igualando à 0, temos o sistema linear 
8x8, 

HX+ATX+O=O 
A X t O X - b = O  ' 

(: tT) (: ) = (!) 
resolvendo este sistema, em relação à X  e A, teremos, 

e, no conjunto dos polinômios do quarto grau, aquele que satisfaz o prob- 
lema de otimização proposto é dado por, 



4.2 Resolvendo o problema de otimização na 
base das B-Wavelets 

Considere o problema de encontrar a curva 

satisfazendo as condições, 

minimize a energia de deformação J' 1 (t). l2 d t  
o 

sujeita aos vínculos 

Vamos resolver este problema usa.ndo o método de Ritz. A representação da 
curva y( t )  na base das B-Splines 

de nível j de resolução é dada por, 

pelo método dos multiplicadores de Lagrange, consideremos (AI - . . A,)' e 
resolvamos o problema de otimização quadrática, 

onde a matriz Hessiana H é dada por Hix = 6: (t) )i ( t ) d t  



e a matriz A é dada por A = 

@' ( t m )  

Isto nos leva a resolver o sistema de equações lineares, 

Com o propósito de melhorar o número de condicionamento da matriz deste 
sistema, vamos considerar o problema de otimizaçáo na base (@* - . XPj-l). 

Proposição 4.2.1 Considere no nhel  j de resolução, as coordenadas de 

em relação a base Q>j das B-Splines de grau d, e as coordenadas em relação 
as B-Splines e B- Wavelets do nivel j - 2 de resolução, 

onde 

Demonstração: Como 



Proposi~ão 4.2.2 Na base (P-"j-"j-fil - . W1) para k niveis de 
resolução, onde I 5 5 5 j, o problema de otimixação é resolvido pelo sistema 
de equações lineares, 

Depois de resolvido este sistema em relação a r, retoma-se a base @ j  usando, 

considerando a matriz em blocos n / l j y k  gerada pela aplicação progressiva dos 
Jiltros ( ~ j - ~  GjPk), O < k < j ,  como mostramos abaixo para k = 0,1 ,2:  

Demonstração:como X = @>'"r, temos 

Derivando em relação a X e X e igualando a zero, temos o sistema de 
equações lineares da proposição. 



Proposição 4.2.3 Na proposição anterior considerando k = O os produtos, 

são tais que H = H ( H j  Gj) e A ( H j  G j )  representam a aplicação de u m  
filtro passa-baixa H j  e passa- alta Gj e m  cada linha das matrizes H e A 
respectivamente e ( ~ j  ~ j ) ~  Hrepresenta a aplicação dos .filtros ~j e ~j 

sobre cada coluna de H. 
Demonstração: Basta considerar a decomposição das matrizes H e A e m  
blocos e efètuar os produtos, 

onde d é o grau da B-Spline. Depois da mudança de base, obtida aplicando 
os filtros passa- baixa H3 e passa-alta Gj, a matriz H, passa ter  a forma, 

L o w L o w  H i g h l o w  
L o w H i g h  H i g h H i g h  

4.3 Aplicaçáo 
Considereremos o experimento apresentado em [32], de ajuste de uma curva 
B-Spline com 26 + 1 = 65 pontos de controle, onde se usa B-Splines cúbicas 
bi-ortogonais definidas sobre intervalo com extensão simktrica e periódica dos 
pontos de controle nos bordos do intervalo. 



As mudanças de níveis são feitas considerando a proposição 4.2.3 com os 
filtros bi-ortogonais estendidos nos bordos, dados por, 

1 
h[0..4] = - x {1,4,6,4,1) 

8 

1 
g[O..10] = -X {5,20,1, -96, -70,280, -70, -96,1,20,5) 

256 

Gortler considera o nível máximo de resolução L = 6, com 26 + 1 = 65 
B-splines. Como temos 3 vínculos, teremos um total de 65+3 = 68 variáveis. 

A matriz que resolve o problema é dada por, 

e como é necessário que ela seja positiva definida, considera o problema equiv- 
alente de resolver o sistema, 

pois de acordo com [37], se M é inversível , então 

MTn/í é simétrica e positiva definida. 

O sistema acima tem um número de condicionamento que é o quadrado do 
original e isto influilncia o número de iterações necessárias para determina 
a solução, perfazendo um total de 1024. Considerando o sistema no nível 
O de resolução, com as B-Wavelets definidas na reta, que é obtido filtrando 
a submatriz LowLow de Ã e H ,  notamos que são apenas necessárias 64 
iterações. 

Desta forma Gortler, usando a base B-Spline, vide 4.1, com B-Wavelets 
cúbicas bi-oriogonais, com extensão simétrica e periódica para fora do inter- 
valo, cuja FWT 6 dada pelos filtros de análise mostrado na figura 4.2e a IWT 
é dada pelos filtros de síntese apresentado na figura 4.3, obtem os resultados 
que podem ser vistos nas ilustrações 4.4e 4.5. 

Foi feita uma simulação análoga considerando as B-splines cúbicas semi- 
ortogonais sobre intervalos, onde próximo as bordas os filtros matriciais foram 



Figura 4.1: Base com 16+1=17 B-Splines cúbicas sobre o intervalo [0,16] 

adaptados, pelo algoritmo de Inserção de Nós de W. Boehm, conforme os val- 
ores das máscaras representadas pelas linhas ou colunas, próximas as laterais 
das matrizes de análise e síntese. 

Observou-se que em um problema análogo de interpolar 3 pontos do plano 
por uma curva B-Spline cúbica, temos um menor número de iterações na apli- 
cação do Algoritmo do Gradiente Conjugado quanto maior for a quantidade 
de wavelets empregadas. 

Assim, no nível 6 de resolução sem wavelets, temos 464 iterações, na base 
com o total de 26 + 3 = 67 B-Splines cúbicas: 

No nível 3 de resolução, temos 35 iterações, na base com Z3 + 3 = 11 
B-Splines e 67 - (23 + 3) = 56 B-Wavelets: 

No nível O de resolução, temos 25 iterações, na base com 2' + 3 = 4 
B-Splines e 67 - (2' + 3) = 63 B-Wavelets: 

Isto pode ser visto nas figuras, 4.6 , 4.7 , 4.8 e 4.9 . 
Temos assim uma solução rnatricial com adaptaçiio nos extremos do in- 

tervalo que evita os erros nos bordos obtidos por extensões do filtro tal como 
foi utilizado por Gortler. 



Figura 4.2: Filtro de análise. Convolução com decimação. 



Figura 4.3: Filtro de síntese. Interpelação com csmluçk. 



Figura 4.4: Nível 6 de resolução com B-Splines (curva superior ) e o nível O 
com B-Wavelets (curva inferior).Iterações 0, 4 e 16. 

Figura 4.5: Nível 6 de resolução com B-Splines (curva superior ) e o nível O 
com B-Wavelets (curva inferior). Itera~ões 64, 256 e 1024 
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Figura 4.6: Posição inicial da curva 



Figura 4.7: Interpolação dos três pontos, na base B-Spline cúbica no nível 6, 
com 464 iterações 



Figura 4.8: Interpola$io dos tr& pontos, na base com B-Wavelets cúbicas 
no nível 3, com 35 iterações 



Figura 4.9: Interpelação dos três pontos, na base com B-Wavelets cúbicas 
no nível 0, com 25 iterações 



Capítulo 5 

Aplicação das B- Wavelets 
tensoriais em filtragem de 
imagens em rnultiresolu@50 

Neste capítulo, nossa contribuição se refere a apresentação de uma gener- 
alização de filtros wavelets para imagens, construidos por produto tensoriais 
de Jiltros unidimensionais "distintos", junto com o conceito de nz'vel de res- 
olução ( j ,  i) em relação a (largura,altura) da imagem, o que possibilitará uma 
análise em multi-resolução ao longo das linhas (colunas) e posteriormente ao 
longo das colunas (linhas) por diferentes filtros unidirnensionais. Estes re- 
sultados são particularizados para as B-wavelets e aplicados na análise em 
multi-resolução das imagens de Lena e Radon. 

Detalhes relativos a resultados de álgebra linear podem ser encontrados 
em [37] e sobre produto tensoriais em [38]. 

5.1 Matriz associada ao operador linear na 
base das wavelets 

Definição 5.1.1 Considere V' e V%spaços vetoriais de dimensões m e n 
respectiuomente. Se T : t" i Vi  é um operador linear e 

é uma base de V' então por definição, 



Definicão 5.1.2 Considere V' e V i  espaços vetoriais de dimensões rn e n 
respectíuamente. Se T : V' -+ Vi é u m  operador linear, denominamos 
matriz no nz'vel ( j ,  i )  de resolução e m  relação a (largura,altura), associada ao 
operador T considerando as bases, 5' de Vi no nivel j de resolução e @ d e  
V%o nivel i de resolução, a matriz denotada por [T]5j,mi = (T,,) tal que, 

ou tomando a transposta, 

Proposi@o 5.1.1 Se ,f E V' então 

da< aplicando o operador T ,  

Representação matricial de um operador linear 
em níveis distintos de resolução 

Proposição 5.1.2 Considere as bases ($-I @') e Q;' de niueis de res- 

olução j - 1 e j ,  respectivamente para v.  Temos assim a relação entre estas 
bases e as respectivas bases duais, dadas por, 



onde 

Considere também, as bases (ai-' Qi-' ) e ai de nheis  de resolução i - 1 
e i, respectivamente para V'. Temos assim a relação entre estas bases e as 
respectivas bases duais, dadas por, 

onde 
(2 qT = (Hi @ - I  

Se temos a representação matricial de T nas bases 8 e @ d a d a  por [T]mj,mi 

no néuel ( j ,  i )de  resolução e a representação de T nos bases (5j-l e 
(ai-' dada por [TI p-1 -. , (@i-~  qi-1 no nivel ( j  - 1, i - 1)  de res- 

1 
olução em relação a (1  argura, altura), então as duas representações satis- 
fazem a relação de semelhança dada por, 

Demonstração:por 5. I .  1 temos, 

da segunda igualdade e usando 3.2.4 temos, 



donde, comparando com a primeira igualdade, 

dai, 

Usando a relação 3.3 temos a proposição. 

5.1.2 Representa~ão tensorial de iam operador linear 
em níveis distintos de resolução 

Definição 5.1.3 Considere as matrizes, A  = (a,,) E Mnlxm, e B = (b,,) E 

Mn2,,,. DeJinimos o produto tensorial ou de Kronecter de A por B ,  pela 
matriz  A €3 B E M(nlxn2) ,(,, ,,,) da seguinte forma, 

Propriedades do produto tensorial: 
Para as matrizes A, B, C, D e o real c, temos, 

I. A @ B # B @ A  

2. ( A + B ) @ C = A @ C f  B @ C  

3. ( A @ B ) @ C = A @ ( B @ C )  

4. ( A @  B)* =A% B~ 

5. (A @ B ) - ~  = A-' €4 B-' 

6.  ( A  @ B)  (C @ D) = (AC) @ (CD) 



Definição 5.1.4 Denominamos de representação tensorial do operador lin- 
ear T : V' u V-efinido por 

T (ig) = C ~ s r d  
S 

a expressão dada por, 

ou matricialmente, 
T = (305') C 

onde C é o vetor coluna 

Proposição 5.1.3 Se no nível ( j ,  i )  de resolução temos a representação ten- 
sorial do operador linear T dado por, 

então no nível ( j  - 1, i - 1) de resolução temos a representação tensorial, 

onde, temos os filtros passa-baixa e passa-alta de nzílel i, Hi e Gi, respectivamente 
e os filtros passa-baixa e passa-alta de nível j ,  zi e C' respectivamente. 
Demonstração:da proposição 3.2.1, para o nível de resoluçao j  temos 



e da proposição, 3.2.2, para o nhe l  de resolução i temos, 

Operando e m  blocos e usando as propriedades do produto tensorial, 

Fazendo agora o produto matricial e m  blocos destas três matrizes, temos a 
confirmação da proposição. 

Desta forma, com a notação tensorial, no nível ( j ,  i )de  resolução se, 

então em relação ao nível ( j  - 1, i - 1) temos, 



Assim, a representação matricial de T, no nível ( j  - 1, i - I)  de resolução, 
seria dada por 

Se Lowi e Highi representam o resultado das filtragens dos coeficientes C 
de T pelos filtros de nível i e Lowj e Highj representam o resultado das 
filtragens dos coeficientes C de T pelos filtros de nível j temos a matriz 5.3, 
na forma 

Definição 5.1.5 S e  temos a matriz C = (e:), definimos a sub-matriz Lowi_Lowj = 
(&'li- ') como a represesentação dos coeficientes C no nz'vel de resolução 
( j  - 1, i - 1) e as demais sub-matrizes Highi-lowj = ( d ; ; ' ~ ~ - ~ ) ,  L o w i H i g h j  = 
@i?3i-' 3.r ) e Wighil-lighj = (di;i,i-l ) como a representação dos detalhes de 
C n o  nz'vel de resolução ( j  - 1, i - 1) e m  relação ao nivel ( j ,  i )  . 

5.2 Transformada discreta B- Wavelet bidimen- 
sional e tensorial 

Tendo em vista as proposições 5.1.2 e 5.1.3 temos, 

Definição 5.2.1 Consideremos a matriz M E Mnxm, onde n = 2i + d e 
m = 23 +d , sendo i e j os nz'veis de resolução do número de linhas (altura) 
e do número de colunas (largura) respectivamente e d e d representam o grau 
das splines. Definimos a transformada discreta, denominada B- Wavelet bidi- 
mensional e tensorial, denotada por F W T 2 T  (.) (Forward Wavelet Trans- 
form 2-dimension Tensorial) pelo produto matricial, 

F W T 2 T  ( M )  = ( r{: ) M (z? i@, 

onde e @são os filtros de análise passa-baixa e passa-alta do n h e l  i de 
resolução das linhas de M ,  respectivamente e H' e G' são os filtros de 
sz'ntese passa-baixa e passa-alta do n2vel j de resolução das colunas de M ,  
respectivamente. 



Definição 5.2.2 Consideremos, como acima,a matriz 111 E A&,,, onde 
n = 2i + d e m = 23 -i- d , sendo i e j  os nhe i s  de resolução do número 
de linhas (altura) e do número de colunas (largura) respecthamente e d e - 
d representam o grau das splines. Definimos a transformada inversa disc- 
reta B-  Wauelet bidimensional e tensorial, denotada por IWT2T (.) (Inuerse 
Wauelet Transform 2-dimension Tensorial) pelo produto matricial, 

=j - 
onde H e d s ã o  os filtros de análise passa-baixa e passa-alta do nível j  de 
resolução das colunas de M ,  respectivamente e Hi e Gi são os filtros de 
síntese passa-baixa e passa-alta do nz'vel i de resolução das linhas de M ,  
respectivamente. 

Proposição 5.2.1 A Transformada Discreta B- Wauelet Bidimensional e Ten- 
sorial, FWT2T (.) , aplicada e m  uma matriz M,de n h e l  de resolução ( j  - 1, i - 
e m  relação a (largura,altura), pode ser calculada aplicando uma Transforma- 
da B- Wauelet unidimensional : 

-3 -j I- primeiro ao longo de todas as linhas da matriz M ,  com os filtros ( H  G ) 
e posteriormente sobre a matriz resultante, ao longo de todas as colunas com 
os filtros (H' 4 , ou 
II-primeiro ao longo de todas as colunas da matriz M e posteriormente,sobre 
a matriz resultante, ao longo de todas as linhas. 

Demonstração:em I, consideremos M T  a r-ésima linha e M s  a s-ésima coluna 
da matriz M.  Operando e m  bloco sobre a matriz M ,  temos, 



onde L o d ,  Highj  representam respectivamente o resultado dos filtros passa- 
baixa e passa-alta de nivel j ,  ao longo das linhas e Lowi, Highi  representam 
respectz'vamente o resultado dos jiltros passa-baixa e passa-alta de nivel i, ao 
longo das colunas da matriz M. 
Em I . ,  operando e m  bloco sobre a matriz M ,  temos, 

onde Lowj,  Highi  representam respectivamente o resultado dos filtros passa- 
baixa e passa-alta de n h e l  i para nz'vel i - 1, ao longo das colunas e LowJ, 
~ i g h j  representam respectivamente o resultado dos filtros passa-baixa e passa- 
alta de nivel j para o nival j - 1, ao longo das linhas da matriz M. 



5.3 Aplicação 

Como aplicacão do produto tensorial, consideremos Hi, Gi, z?? filtros de 
Haar unidimensionais, mais precisamente os filtros construídos a partir das 
funções escalas e wavelets modeladas pelas B-Splines de grau 0, e os 4 filtros 
bidimensionais gerado pelo produto tensorial dos mesmos e seus duais, 

(Q)' c3 (2) 

Assim, se M é o vetor coluna que representa a imagem de Lena com 
2' = 256 linhas e 27 = 128 colunas, portanto no nível ( j ,  i) = (7,8) de 
resolução, pela proposição 5.1.3 a filtragem da imagem de Lena, figura 5.1 , 
por filtros de Haar, seria dada pelas 4 sub-matrizes 128 x 64 construidas a 
partir do vetor coluna, 

Low Low (L8 L7) M 

(H8L7) M 
HighHigh (H8H7) M 

cujas imagens podem ser vistas nas figuras 5.2 , 5.3 , 5.4 , 5.5 . 
De acordo com a proposição 5.2.1 a FWT2T pode ser descrita pela fil- 

tragem das linhas seguida das filtragens das colunas, de tal forma que se 

então, 

conforme o esquema apresenkado na figura 5.6. 
Desta forma, considerando a filtragem ao longo das linhas e posterior- 

mente ao longo das colunas pelos filtros de Haar, podemos filtrar a imagem 
de Lena, figura 5.1, do nível de resolução (7,8), usando o esquema acima 2 
vezes, para o nível de resolução (5,6), e temos o resultado apresentado na 
figura 5.7 . 

Por outro lado, na figura 5.8 temos a imagem de Radon sendo filtrada 



Figura 5.1: Imagem original de Lena com 256 linhas e 128 colunas 



Figura 5.2: Decomposição LowLow da Imagem da Lena, usando o produto 
tensorial dos filtros de Haar. 



Figura 5.3: Decomposicao HighLow da  Imagem da Lena usando o produto 
tensorial dos filtros de Haar. 



Figura 5.4: Decomposicao LowHigh da Imagem da Lena usando o produto 
tensorial dos filtros de Haar. 



Figura 5.5: Decomposicao HighHig1-i da Imagem da Lena usando o produto 
tensorial dos filtros de Haar. 



Figura 5.6: A transformada wavelet direta, bidimensional e tensorial 



Figura 5.7: Filtragem da imagem de Lena com Haar, do nível (7,8) para o 
nível (5,6) 



Imagem original de Radon no nível (8 ,8)  de resolução 

FWTZT I IWTZT 

B-Spline de grau 1, linear 
-7 

Baixa frequência+ 6 Alta frequência 

Baixa 
frequência 

Funções 
escalas 

Alta 
irequência 

Funções 
wavelets 

LOW X LOW = 128 X 129 
Imagem de Radon no nível ( 7 , 7 )  de resolução 

Figura 5.8: Filtragem da imagem de Radon com os filtros Linear e de Haar, 
do nível (8,8) para o nível (7,7) 



por filtros B-Splines de grau I ( linear), passa-baixa e passa-alta, primeiro ao 
longo das linhas e depois por filtros B-Spline de grau O (Haar),passa-baixa e 
passa-alta, ao longo das colunas. 



Capítulo 6 

Aplicacão 3 das B-Wavelets em 
reconstruqm de imagens 

A aplicação das wavelets em reconstrução de imagens se torna evidente, quan- 
do a região a ser reconstruida é iluminada por : 

1. pulsos de wavelets de raios X em tomografia computadorizada, e temos 
a representação da Transformada de Radon por wavelets, 

2. pulsos de wavelets eletromagnéticas [39, 401em imagem por ressonância 
magnética, e temos a Transformada Wavelet Discreta sendo utilizada 
no lugar da Transformada Discreta de Fourier, 

3. por pulsos de wavelets de sons [41] em aparelhos de ultrasom, e temos 
a representação, da correspondente generalização da Transformada de 
Radon para ondas, na base das wavelets. 

KAISER [21] faz uma apresentação teórica das wavelets eletromagnéticas 
e sonares, no contexto da representação de grupos de transformações, explo- 
rando o fato de que as equações que governam estes fenômenos são invariantes 
por escalas e translações (grupo afim), que são justamente as transformações 
usadas na definição das wavelets. 

A relação entre Transformada de Radon e wavelets torna-se clara quando 
se examina a expressão 

que aparece na fórmula de inversão da transformada discreta 6.5. Pode ser 
representada por uma convolução no domínio do espaço, para cada direção 
fixada pelo ângulo 19, 

FB' W ( k ) )  * i ( A  0) 



v 
e temos assim a filtragem no domínio do espaço, do senograma 9 (p, O) pelo 
filtro f (p) = F;' (IkI W (k)). 

O produto 1-1 W (k) no domínio da frequência é um filtro passa-alta IkI 
multiplicado por uma função janela arbitrária W (.) e o que se procura é uma 
função W (.) que se anule em k = O para que (kl W (k) varie suavemente em 
k = O, e assim F;' (lkl W ( k ) )  tenha suporte limitado. Como 

é o n-ésimo momento da função f (.), o que se procura é um filtro passa-alta 
f (p) de momento pelo menos igual a O e a wavelet é uma função que possui 
esta propriedade. 

Podemos apresentar três aplicações importantes do uso das wavelets na 
reconstrução em multi-resolução de uma imagem através de sua projeção: 

1. reconstrução progressiva de uma imagem através de acesso remoto a 
um aparelho de tomografia computadorizada, [42], 

2. reconstrução local de uma imagem envolvendo apenas a aquisição da 
imagem próxima a região de interesse, [43, 441, 

3. reconstxução da imagem em multi-resoluc,ão tendo como objetivo a 
eliminação de ruidos, [45, 461. 

No que se segue faremos a apresentação da,s definições, tomando por re- 
ferência [47, 381, tendo em vista a formulação algébrica em multi-resolução 
da t,ransformada algébrica de Radon, que denominaremos "Transformada 
B-Radonlet Algébrica'' . 

6.1 Transformada Discreta de Fourier 

Definigão 6.1.1 S e  z = (xl - - . então de.finimos a transformada direta 
discreta de Fourier por, 

X = DFT (a) = (Xl - x , ) ~  

onde 



Definisão 6.1.2 S e  X = (Xl . . x ~ ) ~  então definimos a transformada in- 
versa discreta de Fourier por, 

6.2 Transformada de Radon 

6.2.1 Transformada continua 

Definição 6.2.1 Considere g : (a, y) E R2 x E R .Definimos a trans- 
formada de Radon contínua por 

onde -+ 
8 = (cos(8), sin(8)) e (2) L = (- sin(8), cos(8)) 

Considere g : (p, 8) E R2 z E R. Definimos a transfomada inversa 
de Radon contínua por 

onde temos a transformada direta de Fourier em relação a p, 

e a transformada inversa de Fourier em relação a k, 

e o operador de retro-projeção 

Na figura 6.1 temos a transformada de Radon contínua. 



I k 1 é um filtro passa-alta 
no domínio da frequência. 

I s to  sugere o uso de 
f i l t r o s  wavelets 

Figura 6.1: Transformada de Radon contínua 

6.2.2 Transformada discreta 

Para sinais discretos , 

g : (x,, yn) E R2 H zk E R 

onde os parâmetros são dados por, 

x = X, = xmi, + ~ A x ,  m = 0, 1, ..., M - 1 

Y = yny,=yrnin+nAy,n=O,l  ,..., N - 1  
0 = 8t=0,i,+tAB,t=0,1, ..., T - I  
p = p T = p m i n + ~ A p , r = O , l  ,..., R - 1  

onde em geral considera-se 

temos as seguintes definições: 

Definição 6.2.2 A transfar-mada discreta de Radon é definida por, 

onde 
-+ -+ 1 
8, = (eos(Bt), sin(Qt)) e (8, ) = (- sin(&), cos(0,)) 

e os valores de g são obtidos por znterpolação. 



Figura 6.2: Transformada de Radon discreta 

Na figura 6.2 temos a transformada discreta de Radon do phantom-head 
32 x 32 em um senograma 64 x 64. 

Definição 6.2.3 A transformada inversa discreta de Radon é definida con- 
siderando a discretização da ,formulação contfnua n a  definição 6.1 

onde W ( k )  é u m  filtro para atenuar as altas frequências favorecidas pelo 
filtro passa-alta 1k1, denominado " rampa", e devemos considerar, e m  6.2 a 
transformada discreta de Fourier, e m  6.3 a transformada inversa discreta de 
Fourier e e m  6.4 a discretixação correspondente 

6.2.3 Transformada algébrica 

Consideremos, M o número de colunas, N o número de linhas da imagem, 
R o número de raios ao longo da reta p, e T o número de ângulos entre O e 
n e tomemos 

nx=ny=ne=np=i 
e uma base interpolante, 

onde 
m=O ,... M - l , n = O  ,..., N-1  



assim uma funçao g : (x, y )  E R2 I-+ x E R pode ser expressa como, 

sendo a transformada de radon linear temos, 

e usando a notação matricial podemos escrever, 

v 
onde as matrizes 9 (x, y )  e g(m, n) foram escritas, justapondo as linhas, na 
forma de um vetor com R x T e M x N elementos, respectivamente. Temos 
assim o sistema de equações algébricas, 

onde a matriz A tem as dimensões (R x T )  x (M x N) . 

Definição 6.2.4 Define-se a Transformada Algébrica de Radon b de x E 
RMxN pela equação matricial acima, ou seja, 

Definição 6.2.5 Define-se a Transformada Inversa Algébrica de Radon x 
de b E RRxT , a determinação de x como inversa generalizada, pelo Algorit- 
m o  do Gradiente Conjkgado dos Mz'nimos Quadrados (GCMQ), na equação 
matricial 

b=Ax  



Figura 6.3: Transformada inversa algébrica de Radon usando o algoritmo do 
gradiente conjugado dos mínimos quadrados 

Consideremos, por exemplo, 

A 6 uma matriz 4096 x 1024 

b C: um senograma 26 x 26 = 64 x 64 ou 2'' = 4096 

x é o SheppLogan phantom head 25 x 25 = 32 x 32 ou 2'' = 1024 

Na figura 6.3 podemos ver a transformada inversa algébrica de Radon, 
onde se faz o cálculo da solução aproximada de z a partir do senograina 
unidimensional b usando o algoritmo do gradiente conjugado com o erro dos 
mínimos quadrados. Obtemos assim a solução aproximada em 15 iterações. 



6.3 Aplicação 

6.3.1 A Transformada algébrica de Radon com B- Wavelets 
(B-RADONLET) 

O objetivo agora é propor uma definição envolvendo a uníificação da transfor- 
mada algébrica de Radon com as B- Wavelets, tendo e m  vista a reconstrução 
de imagens, em tomografia computadorizada, em vários niveis de resolzlção. 
Nesta definição a imagem e o senograma, representados por vetores colunas, 
podem estar em níveis diferentes de resolução e a B-Wavelet aplicadas no 
estudo da imagem pode possuir o grau distinto da B-Wavelet usada na rep- 
resentação do senograma. Isto ficará claro na notação ( j ,  i ) ,  onde o inteiro j 
representa o nível de resolução da imagem e o inteiro i representa o nível de 
resoluqão do senograma. 

Para tanto consideremos R : I/j V' a transformada de Radon e @ 
base de B-Splines para V' no nível j de resolução e ai base de B-Splines 
para vi no nível i de resolução. Temos assim a representação matricial da 
transformada de Radon no nível (j, i) de resolução, 

Daí, propomos as seguintes definições: 

Definição 6.3.1 Denominamos Transformada Direta B-Radonlet, no nível 
(j, i) de resolução, a transformação denotada por FR-letTjji (.) e definida 

onde 

Definição 6.3.2 
no nível ( j ,  i) de 
definida por 

Denominamos Transformada Inversa Generalizada B-Radonlet , 
resolução, a transformação denotada por GIR-letTi>i (.) e 

onde C' é solução obtida, pelo algoritmo do gradiente conjugado com o erro 
m h i m o  quadrado (GCMQ), na equação, 

A j j i ~ j  = bi 

Na figura 6.4 podemos ver uma aplicação da Transformada Inversa Gener- 
alizada B-Radonlet, no nível (9,11) de resolução, onde a inversa generalizada 
que fornece a imagem, é obtida em 15 iterações usando o Algoritmo do Gra- 
diente Conjugado dos Mínimos Quadrados (GCMQ). 



Transformada Algébrica de Radon com wavelet 
RADONLET Algébrica 

X] ve to r  no n í v e l  j de resolução,  
bi ve to r  no n í v e l  i de resolução,  

Aj.i matriz  com ( l a rgu ra ,  a l t u r a )  no h í v e l  (j , i )  de resolução. 

IWT 1 r 

Phantom Head no n í v e l  10 Sinograma no n íve l  1 2  

IWT (HAAR) FWT (HAAR) 4 
Phantom head no n í v e l  9 Sinograma no n í v e l  11 

GCMQ (15 i t e r ações )  

Figura 6.4: Transformada inversa generalizada algébrica de Radon, com 
wavelets, usando o algoritmo GCMQ. 



Capítulo 7 

Conclusão 

O desenvolvimento ao longo da tese demonstrou que é possível uma apre- 
sentação matricid unificada do conceito de multi-resolução, com B-Splines e 
as B-Wavelets associadas, no contexto de modelagem geométrica, filtragem 
e reconstrução de imagens. Para tanto foi introduzido o conceito de nível de 
resolução ( j ,  i) para uma imagem ou matriz junto com a possibilidade de se 
poder usar filtros passa-baixa com B-Splines distintas ao longo das linhas e 
colunas e filtros passa-alta com B-Wavelets distintas ao longo das linhas e 
colunas. 

Notemos que os resultados apresentados não dependem das B-Splines, 
logo é possível procurar adaptar os filtros escolhendo as B-Splines que possam 
resolver, por exemplo, os seguintes problemas: 

- I- Para £3-wavelets semi-ortogonais os filtros de análise, ver exemplo 3.4.1, 
Hj e 6 em geral são densos e o ideal é que fossem esparsos e para - tanto - 
faz-se necessário construir correspondentes matrizes Hj, Gj, Hj  e Gj 
para B-Wavelets bi-ortogonais. 

11- Outro aspécto importante é determinar as matrizes de refinamento de 
tal forma que todas tenham as dimensões das linhas e colunas como sendo 
potências de 2, desta forma podemos generalizar as B-Wavelets para "B- 
Wavelets Packets". Neste caso a técnica de multi-resolução poderá ser apli- 
cada não sómente na banda LL, como é o caso das Transformadas Wavelets, 
mas também nas outras bandas HL, LH e HH 

Com relação as B-Randolets, o que se pretende dentre os vários estudos 
possíveis, é a reconstrução local de imagens com atenuação dos ruidos. 



Apêndice A 

Condicionamento de matrizes e 
o algoritmo do gradiente 
conjugado 

Neste apêndice faremos uma revisão de dois tópicos importante em análise 
numérica, condicionamento de matrizes e o algoritmo do gradiente conjugado 
para a solução de sistemas de equações lineares. 

Se temos um sistema de equações lineares 

o conceito de condicionamento nos mostra o quanto a solução X é estável 
em relação a pequenas pertubações 6A nos elementos da matrize A dos coefi- 
cientes e pequenas pertubações 6b no termo não homogêneo b, provocados por 
pequenos erros de avaliação. Nas aplicações o que interessa é que pequenos 
erros em A e b acarretem um pequeno erro no cálculo de X e o número de 
condicionamento K(A) associado a matriz A nos fornece uma medida para 
esta estabilidade. 

Por outro lado, o algoritmo do gradiente conjugado é um método iterativo 
para a determinação de uma solução do sistema de equações lineares que se 
tem demonstrado atrativo tanto em modelagem geométrica [33] como em 
reconstrução de imagens [48], por algumas razões: 

I- 6 simples, 
11- são executadas poucas operações minimizando assim os erros prove- 

nientes dos cálculos, 
111- em cada iteração, o algoritmo faz uma avaliação da melhor direção no 

espaço das soluções que leva a solução íinal , se adaptando automáticamente 
aos os erros numéricos. 



Apresentaremos também uma versão otimizada [49] do algoritmo do gra- 
diente conjugado, para a determinação da solução aproximada do sistema de 
equacões lineares, segundo o erro mínimo quadrado, que é útil no contex- 
to da inversa generalizada presente na inversão da formulação algkbrica da 
Transformada de Radon. 

As revisões a seguir estão baseadas nas referência? [50], [51] e [49]. 

A.l  Normas de vetores e matrizes 

Definição A. l . l  Considere X E Rn e Y E Rn vetores. Denominamos 
norma de X ,  a função I ( . I I  : Rn + R que satisfaz as propriedades: 

São de interesses em análise nuinérica as seguintes normas para X = 

(21 " . xn)*, 

Exemplo A. l . l  Norma da soma dos módulos, 

IIXII1 = 1x11 + - .  + lxnl 

Exemplo A.1.2 Nomna dos mz'nimos quadrados, 

Exemplo A.1.3 Norma do máximo, do sup ou do infinito, 

Definição A.1.2 Considere X E Rn vetor e A E Mmxn matriz. Denomi- 
namos norma de X ,  a função 11.11 : Mmxn + R dada por 



A. 1.1 Propriedades 
Consideremos as matrizes, A, B E M,,,, o vetor X E Rn e o real c, 

2. IIcAII = c /IA// para qualquer real c 

Seja uma matriz A E Mmx,, temos então as seguintes normas, derivadas 
de suas correspondentes para vetores: 

A. 1.2 Exemplos 
Exemplo A.1.4 Norma do máximo das somas dos valores absolutos das 
colunas, 

Exemplo A.1.5 Norma dos mínimos quadrados, 

IIAllz = [autovalor máximo de A ~ A ] ~ / ~  

Exemplo A.1.6 Norma do máximo das somas dos valores absolutos das 
linhas, 

m 

A.2 Condicionamento de matrizes 

Definição A.2.1 O número real tc(A)=IIAl( IIA-lJI é dito Número de Condi- 
cionamento de A. 

O Número de Condicionamento de uma matriz A nos fornece um meio 
de avaliar o erro na soluçiio X,, de um sistema de equações (A + SA)X = bb, 
em função do erro nos coeficientes de A e no vetor b. 



Proposição A.2.1 Considere P E Mnxn e II.)) uma n o m a .  Se //P// < I 
então 

I i- P é inversz'vel, e 

Demonstração. I + P  é inversz'vel, se e somente se, ( I + P ) X  = O ¢=. X = 0, 
o que é verdade uma vez que X = -PX ==+ O < IIXII = IIPXIi 5 
IIPII IIXII < IIXII X = 0,daz'existe B = ( I  + P)-' . Como I = B ( I  + P )  , 
então 

Por outro lado B = I - BP, donde 

Proposição A.2.2 Considere A E Mnxn inversz'vel e R E Mnxn. Considere 
a = JIA-'RII < 1, então 

A + R é inversz'vel, e 

Demonstração: Como A é inversz'vel, 

então P + A-'R é uma pertubação da identidade. Como a = 1 1  A-'RII < 1 e 
pela proposição A.2.1 A + R é inversz'vel e 

donde, 



Proposição A.2.3 Seja A 6 M,,, e considere o sistema inverszílel de equações 
lineares dado por, A X  = b, Consideremos a solução do sistema numéricamente 
pertubado dado por, 

(A + &A) ( X  + SX) = b + Sb onde 11 ( 6 ~ )  A-'II < 1 ( A 4  

Então o erro relativo em X satisfaz a desigualdade: 

onde 

e 
n(A) é o número de condicionamento da matriz A 

Demonstração: A pertubação 6 X  de X satisfaz a equação matricial dada por 
A.1, logo 

(A + 6A) SX = (b + 2b)-(A + SA) X = (b - AX)+(Gb - (SA) X) = Sb-(SA) X 

Como 11 (SA) AplII < 1, pela proposição A.2.2 existe (A  + &A)-', donde 

SX = (A + SA)-' (Sb - (SA) X) 

Fazendo na proposição A.2.2 R = 6A como sendo a pertubação de A e M = 
(1 - 1 ( A )  A ) = (1 - a )  temos, 

6 X  = (p + W'II ll6b - ( 6 4  Xll 5 M. ~~~-'(l(116~11+ Il(6A)ll IIXll) 

Como b = AX temos que [[bll 5 IIAII IIXII donde 

e assim fica demonstrada a desigualdade A.2. 



A.3 Algoritmo do Gradiente Conjugado 

A.3.1 Definições 

Se A é uma matiz n x n e X é um vetor no R", então 

Assim para determinar uma solução X* do sistems de equações lineares, 

AX* = b 

é equivalente a encontrar um extremo X* da função quadrática, 

f (X) = ~ X T A X  - x T b  
2 

Para descrever o algoritmo do gradiente conjugado (veja 1511) necessita- 
mos de algumas definições, 

Definição A.3.1 A E Mnxn é dita simétrica se AT = A. 

Definição A.3.2 A E Mnxn é dita positiva definida se XTAX > O para 
x # o. 

Definição A.3.3 Consideremos a forma bilinear B : Rn xRn -+ R definida 
por B ( X ,  Y )  = XTAY. Se A é simétrica e positiva definida então B é u m  
produto interno no P . Dizemos que X E Rn e Y E Rn são A-ortogonais 
se B ( X ,  Y )  = XTAY = 0. 

Definição A.3.4 X E Rn e Y E Rn, são ditas direções conjugadas, e m  
relação a matriz A, se B(X,  Y) = 0. 

Definição A.3.5 Denominamos norma da energia de X E Rn, o real dado 
por 



Figura A.l: O algoritmo do gradiente conjugado 

A.3.2 O algoritmo do gradiente conjugado 

Proposição 8.3.1 (O algoritmo do gradiente conjugado) Considere 
g ( X ) = A X - b = V f ( X ) .  
Inicialixe o ponto X o  e o erro do = -90 = b - AXo 
Para k = O, . . . , n faça, 

$-dk  determine = Xk + akdk  onde a k  = - ;F;-. 
k Adk 

A d k  
determine = -gk+l+ Pkdk onde Pk = 

F i m  
Demonstração: Em cada iteração k o novo ponto Xktl = X k  + a k d k  é deter- 
minado a partir do ponto anterior X k ,  e m  função do desvio dk que por sua 
vez é calculado considerando o gradiente gk. 
Para calcular o ponto a k  é determinado de tal maneira que f ( X k  + a k d )  
tenha um mín imo  local ao longo da reta {X;, + a d ,  a E R)  n o  ponto Xk+1 ( 
veja as figuras A. 1 e A.2). Dai, 



Figura A.2: O algoritmo do gradiente conjugado em n iterações 



( A  ( X k  + a k d k )  - b)T dk = O 

( ( A X k  - b) + a k ~ d h ) ~  dk = O 

gzdk  + ak&ATdk = O 

Então como a matriz  A é simétrica , podemos concluir que 

Para determinar o novo desvio dk+1 e m  função do novo gradiente gk+~ e do 
velho desvio dk ,  devemos determinar ,Bk de tal maneira que 

&+I = -g'k+1+ Pkdk 

seja uma  direção conjugada da anterior dk ,  ou seja, 

d;+lAdk = o 

donde, 

Proposição A.3.2 Considere g k ( X )  = A X  - b então gk+l = gk i- a k A d k  
Demonstração:como 

X ~ + I  = X I ,  4- akdk 

então, 



Proposição A.3.3 Considere gk(X) = AX - b então, 

e 
9k+1 - k i k  

Demosntração:usando a proposição A.3.2 e A.3 temos, 

Por indução sobre i teremos 

e, considerando a A-ortogonalzdade das direções conjugadas (veja . . .), CAdk = 
0 ,  temos 

dFgh+l = dF (gk + akAdk) = dFgk + a i d F ~ d k  = O 

Por outro lado por A.4 e a primeira parte da demosntração, 

A.3.3 O algoritmo do gradiente conjugado e o método 
dos mínimos quadrados 

Em situações em que o sistema AX = b é tal que A é uma matriz retan- 
gular e portanto não inversível, podemos assim mesmo estimar uma solução 
aproximada usando o erro dos mínimos quadrados, e determinando 

X t R" tal que X = m i n { l ( ~ ~  - b(/:] 

Proposição A.3.4 

X E Rn tal que X = m i n { ( ] ~ ~  - b112) 

então 
X E R" é solução da equação normal ( A ~ A )  X = ATb 

Demonstração:~ ponto X de mlnimo é dado calculando aquele que anula as 
derivadas pareias de e ( X )  = (IAX - b((i. Consideremos, f (X) = (1x11: = 



T x:+ ... x; e g ( x ) = A X - b d o n d e , ~ f  ( x ) = ~ x ~ ~ = A ( o  . . .  1 . . . 0 )  =i- 
ésima coluna de A = Ai. Dai  aplicando a regra da cadeia, 

Ou ainda, 
( A ~ A )  x - ~~b = O 

e temos a equação normal. 

Podemos otimizar o algoritmo do gradiente conjugado para o caso de uma 
equação normal (ATA) X = ATb e para tanto precisaremos dos seguintes 
resultados. 

Proposição A.3.5 Considere g k ( X )  = A T A X  - ATb então gk+l = gk + 
akATAdk 
Denzonstração:como 

Xk+l = Xk + akdk 

então, 

Proposi@o A.3.6 No caso da equação normal (ATA) X = ATb, ah e m  
A.3 pode ser escrito como 

onde 
g k ( X )  = A T A X  - ATb e qk = Adk 

Demonstração:Para a equação normal, com gk acima, temos, 

Por outro lado, usando a proposição A.3.3 e dk = -gk + /3dk-, temos o 
produto interno com gk, 



Proposição A.3.7 No caso da equação normal (ATA) X = ATb, bk e m  
A.4 pode ser escrito como 

onde 

Proposição 
quadrados 
Inicialixe X o  

A.3.8 (Algoritmo do gradiente conjugado dos mz'nimos 
para equações normais) Considere g ( X )  = AT ( A X  - b) 
, go = do = A T ( A X o  - b) e qo = Ado 

Para k = O ,  . . . , n faça, 
119k1I2 Qk = + 
11qk112 

qk = Adk 
F i m  
Demonstração: consequência imediata das proposições A. 3.1, A. 3.6 e A. 3.7. 

Proposição A.3.9 Se K (A) é o número de condicionamento da matriz A 
simétrica e positiva definida, então a distância entre Xk+, e a solução X *  
no algoritmo do gradiente conjugado é dada por, 

onde 



Demonst,ração:bast,a usar para 0, . . ., k a desigualdade 

encontrada em [51] 
A desigualdade da proposição anterior nos faz ver, que a taxa de con- 

vergência do algoritmo do gradiente conjugado aumenta na medida que o 
número de condicionamento 6 (A) da matriz A se aproxima del. Assim se 
K (A) = 1 o algoritino converge em uma única iteração. 

No caso do sistema AX = O onde A = I, temos n(A) = IIAll l l ~ l l - ~  = 1 e 
a forma quadrática associada é, 

I 
f (X) = -xTrx - x T 0  = x2 + y2 

2 

onde as curvas de níveis são círculos. Assim se Xo E R', a direção contrária 
do gradiente , -Vf (Xo) = -2Xo, em uma única iteração nos leva a solução 

exata de I X  = O dada por X* = (9. 
Geométricamente o comprimento dos eixos principais dos círculos são os 

auto-valores de A, donde Xmm = Xmax = 1, logo para A simétrica e positiva 
definida, K(A) = = 1. Assim o número de condicionamento de A é uma 
medida de quanto uma elípse está mais próxima de um círculo e portanto 
melhora a eficiência do algoritmo do gradiente conjugado. . 

A mudança de "escala" ao longo dos eixos principais que transformaria 
elípse em círculo nos sugere o uso das wavelets com o método do gradiente 
conjugado. 
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