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A criago de um modelo de terreno é abordada neste trabalho através da
aproximagdo da solug@o de um problema de otimizagdo com restrigdes pontuais. A
fungBo objetivo, interpretada como a energia de deformagfiio de uma placa fina,
envolve as derivadas de segunda ordem de uma fungfo real definida no plano
pertencente a um espago conveniente. Formulamos um problema com restrigbes
aproximadas e provamos que a solugfo otima é o limite de duas sequéncias, a
primeira convergindo na norma do espago da solugdo e a segunda convergindo
pontual e uniformemente. Os espagos que contém as fungdes de ambas as
sequéncias sio obtidos através do Método de Elementos Finitos sobre
triangulagdes. A primeira delas emprega elementos conformes e a outra elementos
lineares. As triangulagGes utilizadas sdo escolhidas como triangulagdes CFK

adaptativas. Uma estratégia de solucdo em duas etapas, expressando o ponto
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central da proposta tedrica, ¢ apresentada. A primeira consiste na resolugdo de um
problema de programagdo linear cuja solugdio é uma fung8o vidvel. A segunda
considera um problema de programagio quadratica e a definigdo de um indicador

para a escolha da solugfio aproximando a solugéio 6tima.
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The creation of a terrain model is approached in this work through the
approximation of the solution of a optimization problem with pointwise
constraints. The objective function, interpreted as a deformation energy of a thin
plate, involves the second derivatives of a real function defined on the plane and
belonging to a suitable space. We formulate a problem with approximate
constraints and prove that the optimal solution is the limit of two sequences, the
first one converging in the norm of the space to which the optimal solution belongs
and the second converging pointwise and uniformly. The spaces which contain the
functions of each sequence are constructed using the Finite Element Method over
triangulations. The triangulations employed are chosen as CFK adaptative
triangulations. A strategy of resolution in two steps, expressing the central point of

the theoretical proposal, is presented. The first step involves the solution of a



linear programming problem and gives a feasible function. The second considers a
quadratic programming problem and the definition of a indicator for the choice of

the solution approximating the optimal solution.
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CAPITULO 1 INTRODUCAO

A necessidade de estabelecer enlaces de micro-ondas em uma certa regido

requer, entre outras coisas, o conhecimento da sua topografia, usualmente
codificado em um modelo de terreno. Um tal modelo deverd permitir otimizar o
calculo do enlace, no apenas nos itens relativos a propagagfio de ondas e sua
interagdo com as forma do relevo, mas também no posicionamento e na altura das
torres de emissdo e recepgio. Estes dois Gltimos itens t€ém uma repercussio direta
e significativa no custo econémico do enlace.

Varios sfo os processos empregados na captura dos dados que alimentam a
construgio de um tal modelo. Podemos citar alguns exemplos: medidas de campo,
digitalizagdio de curvas de nivel em mapas de relevo, fotografias aéreas e de
satélites. O conjunto de dados consiste minimamente de um conjunto de posigdes
de uma regifo de interesse da superficie da Terra ¢ de um conjunto de coftas,
associadas as posi¢des, relativas a um certo nivel de referéncia. A regifio € suposta
de um tamanho tal que possa ser considerada plana e as posi¢Bes estio nela
espalhadas. Além destas, as medidas de outras grandezas podem ainda ser
atribuidas as posi¢des.

As imprecisGes, intrinsecamente associadas a essas informagdes, sugerem a
atribui¢do de um intervalo de toleriincia dentro do qual cada medida, como a de
uma cota, deve estar. Os critérios de defini¢io destes valores de tolerdncia
dependerdo da aplicagfio usuaria do modelo de terreno. Chamaremos de conjunto
amostral o conjunto de dados (posigdes, cotas, tolerincias, etc.) que devem estar
disponiveis ao modelador de terreno.

A cardinalidade necessariamente finita de qualquer conjunto amostral, ainda
que um nimero bastante grande, caracteriza um conjunto esparso de informagdes:

um conjunto de “ilhas” de conhecimento, em geral impreciso, circundado por
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“oceanos” de ignorincia. O objetivo de geragdo computacional de um modelo de
terreno impde uma formulagio do problema de modelagem na qual a busca da
solugdo dependa de um niimero finito de pardmetros, preferencialmente bem menor
que o nimero de dados. Além disso um modelador deve gerar modelos que
aproximem o melhor possivel a topografia real e atendam aos requisitos impostos
pela aplicagfio que os utilizara.

Um terreno real ndo pode ser considerado como uma forma geométrica que
apresenta variagOes suaves, mas uma mistura de retalhos distintamente suaves
separados por linhas de transigfo. Depéndendo da aplicagfo, pode ser imposta a
exigéncia da criagdo de um modelo suave, que sera tanto mais confidvel quanto
melhor for a qualidade do conjunto amostral e do modelador. A questfio € entfo
saber se a suavidade representa a realidade. Qualquer que seja o caso, uma forma
geométrica representando um terreno sera percebida, de forma intuitiva, como uma
superficie bidimensional, pelo menos continua. Este critério minimo deve ser
atendido mesmo se o terreno é representado como uma colagem de retathos.

De um ponto de vista geométrico, a criagio de um modelo de terreno, o
nosso problema de interesse, consiste na resolu¢do do problema de reconstrugiio
de uma superficie: geragdo computacionalmente eficiente de sua representagéo,
que incorpore os dados esparsos do conjunto amostral, preencha as “lacunas” de
maneira consistente ¢ atenda aos requisitos definidos pela aplicag#o.

A informago esparsa nfio impde, em geral, restrigdes suficientes sobre a
forma da superficie que ela deve gerar. Em consequéncia nfio podemos inferir as
suas propriedades geométricas na regiéio de interesse. Para permitir que uma Gnica
representagio completa da superficie possa ser computada sfo necessarias
hip6teses adicionais para restringir suficientemente a superficie. Em principio, a
hipétese de suavidade pode fornecer uma restricio adicional que permite a
reconstruglio desejada, & partir da informagdio disponivel e dos requisitos da
aplicacgo.

Este trabalho tem como objetivo estabelecer heuristicas de modelagem de

terreno que permitam a construgdo de uma superficie com um certo grau de
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suavidade, que melhor aproxime a topografia real e satisfaca aos valores de

tolerincia impostos.

DESCRICAO SUMARIA DE TECNICAS

A construgio de um modelo de terreno, envolvendo como informagtes
minimas, um conjunto de posigBes e as cotas associadas, necessita essencialmente
definir dois processos: um de manipulagfio das posigdes ¢ um outro de construgio
de uma superficie que incorpore, de alguma forma, o conhecimento das cotas do
terreno, como ocorre usualmente com os modelos utilizados em anilises
topograficas. Nestes casos, tradicionalmente, tornou-se um requisito fundamental

23

“ honrar ” as informagGes do conjunto amostral no sentido de incorpora-las
“ mtegralmente ”. A tradugio formal desta idéia encontra uma expressdo natural
em um processo de inferpolacdio das cotas.

Para que obtenhamos uma tal superficie é preciso definir alguns
ingredientes basicos. O primeiro ¢ definir um processo de organizagdo logica das
posi¢bes, em principio aleatoriamente distribuidas. O segundo ¢é definir, na regifio
de interesse do plano, que tipo de superficie assumiré, nas posicGes amostrais, os
valores das cotas e serd capaz de representar pontos e linhas caracteristicas do
relevo. Este Gltimo ingrediente se traduz na definicio do tipo de fungfo que
admite como grafico, no espago tridimensional, a superficie bidimensional
procurada.  As escolhas associadas as definigdes dos dois ingredientes
caracterizam grandes familias de modeladores ja construidos.

Uma primeira organizac¢io logica possivel das posigbes amostrais decorre
da utilizagdo de um processo de triangulagio, como o devido 4 Delaunay e
conhecido de longa data. As posigdes tornam-se entfio vértices de triangulos que
no seu conjunto determinam uma decomposi¢do da regifio de interesse do plano
em células triangulares. E gerada assim uma malha irregular refletindo a
distribuiciio das posi¢Ges e nfo o espectro que o conjunto das cotas apresenta.
Estas cotas deverfio ser interpoladas por fungdes cujos dominios s8o as células

definidas. Dependendo do tipo de interpolador escolhido e de outros requisitos do
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modelo buscado, serfio necessarias algumas condi¢Bes adicionais para que a
superficie gerada tenha um determinado atributo geométrico.

No passado, uma primeira dificuldade, encontrada com esta forma de
organiza¢io logica, residia no custo computacional expresso pela nogdo de
complexidade da construgdo dessa triangulagdo. Com a obtengfio de algoritmos
com complexidade 6tima a desvantagem foi superada.

Uma proposta alternativa define na regidio de interesse, entendida como um
retAngulo, uma malha regular dando origem a um conjunto de célula retangulares.
Podemos ainda subdividir cada um destes retdngulos, usando uma ou ambas as
suas diagonais, obtendo uma triangulagio regular. Esta constru¢fo acarreta a
particio do conjunto de posigdes em subconjuntos disjuntos (uma posigiio na
fronteira de duas células sera associada a apenas uma delas). A organizaciio logica
das posigdes fica assim baseada na decomposigio da regiio e nfo mais na
distribuiciio daquelas.

A geometria associada ganha em simplicidade e regularidade mas o
processo de interpolagdo passara a utilizar pontos do plano, nfio mais associados a
posi¢des amostrais, mas agora a nds da decomposiciio (pontos de interseclio das
retas que definem a malha). Os valores das cotas a serem interpolados, nesses
pontos, deverfio ser estimados por algum processo. Frequentemente emprega-se
alguma forma de ponderacfo de valores em posigBes vizinhas aos nds, tendo sido
estabelecido um critério de selegfio destas posi¢Bes.

A escolha da malha regular, isto é, com o espagamento uniforme das linhas
que a definem, deve permitir a construgfo de um interpolador capaz de representar
variagGes nio mondtonas das cotas, as “ rugosidades  do terreno. Para que isto
ocorra, a complexidade da maltha pode ser muito grande, da mesma ordem de
grandeza do niimero de posi¢Bes amostrais, em consequéncia do carater global do
processo de sua construgiio. Esta devera criar desnecessariamente muitas células
nas regiGes onde as cotas variam pouco ou variam linearmente. Isto decorre do

processo de decomposi¢do da regifio obedecer a uma logica que nfo leva em conta
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a distribui¢do dos valores das cotas. Em consequéncia o esquema de modelagem
pode deixar de reconhecer as linhas e os pontos caracteristicos do terreno.

A escolha da fung#o interpoladora € critica, qualquer que seja o modelador.
A maioria das fungBes nfo estd relacionada 4 geometria do terreno que estio
tentando modelar. Uma excegdo € dada pela modelagem de anomalias
gravitacionais para as quais existe uma base teorica levando ao uso de funcGes
dependendo do inverso do quadrado da distdncia. Em consequéncia é importante
considerar cuidadosamente o tipo de fungio usada.

Adotando um critério de simplicidade considera-se frequentemente
interpoladores lineares, o que permite gerar uma superficie poligonal representando
o terreno. Outros tipos de interpoladores também podem ser empregados e existe
uma literatura extensa relativa a métodos de interpolagio de valores em posigdes
dadas formando um conjunto esparso [McCU88]. Isto indica que dificilmente ha
uma técnica 6tima e que a escolha do método depende muito da preferéncia do
usuario e das caracteristicas desejadas para a superficie a ser produzida. De uma
fungfo interpoladora exige-se, em geral, que: (1) fornega uma superficie continua,
pelo menos visualmente suave, o que equivale & exigéncia de continuidade de sua
12 derivada; (2) seja facil de calcular; (3) tenha as propriedades matematicas de
interesse para a aplicagfo.

Requisitos de suavidade impostos & superficie podem ser atendidos se
forem usadas fungBes polinomiais de grau crescente, uma em cada tridngulo ou
uma colagem de partes polinomiais definidas em subtridngulos, e impostas
condigdes adequadas, como por exemplo a exigéncia de continuidade das
derivadas de primeira ordem através das arestas de interface entre dois tridngulos
no primeiro exemplo e, além disso, também nas internas no segundo.

Estas condi¢des envolverdo informagdes que ou ja estfo incorporadas ao
conjunto amostral ou devem ser estimadas & partir dos dados disponiveis. A
construgio de uma tal superficie mais complexa pode dar origem a problemas, em

consequéncia da geometria irregular das células, como no caso da triangulaciio de
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Delaunay. A sua forma arbitraria pode representar uma fonte adicional de erros
nos calculos levando & determinagio da superficie.

Além da independéncia entre a construgdo da malha e a distribuicfio das
cotas, discutida anteriormente, observamos que as familias de modeladores
mencionadas repousam essencialmente na nogéo de interpolagdo, o que determina
um tipo bem definido de problema matematico a ser resolvido para se obter a
superficie procurada. Por outro lado, a geometria das células € de crucial
importéncia para a definicio de fungGes que as admitem como dominio.

Em consequéncia da discussfo anterior concluimos que esses modeladores
tendem a ser complexos e, além disso, podem produzir superficies, representando
o terreno, que sdo “rugosas” onde isto € indesejavel ou “lisas” onde o terreno ¢

acidentado.

UMA CONSULTA A LITERATURA

Em [DIER92] os autores pretendem ajustar uma fungfio, definida em um
dominio limitado do plano, com derivada primeira continua, a um conjunto
amostral esparso, composto unicamente de posigdes e cotas. Supondo que os
valores das cotas estfo sujeitos a erros, busca-se entfio uma fungfio que aproxime-
as ao invés de interpola-las. Exige-se ainda que estas fungdes dependam de um
nimero finito de parmetros significativamente menor que o nimero de dados
amostrais. Além do objetivo de obter a melhor aproximagfio deseja-se que isto seja
alcangado por uma fungfio suave. Naturalmente é preciso definir critérios, que
traduzam tanto uma medida da proximidade quanto uma medida da suavidade, a
serem incorporados ao processo de solug#o.

Antes da caracterizaglio de tais critérios € preciso apresentar alguns
ingredientes utilizados na sua proposta. A organizagio logica das posi¢des
emprega uma triangulag8o inicial da regifio de interesse e uma estratégia de
refinamentos adaptativos definida em [RIVA91] e através da qual temos a geragiio
de tridngulos bem formados no sentido de terem &ngulos e lados sempre superiores

a valores fixos e apresentarem ainda a propriedade de permitirem transi¢des de
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tamanho suaves a0 se percorrer uma sequéncia de tridngulos adjacentes por aresta
indo de um pequeno para um grande. O espago de fungdes onde a solugio sera
procurada é escolhido como um espago de fungBes spline de Powell-Sabin,
definido como um conjunto de retalhos construidos sobre cada tridngulo através da
escolha de um ponto interno a cada tridingulo, a decomposicio deste em seis
subtridngulos tendo o ponto interior como vértice e a definicio de uma quadratica
sobre cada um destes. Assim, se A é uma triangulagdo da regido de interesse a
construgio dos retalhos exige um refinamento associado que podemos chamar A* .
O espago das fungSes candidatas passa a ser entfio S,' (A*,Q) o espago das splines
polinomiais de grau 2 e de grau de continuidade 1 definidas na triangulagio A* da
regido de interesse 2. A escolha se deveu aos argumentos: (1) estas fungdes
podem ser definidas sobre qualquer triangulagio; (2) sendo quadraticas de classe
C" elas apresentam um grau algébrico e um grau de continuidade adequados para
os critérios de proximidade e suavidade, além de simplificar os célculos; (3) uma
base de suporte local pode ser construida de forma simples; (4) a dimensdo do
espago admite uma expressdo igualmente simples: se N é o nimero de dados
amostrais a dimensfo sera 3N. Completa o conjunto de ingredientes a adog¢fo da
representagio Bézier para tais fungdes que, além de permitir maior estabilidade
numérica aos calculos a serem realizados, € a representagio familiar e mais
adequada em um contexto de modelagem geométrica.

A defini¢io do critério de proximidade procura minimizar a diferenga entre
o valor da fungio e o da cota em cada posigio do dominio plano, levando em
conta a sua distribuigﬁo e portanto envolve o uso de Minimos Quadrados
Ponderados, os pesos estando ligados a parimetros da distribuigfio estatistica dos
dados do conjunto amostral. O critério de suavidade leva em conta que as
derivadas segundas das fungdes do espago escolhido siio descontinuas sobre as
arestas da triangulagio e emprega como idéia basica a minimizagio das
descontinuidades destas derivadas segundas. O critério de proximidade tem

precedéncia sobre o de suavidade.
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Em [WEYR92] o autor quer aproximar uma fun¢do desconhecida, com
suavidade adequada em uma regifio do plano conhecendo um conjunto amostral
composto de posig¢des , cotas e erros nas medidas destas. O erros apresentam uma
distribuigdio estatistica com média nula e varidncia desconhecida. A organizagfo
logica das posigBes € feita por uma triangulagdo regular do dominio, suposto um
retdngulo, através de uma decomposi¢io inicial em retdngulos seguida de uma
divisdo destes pela diagonal de coeficiente angular positivo. O espago de fungdes
empregado é o espaco de splines S3' (Any ny» Q) onde a triangulagio A, »y contem
nx quadrados ao longo do eixo x e ny ao longo do eixo y e a diagonal “positiva” e
Q¢ a regifio do plano: os retalhos sfo de grau algébrico 3, emendam-se com
continuidade de grau 1 e apresentam um suporie pequeno. O critério de
proximidade € codificado através de uma expressdo do quadrado da diferenca entre
o valor da func¢fo e o da cota em cada posi¢io do dominio plano. O de suavidade
¢ codificado por uma expressio envolvendo curvaturas média e gaussiana. Ambos
aparecem na fungfo objetivo de um problema de minimizacio envolvendo
penalidades. A penalidade, associada & noc¢fo de suvavidade, envolve uma
expressio envolvendo os quadrados das derivadas de segunda ordem da fungfio. A

fungo objetivo escolhida é
1 N
I@=x Y Ie(a)-21 +A [[0x*+0,"+2 05" da
i=1 Q

onde N ¢ o nimero de pontos amostrais, ¢ uma fungio de S3'(Aux, ny, R) €A >0 ¢
um parmetro de suavizagio fixado e deve ser tal que se A — = a solugfo tende

para um polindmio linear em Q e se A — 0" a solugfo tende para uma spline.

Em [TERZ86] e [TERZ89] sio discutidos problemas de reconstru¢éio nos
quais s3o buscadas representagGes geométricas explicitas do mundo tridimensional
a partir de imagens 2D. Observa-se que problemas de reconstrugéio visual tendem
a ser mal condicionados no sentido que eiisténcia, unicidade e estabilidade das
solugdes ndo podem ser garantidas na auséncia de restrigdes adicionais. A

discussdio do problema cléssico de regularizagfio, que em uma forma bem basica se
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apresenta como a suavizagio espacial 4 fim de suprimir ruidos de alta frequéncia,
permite a reformulagdo de problemas de reconstrugdo de problemas visuais mal
condicionados como principios variacionais (a regularizagdo se apresenta associada
ao nosso problema de modelagem se queremos eliminar rugosidades indesejaveis
no nosso terreno). Nestes trabalhos a introdugdo de certas classes de funcionais
generalizados enfatiza a correspondéncia entre o problema de regularizagio e o da
aproximagio Otima através de splines multidimensionais. O caso bidimensional
relaciona-se diretamente ao problema de ajustar superficies a dados esparsos.

A regularizagiio parece oferecer uma base tedrica para as restricdes de
suavidade que tém sido impostas aos problemas de reconstru¢fo visual onde as
discontinuidades desempenham um papel importante e representam dificuldades a
serem superadas.

Além de fornecer uma formulagfio matematica para tratar problemas de
reconstrugio , dos quais um exemplo é o problema de modelagem, e que
generaliza aquela apresentada em [WEYR92], os trabalhos mencionados levantam
algumas dificuldades. Sugerem ainda a utilizagio de esquemas de aproximagio
usando um enfoque local através do Método de Elementos Finitos - MEF.

Um outro aspecto relevante presente nesses dois trabalhos é o uso de uma
interpretagfio do formalismo desenvolvido através de modelos fisicos, uma linha de
trabalho para a qual este autor muito tem contribuido e que passou a ser conhecida
como Modelagem Baseada em Fisica. O oferecimento de interpretacdes
alternativas, por exemplo, analitica, geométrica ¢ fisica, ¢ uma estratégia geral e
poderosa para esclarecer a caracterizagio de um problema, sugerir abordagens e
favorecer o surgimento de “insights” para a obtencfo de sua solugio. Neste
sentido podemos extrair desses trabalhos a idéia de relacionar o uso de restrigdes
de suavidade, tradicionalmente expressdes tteis de informagiio genérica, a priori,
sobre solugGes possivels, & nogdo de curvatura de uma superficie e aos modelos de
elasticidade com coeficiente de Poisson nulo. Este contexto interpretativo nos

remete naturalmente as ferramentas matematicas fundamentando a obtengfio das
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solugdes desenvolvidas pela Fisica e pela Engenharia, das quais o MEF ¢é o
exemplo mais significativo.

Os trabalhos discutidos apresentam alguns dos ingredientes que iremos
utilizar na nossa proposta de modelagem de terreno. A utiliza¢io de refinamentos
adaptativos da triangulagfio que geram tridngulos com boa forma, sem tendéncias a
degenerescéncia, e com transi¢Ses suaves de tamanho podem levar a algoritmos
numeéricos mais estaveis e a redugBo da complexidade da triangulagdo repercutindo
no custo computacional. A criagio de uma base tedrica para construgio de
modelos buscando aproximar ao invés de interpolar valores amostrais fornece uma
justificativa para as nog¢des de grau de aproximac#o e grau de suavidade. O uso de
ferramentas matematicas permitindo uma interpretagao em termos de modelos de

elasticidade oferece um recurso poderoso de visualizago e analogia.

FORMULACAO DO PROBLEMA E DESCRICAO DO TRABALHO

O nosso problema de modelagem sera formulado dentro de um enfoque de
aproximagdo dos valores amostrais. A no¢o de suavidade da superficie procurada
estara associada a exigéncias sobre a curvatura.

Vamos considerar um problema de otimizagdo com restrigdes pontuais
definidas por inequagdes envolvendo as tolerdncias impostas pela aplicagdo. A
fungfo objetivo do problema J(.) sera uma combinago linear de curvaturas média
e gaussiana de uma superficie descrita por @. Ela permitird uma interpretagio
como a energia J(¢) da configura¢fio de uma placa fina de forma retangular, presa
aos vértices da regido retangular de interesse por molas. A placa terd que se
acomodar para atingir a configuragfo de equilibrio, de energia minima, dentro das
“folgas™ caracterizadas pelas toleréncias.

No capitulo 2 sera apresentada a motivagio e serfo definidos os
ingredientes do problema levando a sua formula¢iio matematica. Em seguida serfio
caracterizadas a existéncia e unicidade da sua solugiio. A aproximagio desta

solugiio otima serd buscada através de uma sequéncia de solugdes de problemas
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analogos. Estes sfo formulados em espagos de dimensdo finita admitindo cada um
deles uma tnica solugiio que devera convergir para aquela solugdo Stima como
mostraremos.

No capitulo 3 veremos como o MEF sera usado como técnica de resolugio
desses problemas.  Serio usadas malhas adaptativas visando reduzir a
complexidade da triangulagio e melhor acomodar as variagGes das cotas amostrais.
Empregaremos uma triangulagio CFK de partida composta de tridngulos
retdngulos isosceles e o processo de refinamento de Rivara o que garante uma
descendéncia de tridngulos da mesma forma. Alguns exemplos de elementos
relevantes para a nossa construgio serfio apresentados. Além de exemplos de
elementos conformes, como Bell-Akima e Clough-Tocher, os elementos
lagrangeanos, em particular os lineares, serdo relembrados.

O capitulo 4 contem a parte mais relevante do trabalho. Vamos considerar
o uso de uma formulagio mista na qual a energia é calculada através de elementos
conformes e as restrigGes serfdo satisfeitas de forma aproximada com o uso de
elementos lineares. O problema formulado permite caracterizar a convergéncia de
duas sequéncias de fungBes, uma na norma do espago e a outra uma convergéncia
pontual uniforme. O limite de ambas caracteriza a solugio 6tima. Estratégias de
obten¢io de uma sqlugﬁo viavel e de obtengfio da solugio de melhor aproximagio
da solugdo otima serfio discutidas.

O capitulo 5 apresenta as conclusdes do trabalho e propostas de trabalhos

futuros.



CAPITULO 2 O PROBLEMA MATEMATICO

O problema que estamos interessados em resolver pode ser inicialmente

descrito como: “ Considere uma regifio da superficie da Terra ¢ um conjunto finito de
dados a ela associados. O conjunto € composto de valores de posi¢Bes, cotas e
tolerincias correspondentes. Queremos determinar uma superficie, com suavidade
adequada, que nas posi¢des esteja proxima dos valores das cotas correspondentes, no
sentido de ndo ultrapassar as tolerdncias impostas”. Vamos apresentar uma
formulagdo matematica para este problema, etapa essencial na construgio
computacional de um modelo de terreno.

A superficie sera representada pelo grafico de uma fungéio real definida no
plano e entendida como a imagem, pelo menos homeomorfa, da regifio D do plano, no
interior da qual os dados foram coletados. Ela n3o necessita satisfazer a nenhuma
restrigdio nos pontos da fronteira da regifio. O requisito essencial € a satisfagio de
restrigdes pontuais, expressas pelos intervalos de valores das cotas que as tolerincias
estabelecem. A nogio de suavidade adequada sera caracterizada por um critério
envolvendo a sua curvatura.

Tendo como motivagio o problema classico de interpolagiio de um conjunto
finito de valores reais dados em.uma regifio da reta ou do plano, vamos definir um
problema de otimizag8o com restrigdes envolvendo desigualdades. Adotaremos como
critério de otimizagfio uma combinacfio linear das curvaturas média e gaussiana. O
espago das fungBes onde a solugfio deve ser buscada é caracterizado como o espago
de Sobolev  H* (D). A interpretagdo do critério de otimizaglio como a energia de

deformacgfio de um meio elastico facilita a constatagiio de ndo unicidade da solugio do
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problema definido. Redefinimos entfio o critério que torna-se o quadrado de uma
norma topolégicamente equivalente 4 norma usual de H>. Caracterizado o conjunto
de restricdes o problema, que passamos a chamar de problema continuo, fica bem
definido.

O interesse em uma solu¢iio dependendo de um nimero finito de pardmetros
sugere a aplicagdo do método de Ritz-Galerkin. Um problema analogo definido em
um subespago de dimensdo finita de H” ser4 chamado de problema discreto.
Garantimos a existéncia e unicidade da solugdo de ambos os problemas. Uma
aproximagdo adequada da solugio do problema continuo podera ser obtida através de
uma sequéncia de solugdes de problemas discretos que provamos ser convergente para

a solugdo do continuo.

MOTIVACAO

O problema classico de interpolagiio por fungdes spline, em uma dimens8o,
formece um primeiro exemplo da abordagem que empregaremos. Ele possibilitara a
introdugéo de propriedades matematicas que levardo a formalizagdo da nogfo intuitiva
de “grau de suavidade”.

O problema (P0) se escreve na forma.

Min J(v)

sujeitoa velU

onde U={veV]v(x)=c} Véum espago adequado de funcdes de R' em R’, x;
um ponto da reta e ¢; um valor real para cada i.
(P0O) é um problema de otimizagio com restrigdes lineares. Escolhendo a

fungfo objetivo J(.) como o funcional quadratico definido em V por
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2

dx

b

veVo J(v)= | d’v

m

o valor particular atribuido a m determina a ordem de continuidade das solugdes ou o
seu grau de suavidade, que aumenta com m [TERZ89].

Escolhendo os pontos x; em um intervalo [a,b] podemos procurar uma solugio
do problema se V for o espago das fungdes spline polinomiais. V serd notado
S,'(A,[ab]),onde A={[x,=a,%],..., [ Xx.1, Xy < b ] } é uma decomposicio
em intervalos da reta, p expressa o grau dos polindmios definidos em cada intervalo e
q o grau de continuidade da fungfio v nos pontos x;.

Para certos valores de m o problema admite interpretagdes familiares no
contexto da teoria da elasticidade. As equagdes que governam estes modelos fisicos
sdo mais frequentemente expressas, na forma diferencial, através das equagbes de
Euler-Lagrange, como s3o usualmente conhecidas do calculo variacional classico, e
expressam as condi¢Bes necessarias para a existéncia de um minimo para o funcional
J.

No caso m =1 temos
b
Jv)=|v]’= s v, 2 dx

e o funcional pode ser interpretado com a energia potencial elastica de um fio ideal e
d4 origem a uma solugiio C °.
A continuidade de 1* ordem pode ser imposta escolhendo-se m = 2 e, neste

caso,

b

J(v)=|v|?= SVxxzdx

caracteriza a energia potencial de deformagio de uma barra fina.
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Tais funcionais podem ser estendidos de forma natural a duas dimensdes e
assim podemos pensar em emprega-los no problema de reconstrugio de uma
superficie. Nesta extensfio bidimensional os analogos do fio e da barra fina sfio,
respectivamente, a membrana ¢ a placa fina. N#o ¢ dificil visualizar as propriedades
distintivas das superficies geradas em cada caso, como por exemplo quando ambas sfo
fixadas nas suas bordas (fronteira) e defletidas verticalmente por forgas pontuais
aplicadas.

A membrana forma superficies que apresentam as primeiras derivadas
descontinuas nos pontos de aplicag8o ao contrario das placas. As superficies geradas
no caso da placa fina parecem apresentar o grau de suavidade que consideramos
apropriado enquanto as superficies geradas por um meio elastico mais rigido (m > 2)
parecem ser excessivamente suaves. |

A superficie que estamos procurando pode entfio ser visualizada, por exemplo,
em um contexto mecénico, como uma placa suficientemente fina construida de algum
material eldstico e “moldada” de tal forma que, em cada ponto dado, respeite a “folga”
que o intervalo de toleréncia correspondente define.

Como proposfa do trabalho, o problema de modelagem que iremos resolver
serd o problema da placa fina sujeita as restrigdes impostas por um conjunto finito

de valores amostrais. Ele é abstratamente formulado por

Min J(v)

sujeitoa velU

onde U c V ¢é o nosso conjunto de restrigdes, V um espago vetorial conveniente e
J : V— Ra fungio objetivo que precisamos determinar.

A solugio, através do seu grafico, devera fornecer uma superficie suave no

sentido de apresentar uma curvatura minima sobre a regifio de interesse. A superficie
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que modela o terreno, por este critério, nfio devera apresentar rugosidades indesejaveis

ou varia¢Oes ndo observadas nos dados amostrais que a restringe.
A FORMULACAO DO PROBLEMA

O CONJUNTO AMOSTRAL E O CONJUNTO DE RESTRICOES

Seja D < R®* um retAngulo, a nossa regido de interesse. Seja
Q={(q,z,&)eDXRXR";i=1,...,N} o conjunto amostral onde cada
q: € R* é chamado uma posigdo, z; a cota associada & posi¢do q; € & = 0 uma
folerdncia associada a medida da cota z determinada pela aplicagdo, i=1,..., N.
Vamos também considerar o conjunto de posi¢des no terreno representado por
Q={q=x,y:)eR;i=1,...,N}.

O conjunto amostral é fornecido por algum processo de medida. A aplicaggo,
levando em conta a imprecisio sempre associada a tal processo, define estas
tolerdncias, possivelmente nulas, e os requisitos a serem satisfeitos pelo modelo a ser
gerado.

As tolerfincias permitem caracterizar o conjunto de restrigdes que devem ser
satisfeitas por qualquer fungfio ¢ : D — R, ¢ € V candidata a resolver o problema.
Estas restri¢Oes, lineares sobre ¢, serfio definidas por

lo(q)-z|<& ,i=1,...,N
ou equivalentemente por

(@) -z-&<0,

o(q)-z+&=20, i=1,...,N

Definindo g =(q1s--+sqn) L, E=(E1seevsx) , Z=(Z1,...,2y) €R"

o conjunto de restrigdes sera descrito por

U={peV|p(q)-z-e<0,0(q)-z+e2 0}
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O CRITERIO DE OTIMIZACAO

Considere a superficie bidimensional em R’ grafico de uma fungio

2

o:DcR 5> R. Se Q= 3 ;b sdo as derivadas parciais de segunda ordem,
a

(a,b) € { (x,) , (y,¥) » (x,y) } , entfio Ap = @ + @,y € 0 Laplaciano de ¢.

Podemos descrever a sua curvatura média por 6= (1/2) (AQ) * e a sua
curvatura gaussiana por G = Q. @y - Py, > em uma vizinhanga de area da de um
ponto arbitrario (x,y) € D.

A fung8o objetivo serd definida como uma combinag8o linear das curvaturas

média e gaussiana da fungio @ por

J(0) f [ €10m+ €:0c]

= S [cl((Pxx+(pyy)2+c2((pxx(pyy'¢xyz)]

D

= §[c1 Ox’ + €1 Qp" + (2 €1+ ) Oux Py - & Py " |
D

A escolha dos valores dos coeficientes como ¢;= 1 e ¢, = - 2 permitira escrever
J@)= [los"+0,"+205°]
D

A expressio de J ¢ invariante por uma mudanga de coordenadas ortogonais
do plano e admite uma interpretagdio como a energia potencial elastica da placa fina
(desprezada a gravidade) no caso em que o coeficiente de Poisson da teoria da
elasticidade tem valor nulo.

O problema abstrato assume entfio a forma
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Min = ([0’ +0,"+20,7]
D

sujeito a 0(qQ)-z-£ <0
@(q)-z+£> 0
PV

O ESPACO ADMISSIVEL E OS ESPACOS DE SOBOLEV

A identificagio do espacgo de fun¢®es V onde deverd ser procurada a fungdo @
leva a defini¢io do que chamaremos espaco admissivel para as solugbes do nosso
problema.

As ferramentas do calculo variacional classico permitem formular o problema,
na sua versdo dita forfe, através das equagdes de Euler-Lagrange. No nosso caso
obtemos uma equacgiio a derivadas parciais de quarta ordem, a chamada equagdo
biharmonica. N@o estaremos impondo nenhuma condi¢do de contorno sobre a solugdo
e, em consequéncia, a superficie procurada estard inteiramente livre sobre os pontos
da fronteira do dominio D. Nesta formulagio forte o espago admissivel devera ser,
pelo menos, um subconjunto de C*(D), espago das fungdes ¢ com derivadas parciais
continuas até quarta ordem.

Ao invés disso podemos adotar a formulagio fraca do problema, na qual @
deve pertencer a um conjunto mais abrangente de fungdes. Nesta formulagfio exigimos
apenas que as derivadas parciais de segunda ordem sejam integraveis em D. Neste
caso somos levados, de uma forma natural, a considerar os espacgos de Sobolev como
candidatos ao rétulo de espago admissivel V.

Os espagos de Sobolev podem ser caracterizados por alguns resultados que se

seguem. Inicialmente considere o espago das fungdes de quadrado integravel em D,
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isto é, o espago vetorial das fungdes @ : D — R tais que S | 9(x) | * < oo, usualmente
D

notado por L,(D). A fungforeal || .. || o,» : La(D) — R definida por

fellon = { S](p(x)l’}m ¢ uma norma em Ly(D).

aal +ag

Se usarmos a notagfio D* ¢ = ¥ onde o= ( 04,00, ) € um par de
ax“ dy*’
nimeros inteiros nfo negativos e | 00 | = 0O, + O, 0 espago vetorial das fungGes

¢:D-o>R taisque D@ e Ly(D), V o com | o | < m € chamado espago de Sobolev
de ordem m = 0, m inteiro, e serd notado H™ (D) .

H"™ (D) torna-se um espaco normado comanorma ||.. || m,»: H*(D) > R ,

O] m,o={ SZ lal<m | D* @] 2} " Naturalmente H*(D) coincide com L,(D). A
D
funcio |..]s,p: H*(D) = R definida por] @ | ;,p= § S[ Ou’+ 0y + 0y°] da} '?
D

¢ uma semi-norma em H?* (D).

Algumas propriedades adicionais, relevantes para o nosso problema, podem
ainda ser apresentadas. Em primeiro lugar, pode-se provar que H™ (D) é um espago
vetorial completo com a norma || .. || m.» » m = 0. Por outro lado, se m, > m; = 0
entdo H™ (D) c H™ (D) c H*(D) = L,(D).

Os espagos de Sobolev H"(D) sdo separaveis (admitem um subconjunto denso
enumeravel) e, em consequéncia, existe uma sequéncia encaixada de subespacos de

dimensfio finita (Vo) nen, Vo © V, Vo, © V, 4, para todo n 2 1 e tal que
(Unen Vi) "=V, isto €, o seu fecho é o espago V.

Para o retingulo D o espago H? (D) admite uma imersdio (compacta) em um
subespaco de C*(D) : C'(D) c H? (D) < C*%:(D) c C*(D), onde C,(D) ¢ o conjunto
das fungdes continuas limitadas [ADAMT75].



CAPITULO 2 O Problema Matemitico 20

Para tornar H? (D) um espago de Hilbert resta-nos definir um produto interno e

a norma associada. Considere a fungfio a : H>(D) X H>(D) — R definida por

a(u,v) = g [ UavVat u, vy + 2 u,v,]
D

Podemos verificar facilmente que é uma forma bilinear simétrica e atende as

propriedades de um produto interno, exceto que a(v,v) = 0 nfo implica que v seja a

1
fungio nula. Logo a fungfo ¢ € H* (D) — {a(ga, ®) }2 € R ¢ apenas uma semi-
norma. Vamos procurar superar este inconveniente buscando uma expressdo
alternativa para a energia J( @ ) que defina uma norma. Ela sera fundamental no

estabelecimento da existéncia e unicidade da solugfio do nosso problema e estaremos

em condi¢des de escolher V = H? (D) como o nosso espago admissivel.

O FUNCIONAL DE ENERGIA

Uma interpretagdo fisica do problema abstrato, definido anteriormente, pode
mostrar-se Gtil para guiar o nosso raciocinio.

Imagine a nossa regidio de interesse retangular como sendo a base e a tampa de
uma caixa, em forma de paralelepipedo de altura maior que o maior valor das cotas.
Se marcarmos o conjunto de posi¢des q; na base, e igualmente na tampa, podemos
pensar em fixar uma haste retilinea ligando cada par de pontos correspondentes. Em
seguida podemos marcar sobre cada haste o valor da cota associada e tomando-o
como ponto de referéncia, cortar cada haste de tal forma que o pedago retirado tenha
o tamanho igual ao dobro do valor da tolerdncia associada. Nesta visdo
fenomenoldgica, queremos colocar uma placa fina, inicialmente plana e igual a base (e
a tampa), dentro da caixa passando por entre todas as hastes sem apresentar dobras
(ou vincos), deformando-a até que se encontre em uma configuragiio de equilibrio

(desprezando a gravidade). Observemos ainda que a placa podera encostar em
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qualquer haste. Se isto ocorrer a haste exercerd uma forga vertical sobre a placa e

caso contrario a for¢a da haste sobre a placa sera nula.

Fig.: Configuragfo fisica no caso unidimensional

Esta interpretagfio fisica indica que nfo podemos garantir a unicidade da
configuragio da placa. Por exemplo, suponha um certo conjunto de hastes para a qual
uma configura¢do plana resolve o problema com folga. Uma outra, também plana mas

ligeiramente deslocada passara por entre as hastes e tera a mesma energia nula.

Fig.: Tlustragio da ndo unicidade no caso unidimensional
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Alternativamente, a colocagio de um par de molas em cada haste, ligando os
seus extremos livres & placa, da origem a um sistema fisico capaz de fornecer uma
configuragdo de equilibrio Unica, na medida que considerarmos a energia do sistema
como a energia elastica da placa mais a energia de deformagfio das molas. Uma
pequena deformagfio da placa exigird um gasto de energia adicional pelas molas. A
expressdo matematica da energia, neste problema ¢ apresentada em [TERZ89] onde

garante-se que ela é uma norma em V = H”(D):

I@= [9a"+05"+205 dat ¥ ko (q)-2:]

Esta discussdo leva-nos a propor um funcional J alternativo correspondendo a
energia de uma placa presa aos vértices da base por quatro molas (fracas) e tocando

nas paredes laterais ao longo de uma curva continua fechada.

4

PANE.AN
~N

=
>
=

Fig.: Nova configurag?o fisica no caso unidimensional

Esta formulagfio, envolvendo um compromisso minimo com a exigéncia
matematica de J ser uma norma ird garantir a unicidade da solugdo do problema de

otimizag#o.
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Definicio

O funcional bilinear <.,.>;: VXV -5 R ¢ definido por

4
<SeY>r = ([ouVWat @V t20.¥s] + Y kio(e) (o)
D j=

ondekieR,k=0ec¢,j=1,2,3,4 sdo os quatro vértices de D.
O nosso funcional de energia J : V — R sera entdo escrito como a forma

quadratica J(Q) =< @, 0 >;.

Proposicio
1
O funcional || . || y= J(.)*> € uma norma em V topologicamente equivalente

norma usual de H* (D),

N

@iz { [ 7+ e v vey, +ol)]

Prova

J é V-elitico, isto ¢, existe ¢ >0 tal que Vo € V, || 0 || 2< ¢ J(¢) [TERZ89].
Mostremos agora que para algum ¢’ > 0 devemos ter J(@) < ¢’ || ¢ || 2. Como a
integral em J(¢) é dominada por 2 || @ |[2? basta provar que o somatério em J &
dominado por ¢” || @ ||2? para algum ¢”.

Consideremos que ¢; , €2, €3 sejam 0s vértices de um subtridngulo Ag de D e
que €1, €3, €4 Sejam os vértices do subtridngulo complementar A;=D - A,.
Sejam Lo(@) o interpolador linear de @ nos pontos ¢, ¢, €3 € Li(Q) o interpolador

linear de @ nos pontos ¢;, €3, ¢4. Entfio parak=max{k;|j=1,2, 3,4} vale
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Yok | ¥ el + ¥ o)
= 3 i

i=1,2, =1,3,4

Como 5 Ly (qo)z e S Ll(qp)z sdo fungBes quadraticas dos ¢(g)
D D

correspondentes podemos arranjar uma constante C” tal que

:Zl: ks [9(@)] "< € k { [ Lo + | Li(e)’ }

Como uma fungfo linear ¢ a fungdio de H' (D) de menor norma || . ||1 que interpola
os valores @(c;) nos vértices do triingulo correspondente existe uma constante C* tal

que

4
Y kol *< Ck |l ¢ [17 < Ckll¢]|2’
=3

Observemos que o funcional bilinear <. , . >; é o produto interno associado a
norma || . || s . Na sequéncia, a menos que seja expressamente mencionado em

contrario, usaremos || . || para representar || . ||; € <.,.> para denotar <.,.>;.

0OS PROBLEMAS APROXIMADOS E SUAS SOLUCOES
Consideraremos na sequéncia alguns problemas, lembrando que
Q={(q,z,&)eDXRXR;i=1,...,N} éo conjunto amostral que restringe

as fungBes de interesse ao conjunto de alternativas viaveis ® N V onde
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V=HD)
(I)={0ceL°°(D)]Oc(qi)e[zi-ei,zi+8i],i=1,...,N}

Observemos que H* (D) é um espago de dimensdo infinita e que qualquer
solu¢iio computacional devera depender de um nimero finito de parimetros. Por
outro lado, mesmo se o problema puder ser considerado como bem posto, uma
solucdo analitica ndo pode, em geral ser obtida.

Em consequéncia necessitamos da pesquisa de solugdes aproximadas Otimas,
garantir a sua existéncia e unicidade e verificar a convergéncia destas aproximagdes
para a solugfo ( “exata” ) procurada @. Essas solugGes aproximadas @,, de @ podem
ser procuradas através de expansdes em termos de fungdes convenientes para o
problema e que atendam a algum critério de simplicidade.

Os requisitos de uma solugo computacional eficiente sugerem, de forma
natural, subespacos de dimenso finita V,, € V onde a solugo aproximada é buscada.
O erro da aproximagfo serd dado por || @ - Q. || através danorma || . || definida em V
com@peV e @, € V.

O uso destes subespagos € explorado pelo método classico de aproximagio da
solugdo de um problema variacional, conhecido como método de Ritz, cuja idéia
basica € escolher um nmimero finito de fungdes, isto €, uma base do subespago V, C V,

dim V,, < oo, n 21, notada { B.} 1_1,... .n, O que permite escrever

n

Vm={ Z BkBk;BkERSVk}

k=1
e nele buscar dentre as suas fungdes aquela que minimiza a energia potencial.

Passamos a ter entfo dois tipos de problemas.
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Um problema P ou problema continuo

(P)  Min J(¢)

sujeito a ¢ € Py
onde Dy=PNV={0eV|p(q)-z-£<0,0(qQ)-z+e=0}cV

e uma sequéncia de problemas, cada um dos quais serd chamado problema P,, ou

problema discreto

(Pn) Min J(9)

sujeito a @ € Oy,
onde ®,=®NV, .
A expressio de J(@) com ¢ € V,, sera obtida como se segue.

Suponha dim V,, =n. Podemos expressar ¢ € V,, na forma

n

e(Bsa)= 3 BB

k=l

comqeDeB=(Bs,...,H)

Portanto as suas derivadas parciais em relagfio a x e y se escrevem

0u (B3 0= T Bl (BJ)@

Substituindo temos
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CAPITULO 2

Kk 0(c) 9(cy)

g

Jo) = j[¢n¢n+%%+ 20,05] +
D

J

S [ 2 Bu(Bi) o 2 Br(Bi)w+ L Bu(Bi)yy o 2a Bi(Bi)yy +

+ 2 2 Bu( B ) e Za Bi( B )] +
+ Z kj Ek BkBk(cj)°El BIBI (Cj) =

= D BB { S[(Bk)xx(Bl)xx"' (B)y (By)y

F2(B)o(B)yl + Y kiBue) B ()}

De forma compacta teremos J(@ (P ;.)=p"QB

com B=(Ps,..., B.) onde
Qu= s[(Bk)n(Bl)xx+(Bk)yy(Bl)yy+2(Bk)xy(Bl)xy]+ Z kB (¢)) Bi (¢))

¢ chamada matriz de deformagoes.
Definindo R ;; = Bi (q;) , uma matriz N X n , que chamaremos de matriz de

resiri¢des a restrigio ¢ € ®,, equivale a:

n

RkinS. Zi+8i

k=
n
Rii P =22 - & ,Ji=1,...,N
k=t
ou ainda
RP <z+e

RpPp=>z-¢



CAPITULO 2 O Problema Matematico 28

O problema discreto P, € dessa forma identificado como um problema de

Programacfo Quadratica com restri¢des lineares [LUEN76] que se escreve como

(PQw) Min B"Q B
sujeitoaRP<L z+¢

RP=>z-¢

Os problemas, assim colocados, apresentam trés dificuldades basicas. A
primeira consiste na garantia de existéncia de uma solugdo vidvel, isto €, aquela que
atende as restri¢Ges, a segunda na existéncia de um minimo para a fungio quadratica
B"Q B e a ferceira na avaliagio da qualidade da aproximaggo.

Suponha que ¢ seja a solugfio do problema continuo ¢ ¢, a solugdo de um
problema discreto. A qualidade da aproximagfio ¢, em relagio a solugiio ¢ pode ser
melhorada aumentando-se a dimensdo do espago V., & custa da incluséio de fungdes,
cada vez mais complexas, & base inicial. Uma variante desta idéia leva-nos ao método
de Ritz-Galerkin no qual procura-se manter uma mesma classe de fungles, por
exemplo polindmios por partes definidos no dominio D, para construir subespagos
com dimensdo cada vez maior e ordenados pela inclusdo de modo que se r > s sdo as
dimensdes dos subespagos entdo V, C V..

Esta construgdio da origem a uma sequéncia de solugbes, de problemas
discretos em subespagos de dimensfo crescente, que devera convergir para a solugéo

do problema continuo.
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Teorema 1

O problema P admite uma tnica solugo.

Prova
V ¢ um espago de Sobolev. As restrigbes de P sdo lineares e continuas na

norma || . || definindo portanto um conjunto viavel @y nio vazio, convexo e fechado.

A funglio objetivo € uma norma ao quadrado e portanto continua e estritamente
convexa. Pode-se entfio garantir que P admite uma e somente uma solugio [CEA71].

|

Corolario

Se ®,, € ndo vazio o problema P,, admite uma Gnica solugdo.

Para provarmos que as solugGes dos problemas P,, convergem para a solugio

do Problema P precisamos de algumas hipoteses e resultados preliminares.

Lembremos que

Dy ={0eV]|p(q:)elz.e)}

D= {peVu|0(q:)el(z:8:)}

ondeI(z;,&€:)=[zi-€:i,Z; +&]

Podemos afirmar ainda que @y e ®,, sdo conjuntos convexos para todo m e se

Vi C Vs entio @, € Dy, 41 paratodom = 1.
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Consideremos inicialmente um resultado geral de convergéncia expresso pelo

lema abaixo.

Lema 1

Seja Om € Vi € ¢ a soluglio 6tima. Suponha satisfeitas as hipoteses
(8 Om— @ € V fracamente
b) pe @
©lim [[Qu| < |l ¢ ||
Entdo @m — ¢.
Prova
A sequéncia das @ € limitada, por (c). Para todo & > 0 e m suficientemente grande
(a) garante que

0 <|[@u-@lI* < llgull®> +ll@]I* -2<Qu,0>

SHeull* + loll* -2<@,0>+8 =floall*- @I + &
ouseja [ @[ *<| @ull*+ 8.
Por (b) e pela otimalidade de ¢ temos || ¢ || <] @ ||
Logo, usando (c) para 6 > 0 e m suficientemente grande
el < lell*<loull*+8 <[] +28
Portanto loull — llell =llell
Mas [|Qu-0@ 1> < [|@ull® - [[@]*+ & implicaentio [[Qu-@| = 0 e
aunicidade garante que ¢ = ¢.

il

Para garantir a validade da convergéncia de uma sequéncia de solu¢Ges de

problemas discretos para a solugdo 6tima precisamos de algumas hipoteses.
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A primeira caracteriza os espagos V,, como capazes de aproximar o espago V.
Observemos que esta hipotese néo seja valida podemos encontrar um funcional similar

a J para o qual a solugio 6tima n&o pode ser aproximada por fungSes de V,,,.
Hipotese HI1: SuponhaqueVveV, dv,eV, talquevy,—> v, m— oo,

A segunda indica a flexibilidade necessaria as fungGes de V., para poder

atender as restricdes como veremos na demonstra¢do do lema 1.

Hip6tese H2: Paratodop,pieD;i=1,2,...,N, existem M>0 e Jd>0
tais que Vm>M 0w € Vi ,|| Ol || < d tal que

On(pi)=0 ¢ On(p)>0.

Com estas hipOteses estamos em condigdes de provar dois resultados
preliminares que garantem as condicSes do Lema 1 e a validade do teorema de

convergéncia.

Lema 2

Suponha validas H1 e H2. Entfo, para m suficientemente grande, ®,, é ndo

vazio. Além disso V @ e @y, 3 @, € D, tal que @ —> ¢, m —> o0

Prova
Dado @ e®, por Hl,dv, e Vatalquevy,— @, m—> oo,

or H2 | para m suficientemente grande, existem O € Vi tais que
p > P g q

N
O (q;j)=0:;. Nestecaso Z Z; Oy € P, € dai

i=1



CAPITULO 2 O Problema Matemdtico

D, = @y V, . Além disso para m suficientemente grande

P =Vm + Z [o(qi)-vm( qi) ] Ol

satisfaz
Om (g) =@ (q) €l(z;,8),Vj.
Mas
V> @, m—>c0 Sva(g)—> 0(q),Vj,
pois H*(D) est4 imerso em C°.

Logo [[@-0ull <[|@-Vall+ |@u-Vull <

<@ -Vmll+ Z | () - Vau i) | 1] 0 |

N
SHQ -Vl +d Y 10(q)- V()]
=

o que acarreta || Q- Q| — 0, m — co,

Lema 3

Se@ue®D,, peV e ¢,—> ¢ fracamenteentio peDy

Prova

Seja ki : V— R linear definida por L (0) =@(qi), V i
Ent8o pelas hipoteses 0n(qi) > @0(qi), Vi

Como @n(qi)el(zi,e:), Vi temos @(qi) €1 (z;,€;:)

32
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Teorema 2
Supondo H1 e H2 a sequéncia das solugdes ¢ dos problemas P, converge

para a solugdo ¢ do Problema P.

Prova
Seja ¢m asolugiode Ppe@pme®,comonoLema2: Qn— ¢
Entfio, pela otimalidade de ¢y tem-se J(¢m) < J(@ u) € tomando-se uma
subsequéncia de {¢m}, se necessario lim J(om) < J(o).
Como {¢m} 6 limitada existe @~ tal que ¢m —> @ fracamente.
Mas, pelo Lema 3, @~ € ®.
Aplicando o Lema 1 as fungbes ¢m , @ € gconclui-se que para a subsequéncia
tem-se ¢m — @.
Mas como a sequéncia {pm} 6 limitada e qualquer subsequéncia convergente de {¢m}
converge para p entdo a sequéncia {pm} convergea o .
0

O teorema acima é uma versdo particular de um resultado geral e a sua linha de
demonstragio segue a mesma sequéncia [CEA71]. Observemos que o resultado aqui
considerado refere-se apenas a aproximagdo do espago admissivel com as restrigdes
tratadas como exatas.

As questdes de convergéncia serfio retomadas no capitulo 4 onde sera
necessario considerar um outro problema no qual, além da aproximag¢fio do espago

admissivel, é tratada também a aproximagfo das suas restri¢des.
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CONCLUSOES

O problema de modelagem de terreno introduzido no capitulo 1 foi formulado
como um problema de otimizagio com restrigdes com uma fungfo objetivo que
mostramos ser uma norma (ao quadrado) topologicamente equivalente & norma usual
do espago admissivel H*(D). Este critério admite uma interpretagio como a energia de
uma placa de material elastico. Provamos que a versfio continua do problema admite
uma Unica soluggo.

Para poder obter uma aproximagio desta solugio formulamos os problemas
em subespagos de dimensdo finita identificando-os com problemas de Programagio
Quadratica (com restricdes). A existéncia e unicidade desses problemas foi discutida.
Provamos que, sob hipdteses relativamente fracas, a sequéncia de solucdes desses
problemas discretos converge para a solugdo do problema continuo.

Escolhido o espago admissivel H*(D) a validade dos resultados foi garantida de
forma abstrata. E preciso escolher subespacos satisfazendo as hipoteses H1 ¢ H2. No
proximo capitulo vamos discutir caracteristicas da construgdo desses subespagos

discretos.
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A construgdo dos subespagos V, de H(D) , caracterizados no capitulo

anterior, ¢ apresentada através do Método de Elementos Finitos: V,, torna-se um
espaco de elementos finitos. Apresentamos as idéias basicas do método e exemplos de
alguns elementos relevantes para a nossa formulagdo. Os elementos lagrangeanos,
embora ndo conformes para o problema da placa, serdo considerados também no
proximo capitulo. Nos exemplos de elementos conformes apresentamos algumas
dificuldades que o seu uso da origem: grau elevado ou construgio geométrica
complexa.

Discutimos as idéias principais da constru¢do de triangulagdes no plano, de
seus refinamentos e que constituem ingredientes fundamentais da construgdo dos
espagos de elementos finitos. O interesse em triangulagSes compostas de tridngulos
com boa forma e no uso de refinamentos adaptativos sugere a escolha de triangulagGes
CFK adaptativas, composta unicamente de tridingulos retdngulos isoOsceles.
Discutimos varias de suas interessantes propriedades. O critério de refinamento
devido & Rivara, valido para quaisquer triangulagdes, ¢ aplicado neste caso onde as

caracteristicas especificas desta familia de triangulagdes sdo exploradas.

O METODO DE ELEMENTOS FINITOS

O método dos elementos finitos (MEF) é um procedimento sistematico de
implementar o método de Ritz-Galerkin. Ele permite construir uma sequéncia de
subespacos de dimensfo finita, os espacos de elementos finitos, com propriedades

computacionalmente atraentes.
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Vamos supor que V = H*(D) é o nosso espaco admissivel. Os espagos de
elementos finitos sfio notados usualmente por Vi, onde h é um pardmetro geométrico
relacionado a dimens&o do subespago.

O método repousa sobre algumas hipoteses basicas [CIARS7].

Em primeiro lugar podemos estabelecer decomposi¢des do dominio D, em um
nimero finito de células, usualmente em tridngulos (quadrilateros e outros poligonos
também podem ser usados). No nosso caso, uma decomposi¢do de D serd suposta
sempre uma triangulagfio e notada A. Os tridngulos K € A sfotais que D =U k., K
e tém interior nfo vazio. Fazem ainda parte dessas hipGteses basicas as seguintes
propriedades:

- para todo K, K; € A, K; # K, tem-se

interior (K;) N interior (K;) =J ;

- Se E, € o conjunto de lados dos tﬂéngulos ou arestas da triangulagio entfo
para todo a € E,uma das alternativas ¢ valida:

(i) a € dD, a fronteira do dominio D e portanto existe um unico K € A tal que
a é um lado de K

(i) existem K, K; € A, K; # K, tais que K; N K, = {a} ; neste caso os
elementos K, e K, s8o ditos adjacentes.

- para todo K € A podemos associar um pardmetro hx = didmetro (K) = maior
dos lados de K. O valor h = max{ hx ; K € T, }, que chamaremos famanho
JSundamental estara entfio associado a triangulagiio A e guardara uma uma relagio com
a dimensdo do espago V.

- a fronteira de D e de todo elemento K nfo admite cispides.
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Estaremos supondo ainda que para todo K € A podemos definir um espago
Px = { px: K — R} de fungSes reais definidas no elemento K tais que existem
v eV, c Vcom px = Vlg , as restrigdes de v a K, cuja existéncia ¢ garantida pelas
propriedades de Px como veremos. Em geral o espago Px é composto por polindmios
(ou “quase-polindmios™). Seja Lx o conjunto de graus de liberdade de px, isto é, o
conjunto de pardmetros que definem univocamente uma fungdo em Px e cuja
cardinalidade fornece a dimensdio de Px. Um elemento associado a um trifingulo K
serd entendido como o espago Px construido sobre ele.

Mas, sem hipoteses adicionais relativas aos espagos Px nfio podemos garantir
que os espago de elementos finitos Vi seja um subespago de V. O teorema abaixo

fornece essa garantia no nosso caso de interesse, o problema da placa fina [CIAR87].

Proposicio
Suponha que Px c H(K) , V Ke A e V, c C'(D). Entdo vale a inclusio
VaC HZ(D) .

Para completar o conjunto de nossos ingredientes basicos vamos impor que o
espago V;, admita uma base “candnica” formada de fungdes com suporte “pequeno”
(local) e que sejam facilmente descritiveis. O conjunto desses suportes deve apresentar
a seguinte propriedade: qualquer ponto de D estard sempre na intersecdo de pelo
menos um par deles.

Para caracterizar que V, é um subespago de H*(D) ¢é preciso verificar as
condigGes abaixo:

(i) Condigdio de Completude: esta é uma condigéio de inclusdo minima onde Px

é tal que P»(K) c Px , com P5(K) o conjunto dos polindmios de grau 2 em K
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(ii) Condigdo de Conformidade: todas as derivadas de ordem menor ou igual
a 2 de @, € V, devem ser continuas através de quaisquer arestas compartilhadas por
dois elementos de A, ou equivalentemente @, C'(D);

Os elementos que satisfazem a essas condi¢Bes serfio chamados de elementos
conformes e os espagos V, de espacos de elementos finitos conformes ; nestes temos
a garantia de uma energia finita.

Embora a condigfo (i) seja essencial para a convergéncia, a segunda ndo o ¢ e
pode ser relaxada. Se deixarmos de lado a condi¢do (i) vamos chamar esses
elementos de elementos nio-conformes e os subespagos Vi correspondentes de
espacos de elementos finitos ndo-conformes.

A busca de uma solugiio em C°(D) ilustra a situagio de nfio conformidade.
Neste contexto os espagos V;, nfio serfio mais subespagos de V. E possivel entretanto,
considerando o problema irrestrito, caracterizar a existéncia ¢ unicidade de uma
aproximagio Otima, em alguns casos. Iremos trabalhar com estes espagos de

elementos finitos conformes.

ALGUNS EXEMPLOS DE ELEMENTOS CONFORMES

Consideremos Py o espago dos polindmios p = X<k Y= X de grau < k nas
variaveis Xy, X3, onde x =( X1, X3), a=( a1, a3) ¢ |a] = a; + a.

Temos que dim P, = 1/2 (k+1) (k+2) e para A c R?, int (A) # & podemos
definir Po=Pi(A)={plaspeP:c}.

No caso do plano, os mais simples elementos que podemos definir em uma
triangulacdo s¥o os elementos lagramgeanos, para os quais Px € um espago de
polindémios e Zx envolve apenas valores em pontos. Os elementos lagrangeanos ndo

ddo origem, em geral, a espagos conformes para o problema da placa.
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Suponha que { a;, a;, ax } € o conjunto de vértices do tridngulo K. Seja
a;; = 1/2 ( a; + aj) o pontos médio da aresta [a; aj] e a;; = 1/3 (ai + a7+ ay) o
baricentro de K.

O mais simples deles € o elemento de Courant, composto de fungSes lineares:

Px=P (K);
ZK={p(al);pePK; i< iSS};

Podemos ainda considerar os elementos quadraticos

PK=P2(K)
Zx={p(a;); 1< i<3;p(a;); 1< i<j<3;pePk}

¢ os elementos cubicos

PK=P3(K)
Zr={p(ai); 1< i<3;p(aij)); 1< i<j<3;

p(aij); 1< i<j<k<3;pePx},

Podemos também considerar elementos para os quais os graus de liberdade sdo
derivadas parciais d;p , 1< i<2, d;xp, 1< i<k <2, derivadas direcionais Dp(a)b,
D’p(a)(b,c) , . . . onde b,c, . . . sfo vetores de R ou derivadas normais a uma aresta
dy P.

Neste caso encontram-se alguns elementos conformes para o problema da

placa fina e na sua escolha temos que levar em conta que o objetivo é escolher

polindmios por partes que sejam determinados por um pequeno e conveniente
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conjunto de graus de liberdade ¢ mesmo assim apresentem o grau desejado de
continuidade e aproximag#o.

Nédo obstante, a sua implementagio efetiva oferece dificuldades
computacionais pois ou a dimensfio dos espagos “locais” Px € muito grande (pelo
menos 18 para elementos triangulares polinomiais) ou a estrutura do espago Pk é
complicada, como podemos ver na discussio que se segue.

Uma fungio de C'(D) esta em H*(D) e portanto é admissivel para o problema
de quarta ordem. Ao preferir trabalhar exclusivamente com polindmios, evitando o
uso de fungdes racionais, podemos escolher um polindmio completo de quinto grau
em duas variaveis x e y para o qual os graus de liberdade s3o os valores da fungfo, os
de suas derivadas até segunda ordem nos vértices e os valores da derivada normal no
ponto médio das arestas, o que garante a continuidade C".

Estas conclusdes decorrem de um resultado de Zenicek: ‘“Para alcangar
polinémios por partes de classe C? em uma triangulagdo arbitraria, graus de liberdade
»

devem incluir todas as derivadas de ordem menor ou igual a 2q nos vértices

[STRA73].

Podemos citar como exemplos de elementos conformes para o problema da

placa.

Nas ilustragdes abaixo o ponto indica atribuicdo do valor de p(a ), o circulo

menor o valor das derivadas primeiras di p(a ;) , 0 maior o das derivadas segundas ,

Jx,1p(a ;) e as setas a derivada normal no meio da aresta dy, p(a ;).
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Elemento de Argyris

PK=P5(K); dim PK=21
Zie={p(ai),dip@a),d2p(a;), dup(a),dnp(a),dnp@); 1< i<3;
dyp(aij), 1< i<j<3}

Fig.: Elemento de Argyris

Como uma outra possibilidade podemos impor que a derivada normal ao longo
das arestas seja uma clibica sobre cada uma destas. Esta hipotese conduz ao elemento

abaixo.
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Elemento de Bell

PK= Psa(K); dim PK =18
Ps(K) = {p € P5(K); 9, p € P3(K’); K’ lado de K}
Zx={p(a:), di1p(ai), d2p(a ), dup(as), dnzp(as), dapan; 1< i<3;

dyp(ai), 1< i<j<3}

No contexto de modelagem de terreno este elemento foi proposto para
reconstruir uma superficie suave sobre dados esparsos e é conhecido como o
interpolador de Akima e garante a continuidade C' sobre as arestas da triangulacio

[AKTM78].

Fig.: Elemento de Bell-Akima
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Podemos entretanto evitar esta limitagfo relativa ao grau dos polindmios, e
ainda encontrar um elemento conforme C', construindo um “macroelemento”
composto de varios elementos padrio. Um dos mais conhecidos € o elemento de
Clough-Tocher formado pela combinagdo de polindmios cubicos diferentes em trés
subtridngulos (formados, por exemplo, pelo centroide e os trés pares de vértices do
macrotriingulo). Os graus de liberdade para o macrotriingulo sio os valores da
funcdio e das derivadas de ordem 1 nos vértices e o valor da derivada normal nos

pontos médios das arestas.

Elemento de Clough-Tocher
Px={p € C'(K), le. e P3(K;), K; ¢ subtridgngulode K ; 1€ i<3};

dim Px =12

Zx= {p(a;), d1p(a;), 0z2p(as), oy p(aij), 1< i<j<3;pePy}

Fig.: Elemento de Clough-Tocher
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Uma outra possibilidade é encontrada no trabalho de Powell e Sabin
[POWET77], onde um trifingulo ¢ dividido em 12 subtriingulos € sobre cada um deles
constroi-se uma quadratica emendando-se com continuidade de 1* ordem com a dos

subtridngulos adjacentes. A figura abaixo ilustra a situagio

Flemento de Poweil-Sabin

Pi={p e C(K), plx, €Ps(K:), Ki é subtridngulo de K ; 1< i<12};
dim Py =20 '

Zx={p(ai), dip(a), dyp(a;;), 1< i<j<3;pePy}

" TIsto garante a continuidade C" através das arestas internas ao macrotridngulo,

além das arestas comuns a dois macrotridngulos.

Fig.: Elemento de Powell-Sabin
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Para completar a nossa lista de exemplos podemos citar o elemento de Morley,
ndo conforme para o problema da placa. Este elemento nfio é sequer um elemento de
classe C* [CIAR87]. Ele ¢ caracterizado por

Elemento de Morley

PK =P2(K) M dim PK =6
2x={p(a;), 1< iSS;va(aij),IS i<j<3}

Fig.: Elemento de Morley
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TRIANGULACOES

O uso de esquemas de subdivisdo simplicial tem crescido nos ltimos anos e se
mostrado uma ferramenta importante para resolver problemas geométricos, sistemas
de equagOes algébricas e problemas diferenciais em espagos de dimensfio finita. A
subdivisdio simplicial tem sido aplicada especialmente na definicio de malhas para o
uso do MEF [CIARS87], [SCHU93a], [SCHU93b], [PERS93]. Muitos esquemas de
subdivisdo simplicial ou sdo regulares, isto &, subdividlem o espaco em células
regulares, ou irregulares mas ndo garantem uma estrutura de triangulagfo.

Simplexos bidimensionais sfio tridangulos ndo degenerados e representam a
forma planar mais simples em R?, comparavel, em simplicidade e utilidade, apenas aos
quadrados. Estes t€m sido usados em grades regulares e subdivisGes recursivas, da
mesma forma que quadtrees, devido a sua orientagfio simples em relagfio a um sistema
de coordenadas cartesianas. Além disso podem servir de substrato para uma
decomposigio simplicial.

Certos esquemas de subdivisdo simplicial sdo regulares ao subdividirem o
plano em células regulares. Outros s3o irregulares e podem nfo garantir uma estrutura

de triangulagdo no sentido da definigio abaixo.

uma triangulacdo de um dominio conexo Q < R? se:
i) qualquer par de tridngulos de A intercepta-se no maximo em um vértice
comum ou em uma aresta comum (conformidade);

ii) a unifio de todos os tridngulos € igual a Q.

A conformidade pode ainda ser expressa afirmando-se que néo ha vértices de

nenhum dos tridngulos no interior de uma aresta de qualquer outro.
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Fig.: Uma triangulagio

Fig.: Uma nfo triangulagtio

Vamos chamar entdo uma subdivisio simplicial conforme de uma

triangulacio.

Por outro lado, um esquema de triangulagio pode dar origem a tridngulos

alongados onde a razdo de aspecto, isto é, a razio entre o menor e o maior lado, pode
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ser muito pequena: os tridngulos nfo apresentam uma “boa forma”. Esta caracteristica
pode ser uma causa de instabilidade numérica de algoritmos que calculam atributos
associados aos triingulos. Isto pode ser exemplificado no célculo das derivadas
parciais de segunda ordem que podem fornecer valores em uma diregdo muito maiores
que os calculados na dire¢do perpendicular.

Dada uma regifio retangular do plano de lados inteiros podemos decompd-la
em um certo numero de quadrados. Escolhendo um qualquer como ponto de partida
podemos tomar uma de suas diagonais e com ela dividir o quadrado em dois
tridangulos. Se o quadrado assim dividido é fransladado de modo a se superpor a cada
um dos outros quadrados da subdivisio inicial, a sua subdivisio induz uma
triangulacio do plano chamada triangulaciio K1. Se, ao invés disso, a divisdo da
célula ¢ refletida em relagfio aos seus lados teremos uma triangulagio chamada
triangulaciio J1. Estes dois esquemas asseguram uma subdivisfio simplicial conforme
no sentido da defini¢io acima.

As triangulagdes K1 e J1 assim definidas sdo chamadas triangula¢ées CFK
(Coxeter-Freudenthal-Kuhn) [MIRA89], [PERS93], apresentam muitas propriedades
combinatorias interessantes e tém servido de base a muitas técnicas de triangulagdo em

R" [APOL95], [BARBY5].

REFINAMENTOS

Chamamos de dominio de uma subdivisdo a unifio de todas as suas células.
Dadas duas quaisquer subdivisdes T1 e T2 dizemos que T2 € uma subdivisio de
refinamento de T1 se o dominio de T2 ¢ igual ao dominio de T1 e cada célula de T2
estd completamente contida em alguma célula de T1. Um refinamento de uma
triangulagdo ou T-refinamento ¢ uma subdivisio de refinamento que ainda é uma

triangulag@o.
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Podemos construir um refinamento simples através de um procedimento de
bissec8o obtida por uma reta passando pelo ponto médio do seu lado mais longo e
pelo vértice oposto. Observemos que este procedimento pode ser aplicado a qualquer
triangulagio, mas ndo garante que seja gerada uma triangulacgo.

Um procedimento de refinar triangulagdes gerais foi proposto por Rivara
[RIVA91] para aplicagio na geragio de malhas de elementos finitos. Este
procedimento determina uma triangulagdo resultante a partir da bissecio dos
simplexos e além disso ¢ um procedimento recursivo.

No caso CFK, em que todos os tridngulos sdo retdngulos isosceles, o lado mais
longo € a hipotenusa e o procedimento da origem a triingulos do mesmo tipo.
Refinamentos binarios de triangulagdes CFK baseados em bisse¢tes podem aproveitar
da forma razoavel dos simplexos. Idealmente podemos perguntar pelo melhor (menos
complexo) refinamento binario de uma triangulagio CFK inicial que obedece as
exigéncias do problema. Isto certamente abrange um problema de otimizagio
combinatéria que pode ser muito complexo no caso geral. Alternativamente, uma
sequéncia de pequenas etapas econdmicas de refinamento pode dar origem a uma boa

sub-0tima.

Partindo destas consideragGes gerais podemos formular uma organizag8o
légica das posigdes esparsas do nosso conjunto amostral, no sentido discutido no
capitulo 1. Ela procurara atender a distribuigdo dos valores das cotas e serd um

ingrediente fundamental da nossa proposta de modelagem.

TRIANGULACOES CFK ADAPTATIVAS

Comecemos caracterizando a geometria de um dominio D contendo o
. - 2 _ — 2 .
conjunto de posi¢des Q —{qi =(x;,V; ) ER*;i=1,...,N } que

chamaremos a nossa regifio de interesse. Suponhamos D = [0, Ly] % [0, L]  R* um
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retingulo de lados Ly=n; L e L, = n, L onde ny , n; € Z" sfio primos e L é um
comprimento de referéncia.

Com esta geometria de partida vamos considerar partigdes de D em quadrados
e usando as suas diagonais definir triangula¢des CFK.

, Seja 7 a familia de todas as triangulagbes de D cujos tridngulos sdo
tridngulos retingulos isosceles. Vamos escolher o sentido de percurso da fronteira
de D idéntico ao sentido de percurso da fronteira de qualquer tridngulo.

A simplicidade da geometria de qualquer A € 7" evidencia-se pelo fato de dois
tridngulos arbitrarios de A diferirem apenas pelo tamanho e/ou pela posigéio relativa.
Qualquer tridngulo T de A pode ser obtido pela aplicagdo de uma sequéncia de trés
transformagdes afins do plano, a saber, franslagdo, escala de fator 2¥ | k € Z e
rotagiio de um angulo multiplo de 45° a um triingulo basico 7 de vértices v,= (0,0) ,
v,= (L, 0), ¥,=(0,L). Vamos atribuir, em qualquer tridngulo T de Ae .7 o rétulo v,
ao vértice formado pela intersecio dos dois catetos, isto €, ao vértice oposto a
hipotenusa e os rotulos vi e vy aos outros vértices, na mesma ordem do tridngulo
basico.

Seja T definida por

T=T, 0T, 0T,
onde
T, € uma translagéio que leva v, em v,;

" ViV, "
kA2

2

T, ¢ uma escala de fator

T, ¢ uma rotagio de um angulo (escolhendo o sentido anti-horéario como o

sentido positivo) de k %, onde k € um inteiro positivo médule 8. A orientagiio da
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hipotenusa [vyv,] admite portanto apenas 8 possibilidades, coincidindo com as 8 semi-

. . R T
retas que partem da origem, cada par adjacente formando um &ngulo de 7

T fica assim caracterizada como uma transformagfio conforme do tridingulo
basico.

As triangulagBes A € .7 classificam-se nos dois seguintes tipos:

- Uniformes: todos os tridngulos tém o mesmo tamanho. Neste caso o mimero
total de seus triingulos serd T = 2knn,, para algum k = 1 inteiro.

- Nio-uniformes: hi tridngulos de tamanhos diferentes Em D o maior
tridingulo de .9 n3o pode ter a hipotenusa maior que min { ny, nz}«fi L.

Vamos definir o nivel relativo de uma triangulagio a razfio entre as areas do
maior ¢ do menor tridngulo nela existente. O nivel absoluto sera definido como a

razdo entre a area do maior tridngulo e a area do tridingulo basico L*/2.

Fig.: Triangula¢do em um retdngulo commy =5, m; =3
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A ESTRUTURA DE ADJACENCIAS
Caracterizada a estrutura geométrica das triangulagBes de -Z” vamos identificar
a sua estrutura topologica.

Definicdo:  Dados uma triangulagio arbitraria A e um tridngulo T € A
considere a fung¢io vizinhang¢a

V:{0,1,2}xA - AU{D};

(i,7) = V(i,7)=V(r)

onde V; (T ) ¢é tridingulo adjacente a T que compartilha com T a aresta e; de T (D pode

ser entendido como o exterior de D).

Sejam A e I e 1 =[v,v,v, ]| €A, com a aresta ¢; oposta ao vértice v;, i =
0, 1, 2. Considere a rotulagdo que identifica e, com a hipotenusa (a ordenagfio das
arestas é escolhida no sentido trigonométrico). Entfio V(T ) € o tridngulo adjacente
a 7 compartilhando a hipotenusa deste e V;(t),i#0 caracteriza a adjacéncia

por um cateto de T.

Com esta fungdo podemos caracterizar estruturas de adjacéncia nas

triangulagbes da familia 7.

Definicio

Sejam A € .Ze T € A arbitrarios.

) SeVy(1)eA,istoé, se Vy(1)=, entdo, neste caso, o par Ny =(T,¢)
sera chamado micleo (degenerado) e T um elemento de nicleo.

ii) Se V4 (7t ) € A entdo temos duas possibilidades:
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a) Se Vy(Vy(1))=1 entlo o par N=(1,Vy( 7)) é chamado um micleo
(ndo-degenerado) e os trifingulos T e V, (T ) so chamados elementos de
nucleo.

b) Se Vy,(Vy(T))#7 ento a hipotenusa e,de T € um cateto de Vo (1)

cuja  hipotenusa tem comprimento V2 e,.

Propriedade

Toda triangulagio A € .7 admite pelo menos um nicleo.

Prova:
Tome T € A com a maxima hipotenusa existente em A. Entdo Vg (T ) € um
tridangulo do mesmo tamanho que T ou V,( T ) = . Em qualquer dos casos teremos

um nucleo.

A fungdio vizinhanga por hipotenusa V, ( T ) induz um grafo direcionado de
adjacéncias notado G, cujos vértices representam os tridngulos de A e uma aresta liga
ovérticenieAatie AU {D}, i#]j se Vy(71i )=1. Podemos ainda utilizar a
nomenclatura T; € um sucessor de T; € T um antecessor de T;.

Podemos ter tridgngulos que ndo admitem um antecessor e neste caso eles serdo
chamados fridngulos fonte.

Observemos que este grafo apresenta ciclos de comprimento 2 que

correspondem aos nicleos ndo-degenerados.
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e <
e <

Fig.: O grafo induzido G, por V,(.) da triangulaciio A; os circulos cheios representam

os tridngulos dos nucleos e os circulos os tridingulos fonte.
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As componentes conexas de G, serfo chamadas bacias (atragfio) de um
nicleo. Podemos construir, a partir de G,, uma floresta composta de arvores
direcionadas cujas folhas sdo elementos de niicleo. Estas arvores contém os caminhos
maximais da triangulacdo. Um caminho é uma seqiiéncia de transi¢io "suave" pois os

comprimentos das hipotenusas dos tridngulos da seqiiéncia diferem sempre pelo fator

V2,

AS OPERACOES DE REFINAMENTO E ALTERACAO DE UMA
TRIANGULACAQ

Caracterizada a geometria e a estrutura de adjacéncias de uma triangulagfio
genérica A € .7 vamos estabelecer as relagBes entre duas quaisquer.

A seqiéncia de tamanhos das hipotenusas dos tridngulos de uma dada
triangulagdio permite estabelecer o fator de proporcionalidade entre dois deles e a
comparagio das seqiiéncias de duas triangulagBes permite verificar se ha alguma
relacio "genética" entre elas, isto &, se € possivel passar de uma a outra.

A existéncia de tal relagiio permite definir operagdes fechadas sobre a familia .7~
e neste caso € preciso caracteriza-lo.

Dois exemplos sdo familiares quando se considera triangula¢Ges arbitrarias de
dominios conexos do plano: o operador de refinamento ¢ o operador de froca
("swap"). Comecemos caracterizando o primeiro, que admite varias alternativas de
definigdo.

Na construgdo de um refinamento de uma triangulagio A efetuamos a diviséo
de um ou mais de seus tridngulos em k > 2 de partes exigindo a satisfagdo da
conformidade da triangulagéo.

Em uma seqiiéncia de trabalhos [RTVA91], Rivara define um processo de

refinamento usando o valor k = 2 , apresentando os seguinte aspectos: manutengfo da
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boa forma dos tridingulos e efeitos localizados do processo. Este segundo permite
construir refinamentos de uma triangula¢iio adaptados a um determinado critério.

As idéias centrais desta bissecdo sdo a escolha do ponto médio do maior lado
de um tridngulo e a sua ligagdo ao vértice oposto e a eliminagio das nfo-

conformidades geradas:

RefinaTridngulo (t , A)
{
Execute bissecdo de t ;
Enquanto ( A ndo for uma triangulagdo) faca
Refinalridngulo (Vy(t),A)

Nos restringindo a familia 7" e ao dominio retangular D, observamos que a
utilizagdo do processo de Rivara é particularmente adequado. A sua aplicagdo a
qualquer A € .7°d4 origem a triangulagfo da mesma familia: a ligagdo do ponto médio
da hipotenusa de um tridngulo retingulo isésceles ao vértice oposto d4 origem a
tridngulos do mesmo tipo. Em um trabalho recente foi caracterizada a equivaléncia,
para A € Zentre o processo de Rivara e uma seqiiéncia de bisseges de niicleos de
A [BARB%4].

Baseados nestes resultados vamos definir duas operag¢des que permitirdo gerar

seqtiéncias de refinamentos a partir de uma dada triangulagio de .7

Definiciio: Sejam A € . e N um nicleo arbitrario de A . Uma operagio de
refinamento elementar em A realiza a bissegio do niicleo N dando origem a um

refinamento By ( A).
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Observemos que o operador estd bem definido pois toda triangulagio de .7~
admite pelo menos um nicleo. O refinamento por ele gerado ¢ uma triangulacfio de .7~
, caracterizando que By é uma operagdo fechada em .7 ela contem mais 2 tridngulos
em relagdo a anterior, se o nucleo é nfo degenerado e apenas mais um tridngulo no
caso degenerado. Além disso sfio criados, no caso de um nucleo ndo-degenerado: um
novo vértice, ponto médio da hipotenusa, quatro novas arestas de comprimento igual &
metade da hipotenusa e é destruida a hipotenusa, diagonal do niicleo; no caso de um
nucleo degenerado sfio criados: um novo vértice de fronteira, ponto médio da
hipotenusa, uma nova aresta, altura do trifingulo e mais duas outras em conseqiiéncia
da bissecfo da hipotenusa, que por sua vez desaparece.

Seja T € A e tal que T ndo seja um elemento de niicleo. Considere o tridngulo
T' ¢ A, simétrico de T em relagfio & hipotenusa deste. Ao par (T , T' ) chamaremos de

nucleo virtual, que é necessariamente nfo degenerado.

Fig.: Um ntcleo virtual
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Estendendo a definicio de refinamento elementar para que esta possa ser
aplicada a nucleos virtuais, podemos construir uma seqiiéncia de refinamentos
elementares associados aos nucleos virtuais criados a partir de T até que o ultimo
destes ndcleos virtuais coincida com um nicleo (real) que contem T. Ao considerar
esta sequéncia estaremos percorrendo o caminho, que tem como trifingulo inicial o
tridngulo dado, no sentido do tridngulo do nucleo no qual o caminho "desagua". Isto
motivou o uso do termo bacia associada a um nicleo.

A discussfio acima sugere a definicio de uma seqiiéncia de refinamentos
elementares cada um dos quais estd associado ao nicleo criado pela operagdo anterior,
até que seja criado o nucleo contendo um tridngulo dado inicialmente, que pode ou
ndo ser um tridngulo fonte. A operag¢dio associada a este niicleo ¢ o ultimo elemento
da seqiiéncia contendo o tridngulo inicial, como mostra a figura, no caso em que este &

um tridngulo fonte.

Uma segunda operagdo descrevera a construgdo da sequéncia acima e
permitird a descrigio do processo de Rivara no escopo das idéias deste trabalho,
incorporando algumas das idéias desenvolvidas em [BARB94] e possibilitard uma

formulagdo mais algébrica do processo.

Defini¢io: Uma operagio de refinamento basico Ry (A) em A partindo de
um tridngulo T é uma seqiiéncia ordenada de operagGes de refinamento elementar
By ,....By , k21, By (By (... (By(4))...,))
tais que

(i) N7 é um nacleo de A;

(i) Nj+1 €0 nicleo criado por By, j =1,...,k —1;
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(iii) N, contem o tridngulo T.

A aplicagiio da operacfio de refinamento basico a A € &~ garante, por
defini¢@o, a obtengfio de um refinamento Ry ( A ) € .77, caracterizando assim uma
operagio fechada em 7. Além disso o refinamento gerado goza das duas
propriedades mencionadas anteriormente: "boa" forma dos triingulos e
adaptabilidade. A sequéncia de refinamentos elementares, usada na defini¢io do
refinamento basico para gerar um refinamento Ry ( A ) € .77, partindo de um dado
tridngulo, € a menor possivel.

Um refinamento bésico corresponde ao percurso de um caminho (de
refinamento) no grafo Ga. Observemos que neste processo estamos percorrendo, em
sentido inverso, partindo de um nicleo, um caminho maximal de A, embora possamos
aplica-lo a um caminho qualquer. Uma bacia vai entfio caracterizar o subconjunto da
triangulagéio de todos refinamentos basicos possiveis a partir de um nucleo.

Experimentos realizados em triangulagBes da familia .7~ sugerem que o
comprimento médio estatistico dos caminhos de refinamento ¢ da ordem de 4
tridngulos.

Uma formulagio algoritmica de um refinamento basico pode ser escrita por

[BARBY4]:

RefinamentoBdsico (t , A)

{

Se (T ndo esta em um ntcleo ) entdo

{
RefinamentoBdsico(Vy(t ), A);
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RefinamentoElementar (x , A);

Uma operaglio de outra natureza, nfo envolvendo subdivisio de tridngulos,
mas permitindo ainda a criagiio de uma nova triangulago, pode ser considerada. Ela é
aplicavel a uma triangulagfio arbitraria de qualquer dominio do plano [SCHU93b], e

pode ser particularmente 1til para as triangula¢Ses de -7~ em algumas situagdes.

Definicio:

Seja A € 7" uma triangulagfo arbitraria e N um nucleo n3o-degenerado de A.
A operacdio de troca (""swap'') elimina a diagonal de N , uma aresta pertencendo a A,
e insere uma nova aresta, a outra diagonal do nicleo, dando origem a uma

triangulagio  S( A).

Observemos algumas propriedades:

- A operagdo S ndo altera o tamanho de tridingulos de A, mas apenas as suas
posicdes;

- A operag@io S preserva o numero de tridngulos, arestas e vértices de A , além
do nimero de seus nicleos ndo-degenerados;

- A operagdo S seguida de uma operagio de refinamento elementar By
equivale & aplicagfo apenas desta ﬁltimé.

- A operagiio S é idempotente, no sentido que a sua aplicagio duas vezes

fornece a triangulagio de partida.

Esta operagio permite modificagdes muito bem localizadas em uma
triangulagfio ¢ pode ser usada para alterar os suportes de fungSes da base do espago de

splines sem alterar a dimens&o do espago.
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Fig.: Duas operagdes de troca: as diagonais tracejadas sfio trocadas pelas cheias em

dois nacleos da triangulaggo.

Uma outra propriedades da familia de triangulagbes 7~ esta ligada a
construgdo de suportes de fungdes do espago de elementos finitos, quando os graus de

liberdade estdio associados a valores pontuais em vértices da triangulag@o.

Definic¢io:
Seja v um vértice de A. Se v é interno a D entdo a estrela de v, notada M(v),

¢ a unido de todos os triingulos de A que admitem v como vértice.

Em uma triangulagio A da familia .7 a estrela de um vértice tem algumas
propriedades particulares. Se v é um vértice interno de A e M(v) tem N, tridngulos
entfio M(v) ser4 um poligono convexo com 4 < N, < 8 lados. Se considerarmos os

trifngulos adjacentes & menor aresta interna de M(v) eles possuem o mesmo tamanho
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e portanto a estrela de qualquer vértice interno contem pelo menos dois triingulos de

mesmo tamanho.

CONCLUSOES

Apresentamos as idéias basicas do MEF que permite a construgio dos espagos
de dimensdo finita satisfazendo as hipoteses dos teoremas demonstrados no capitulo 1.
Listamos exemplos de elementos nfio conformes de interesse para o nosso problema,
em particular os elementos lagrangeanos, que se mostrario de interesse, como
veremos mais adiante. Os elementos conformes apresentados possuem grau elevado
ou compdem-se de retalhos definidos em subtridngulos.

Como a construgdo dos espagos de elementos finitos repousa sobre a defini¢do
de triangulagdes no dominio D, apresentamos as idéias gerais sobre triingulagdes e
seus refinamentos. Descrevemos em seguida as triangulagdes CFK adaptativas que
serdo utilizadas em virtude de suas propriedades interessantes. Os seus tridngulos sdo
sempre retingulos isosceles e a funcfio vizinhanga por hipotenusa induz um grafo de
adjacéncias. Neste séo facilmente identificados os niicleos da triangulagfo e as bacias
correspondentes. O processo de refinamento introduzido por Rivara garante a
manuten¢io da boa forma dos tridngulos. Definimos as duas operagdes que o
implementam e descrevemos as propriedades da operag¢fo de troca de hipotenusa em
um ntcleo.

A comparagio do processo de refinamento adotado e do processo de
construgdo de alguns elementos conformes permite identificar uma inadaptagio entre
eles. Basta considerar o elemento de Clough-Tocher definido sobre uma triangulagdo
CFK e um refinamento basico. Isto sugere dificuldades na constru¢iio dos espagos de
elementos finitos pois o refinamento pode nfio dar origem a um subespago. Este tema

sera central no préximo capitulo.
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Apresentaremos a seguir as dificuldades de obtengdo de um conjunto nio
vazio de restricdes para cada problema considerado: o processo de refinamento
junto com o tipo de elemento escolhido podem n3o dar origem a um subespago
e/ou perder a localidade do refinamento. Para supera-las proporemos entdo um
problema semelhante aos ja definidos e utilizaremos dois tipos de elementos, um
conforme ¢ o outro nfdo conforme. Garantiremos a convergéncia pontual da
sequéncia de suas solu¢des para a solugdo do problema continuo. Como estratégia
de solugo consideramos inicialmente uma etapa de viabilizagdo como um
-problema de Programagfo Linear ¢ uma etapa de deformagio como o problema de
Programagio Quadratica. Definiremos ainda critérios de determinag@o da solugéo
viavel, ponto de partida para a obtengfo do modelo de terreno com a suavidade

adequada.

DIFICULDADES NA OBTENCAO DE UMA SOLUCAO

A nossa proposta de modelagem conduziu, no capitulo 2, & defini¢o de um
conjunto problemas; um problema P chamado problema continuo e um conjunto
de problemas P, chamados de problemas discretos.

Seja V 0 nosso espago admissivel e consideremos os conjuntos

O={aecl’M)|u(q)el(@,e)i=1,...,N}

comI(z,&)=[z:-€i,z;+&],¢

ONV={peV|o(q)el@,e);i=1,...,N}
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B,=PNV,={0eVn|o(g)el@,e), i=1,...,N}, m=>1

Expressos ainda na sua formulagio abstrata os dois primeiros problemas

sdo:

P Minimizar J(¢)

sujeitoaQeDd® NV

P Minimizar J(¢)

sujeito a @ € @,

Com a hipotese da separabilidade de V podemos construir uma sequéncia
encaixada de subespagos de dimens#o finita:

VicV;c...cV,cVuac...cV
e concluir que:

() Se @ =D entio P, 20 ,Vm>1

(i) Se By, = {€m15 + - + 5 €m, n} € uma base de V ,, podemos completa-la e
obterumabasede Vi1 Bur1=BnU {emnstntt1seees matnei}

O Método de Ritz-Galerkin garante que a sequéncia de solugbes {¢,, }m
dos problemas discretos converge para a solugdo ¢ do problema continuo.

Se definirmos um V-refinamento de um espago vetorial V como sendo a
construgdo de um espago vetorial W tal que V ¢ W entdo a sequéncia de

subespagos acima é uma sequéncia de V-refinamentos de um subespaco inicial Vj.

O MEF ¢ uma maneira sistematica de construir esta sequéncia. Seja V =
H?(D) onde D é a nossa regifio de interesse. Vamos supor V , , para todo m > 1

um espago de elementos finitos.
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Primeiramente precisamos construir o espago V; e garantir que o conjunto
de restrigdes ®; € nfio vazie. O proximo passo & construir a sequéncia de
V-refinamentos de Vi:

VicVc...cV,cVuc...cV

A idéia chave na constru¢Bo da sequéncia é o completamento de bases,
partindo de uma base B; de V.

Para construir V; precisamos de uma triangulagdo de D e de uma base
composta de fungdes de suporte pequeno, definida sobre ela. Esta base depende

do tipo de elemento definido na triangulagfio o qual fica caracterizado pela escolha
de Pk, o conjunto de fun¢Ges definidas em um triingulo K e Zx o conjunto de
graus de liberdade associados a K, garantidas as condigBes de inclusio V) c
H’(D). Entio se fixarmos o tipo de retalho, a definigdo do espago V; fica
inteiramente associada a escolha de uma triangulag¢io em D.

Suponhamos fixado o tipo de retalho, escolhida a triangulagdo A; e
construido Vi . Suponhamos garantido que ® = .

Para construir cada um dos outros espagos da sequéncia teremos que
construir triangulacdes em D usando o mesmo tipo de retalho e concluimos que a
construgdo dos V-refinamentos de V; vai repousar sobre a construgio dessas
triangulac@es, isto €, dos T-refinamentos de V;.

A cada T-refinamento de uma triangulagio deveriamos ter um subespago
do espago definido sobre ela, isto é, um V-refinamento deste. Mas, para que isto
ocorra € preciso que algumas condi¢Ges sejam satisfeitas, entre elas que os novos
retalhos consigam restituir o antigo retalho sobre a unifio dos subtridngulos que
restituem o antigo tridngulo.

Vamos insistir em que um T-refinamento dé origem um V-refinamento do
espago. Para que isto ocorra sera preciso levar em conta o tipo de tridngulos, o
tipo de retalho, o processo geométrico que caracteriza o T-refinamento e a relago

entre os novos e os antigos retalhos.
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A titulo de exemplo das dificuldades existentes, podemos tomar um retalho
Clough-Tocher. Se o refinamento da triangulag8o for realizado, por exemplo, por
um processo de bissecdo dos tridngulos, entdo a definigio de um retatho Clough-
Tocher sobre os dois novos tridngulos néio permite reproduzir o antigo retalho, ou
seja, a bisse¢do da triangulagdo nfio conduz a um V-refinamento. Entretanto
podemos definir um outro T-refinamento, por exemplo, a divisfio do tridingulo em
trés subtridngulos, anloga a divisdo usada na definigdo do proprio retalho Clough-

Tocher, que conduzird a um V-refinamento.

Fig.: Sudvisio binaria de um tridngulo de Clough-Tocher e os novos

subtridngulos
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Fig.: Sudvisdo adaptada de um tridngulo de Clough-Tocher

Mas este T-refinamento pode pode dar origem a outras dificuldades. Uma
relativa ao tipo de seus tridngulos: tridngulos cada vez mais alongados, sem uma
boa raziio de aspecto, em que os angulos internos dos subtridngulos sdo também
divididos. Em consequéncia a aplicagdo sucessiva deste tipo de T-refinamento
tende a criar tridngulos degenerados no limite, 0 que compromete a estabilidade
numérica do algoritmo de resolugdo do problema. A outra relativa ao dominio do
T-refinamento que devera ser toda a regifio de interesse para que tenhamos um V-
refinamento, o que caracteriza um T-refinamento global.

Mas mesmo no exemplo abaixo, no qual o processo geométrico de
subdivisiio da origem a tridngulos com boa razio de aspecto somos obrigados a

construir ainda um T-refinamento global, onerando o custo computacional.
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Fig.: Subdivisdo mantendo a boa forma

Podemos escolher outros tipos de retalhos como o de Bell-Akima ou o de
Argyris para os quais poderemos ter T-refinamentos locais , adaptativos, gerando
tridngulos com boa razdo de aspecto e dando origem a um V-refinamento. Mas
isto € conseguido as custas da utilizagfio de polindmios de grau elevado, cinco
nesses exemplos; novamente o custo computacional transforma-se no gargalo do
processo.

A escolha de um tipo de retalho lagrangeano e T-refinamentos locais,
adaptativos, gerando tridngulos com boa razio de aspecto, nfio garante gerar
espacos de elementos finitos que sejam subespagos de H*(D), isto &, sdo nfo-
conformes para o problema da placa. Embora usados na prética, estes elementos
suscitam questdes de convergéncia mais dificeis que nfo abordaremos.

Podemos entdo concluir que se quisermos realizar T-refinamentos
adaptativos de uma triangulagio mantendo uma boa razéo de aspecto para os seus
tridngulos deveremos abdicar de obter V-refinamentos. Sem essa propriedade nfio
poderemos garantir que se encontrarmos @ | # & teremos @ , # I e assim um
problema discreto viavel na sequéncia pode nfio garantir que o proximo o seja.
Deveremos portanto, ao construir cada V-refinamento, tentar garantir por outros

meios que o D; correspondente seja nfo vazio.
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Toda essa discussfo parece bizantina perante o Teorema 2 do capitulo 2,
que munido da hipotese H2 assegura a existéncia de solugiio de (Pn) para m
suficientemente grande. No entanto, a satisfagdo da hipotese H2 requer, na
prética, refinamentos possivelmente muito mais elevados do que o necessario para
atingir-se a preciséio satisfatoria da solugfo aproximada. As propostas das segdes
que se seguem surgem como uma alternativa parcimoniosa, em termos de

refinamento, para estas questdes.
APROXIMANDO AS RESTRICOES AO P,

A dificuldade em garantir que ® ., seja nfio vazio para cada problema Py,
esta ligada a relagfio entre T-refinamentos e V-refinamentos. Temos que calcular a
energia e atender as restrigdes com a mesma fungio do espago V,,. Observemos
que com uma elevagio do nivel de refinamento, a energia de deformagfo em cada
tridngulo tende a zero. Com isso, a superficie em cada triingulo aproxima-se de
sua interpolagfo linear no tridingulo. Por outro lado, o uso de uma soluc¢fio linear
por partes tem sido tradicionalmente usada em modelagem de terreno, devido ao
seu custo computacional relativamente baixo.

A idéia ¢ satisfazer s restrigdes de forma aproximada através de fungGes
mais simples Ln(@) € L™ e desacoplar parcialmente a satisfagfo das restrigdes do
calculo da energia onde ¢ € H*(D) é utilizada. A uma fungdo @ em V,
associaremos uma outra fungiio Ln(@) em W ,, = Ly,(V ) verificando as restri¢Ses
do problema P,. Por exemplo L.(@) ¢ o interpolador linear por partes de @
baseado na triangulago (elemento de Courant).

A adogdo do aproximador L,(¢) para ¢ nos conduz ao seguinte problema

aproximado em substitui¢io ao Py,

PL., Minimizar J(¢)

syjeitaa @ € PNV,
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onde ¥,,={aeL”(D)]| Lu(0) e D }.

De forma geral, suporemos que Ly, ¢ uma transformagéo linear que leva V,,
em um subespago Wn de L”. Para escolhas convenientes do aproximador L, (0
caso linear por partes ¢ um exemplo), os subespacos W,, formam um W-
refinamento como decorréncia de T-refinamentos. Em outros termos, para
qualquer sequéncia de T-refinamentos teremos W, € Wy, + 1 . A decorréncia

notavel disso serd a garantia de viabilidade sucessiva dos problemas PLy,.

Propesicio
Suponha Ly (Vi) = Wi € Wins1 = Lyt (Vi +1) , para todo m e ¥, &.
Entdo ‘I‘m-)-li Q

Prova
Seja @ € ¥re o0 = Ln(9) . Entdo a0 € ® N Wy, e pela hipotese oo € @ N Wipyq .
Mas como Wi = Lt (V) existe ©° € Vi tal que Lnsn(@©°) = o, Logo

Lu1(0°) € @ N Wy ou equivalentemente @° € Wy 2 .

A titulo de exemplo se V, € construido com um retalho de Clough-Tocher
podemos escolher W ,, construido com o tridingulo de Courant [CIAR87]. A
fungfio L, vai associar a cada retalho Clough-Tocher a linear que interpola o
retalho nos vértices do tridngulo. E facil verificar que nesse exemplo os espagos de
aproxima¢do W,, formam uma sequéncia encaixada como requer a proposigio

anterior. Além das lineares podemos igualmente considerar retalhos quadraticos.

As figuras abaixo ilustram uma versdo unidimensional das idéias acima

discutidas.
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Fig. Versdo unidimensional de uma solug8o viavel (Problema P,,)

Fig. Versdo unidimensional de uma solugéo L,.(9) viavel (Problema PL,,) onde q;

é um ponto amostral e a; um ponto da decomposi¢io do intervalo

Vamos entdo provar as solugdes de PL,, convergem pontualmente para a
solugdo do problema continuo P. Com esses resultados fica assegurada a
coeréncia de toda a teoria formulada

O PROBLEMA MISTO :ANALISE DE CONVERGENCIAS

As dificuldades apontadas na se¢fo anterior motivaram a caracterizagiio de

um enfoque chamado misto cujo significado passamos a discutir.
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Seja L : L™ (D) — L™ (D) uma transformac#o linear continua e definamos

Yo={aeL”(D)| Lu() e® NV}

lembrando que @ ={a e L”"(D) |o(qi) e l(z,),i=1,..., N}

Dentro deste enfoque consideraremos o problema:

(PLy) Minimizar J(@)

sujeita a ¢ € ¥y,

O problema acima definido caracteriza um paralelo entre a discussdo usual
de aproximag#o através do método de Galerkin [CEA71] e o enfoque que estamos
propondo: aproximar @ € V ou @ € V,, por sua transformada O, = Lin(@). As
fungGes o, nfo estdo necessariamente em um espago conforme e a sua utilizagio
restringir-se-4 a verificagfio das restrigdes do problema. Precisamos assegurar a
consisténcia da abordagem proposta verificando que os problemas PL,, admitem

uma solugio Unica.

EXISTENCIA E UNICIDADE
Para que possamos garantir a existéncia de uma solugio tnica do problema
PL., precisamos de uma hipotese estabelecendo uma relagio entre os espagos Vi, €

a transformac@o linear Ly,.

Hipotese H3 : Separabilidade de Ly,
Para todo conjunto de pontos p, q; €D, j=1,...,NexistemM>0¢
d > 0 tais que para todo m > M existem v,, € V,, com ||v|| < d satisfazendo

Lme(p)>OeLme(qj)=0 aj=19---,N
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Teorema 3
Suponha satisfeita a hipétese H3 . Entdo para m suficientemente grande o

problema PL., € viavel e admite uma unica solugio.

Prova

Sejam M >0,d>0 e param>M, v, ; €V, tais que || vm; || <d e
N
LinVm,i (q;) = 8 i . Defina @, = Z Zi Vi,i . Entdo L @ ( q) = % € O € vidvel
i=l
para o problema PL ,, . Analogamente & prova do teorema de existéncia e
unicidade do problema continuo (Cap. 2) concluimos que PL ,, admite uma {nica

solugéo.

CONVERGENCIA DAS SOLUCOES

A garantia das convergéncias mencionadas e o seu significado serdo dados
pelos resultados abaixo. Seguiremos os mesmos passos usados no capitulo 2,
inclusive o Lema 1.

A hipétese abaixo permitira caracterizar a proximidade das sequéncias de

fungtes { Om} e{ L Om} -
Hipotese H4 : Aproximagio de Ly,

Existe uma sequéncia {c., } positiva, convergindo a zero, tal que para todo

@€ Vn: sup { [9(p) - (L @)P)I, P €D} <[|0]| Cm

As hipGteses apresentadas asseguram a validade das hipoteses do Lema 1.

O lema abaixo afirma essencialmente a mesma coisa que o lema 2 do capitulo 2.
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Lema 3
Suponha satisfeitas as hipoteses H1, H3 ¢ H4. A solu¢do ¢ do problema

P ¢é o limite de alguma sequéncia (Qm) m>m em ¥y, .

Prova
Seja Wi € Vi , W — ¢ de acordo com H1.
Considerando H3 sejam vy €V, i=1,...,N, m>M taisque || vm:]<d

€ Ly Vmi(pj) = 0ij . Defina @, € Vy, por

P = Wi + :21: (¢(q) - (Lo W )(Gi) ) Vim,i

Ent8o @, € ¥, pois pela linearidade de L,

L Om (q)) = Lin Wn (qp) + 32:: (¢(q) - (L Wa)( i) ) Lim Vi, ()

=L Wa (@) + ( () - (Ln Wi )(q;) )
= (q)
Por outro lado, por H4

| @m=-2ll < || @m-Wall + || W~ el

< ¥ 1200 - (Lawa)(a) | Ve [l + I W= 2l

<d Z | 9(qi) -~ (Lo wm )(qi) | + || Wwm - o]

<d Z [ Wm( i) - (Lo Wn )(qi) | +d ; e (@) +wWn(q)]| +
+ |[wm- o]l

N N
Sd Y Iwullen+d Y 10 (@) -Walq) |+ Wa- ol
i=1 i=1

0 que confirma a tese do lema.
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Lema 4
Supondo H4 verdadeira, se a sequéncia { Qm } , Ow € ¥m , converge
fracamente a @ entdo @ € D.
Prova
Suponha @ € ¥, convergindo fracamente a @ . Entfio lim @,.( qi) =0 ( qi)

elimi{jonl|l < jloff.
Entfo, para qualquer 8 > 0 e m suficientemente grande, de H4 resulta
9(q)SLnOu(qi)+[Pullem +28
SLn@u(g)+l@llcm +30
e como O, € ¥,, concluimos que 0(q)<z +&+49d
De forma analoga
?(q) 2Qu(qi)-8
2Ln Qu(qi)-40

27 —Si-36

Teorema 4

Sejam ¢ a solugio do problema P, ¢, a solugio de PL,,. Entdio H1, H3 e

H4 garantem o =lim ¢,

Prova

Idéntica & prova do teorema 2 do capitulo 2
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Corolario

Se H1,H3 e H4 sio satisfeitas entdo a sequéncia ( Lmegm )m de

aproximagdes de solugdes otimas de PL,, converge uniformemente para a solugéo

¢ de P.

Prova

Paratodo p € D, 8 >0 e m suficientemente grande vale

e (P)-Lnon(p) <o (P)-en(P)|+]em(P)-Lnon(p)l
<0+ |om(P)-Lmen(p)]

pela convergéncia de (¢ m) m
<28+ |[¢mllem  (por H4)
<30+ ||¢ || cm pela convergéncia de (¢m)m

<40

[
Os resultados demonstrados acima caracterizam as fungdes Ly m como

solugSes aproximadas para o problema continuo.

A figura abaixo ilustra o significado das convergéncias demonstradas: a

convergéncia das solugdes ¢ w dos problemas Py, , representadas por circulos e a
convergéncia pontual das fungdes L @*, , representadas pelos quadrados, onde
0*, sdo solugdes dos problemas PL, , representadas pelos tridngulos. A solug¢do

Otima ¢ ¢é representada pela estréla.
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Fig.: As diversas convergéncias para a solucéo 6tima

ESTRATEGIAS DE SOLUCAO

A definigfio de estratégias que permitam a constru¢do de uma solugio para
o problema de modelagem através do MEF admite alguns pressupostos basicos.

Em primeiro lugar as malhas de elementos finitos sfio triangulagGes. Na
iteracio de ordem m todos os triangulos da malha A,, t€m didmetro menor que

i/m.



CAPITULO 4 Estratégias de Solugio 78

Além disso o espago Vi, é qualquer espago de fungSes spline sobre Ay, que
seja conforme para o problema da placa fina, como por exemplo o que usa
elementos de Clough-Tocher ou o que usa elementos de Powell-Sabin.

Finalmente, se ¢ € V , a sua transformada L ,@ ¢ a fungfo linear por partes
que interpola @ nos vértices da maltha A,, .

Desta forma temos a garantia de satisfagiio das hipGteses apresentadas.

A hipétese H1 ¢é satisfeita pela conformidade do espago V.

Para garantir a satisfag8o da hipotese H3 basta verificar que a razdo entre
1@-Luo .2l @]* onde|¢|..=sup {|@|;peD} ¢limitadacm V.

De fato, dado o maior tridngulo T da triangulago considere ¢ que resolve

o problema

Min S [ 0+ 0,7 +2 @47
7

sujeitoa | Q-Ly@ |21
PpeVy
A energia total de ¢ em T € proporcional a m e cresce mais que uma
fungdo linear em m.

Para qualquer @ em V , definindo @* =@ /| ¢ - Ly, @ | .. devemos ter

lo*IP/19*-Lno* [} = [[ox’+en’+27p,"] 2 ml
T

onde ¢ é uma constante. Logo L, satisfaz a hpotese H3 em V ,, com ¢, = ¢/m.

A satisfag@io da hipotese H4 decorre do argumento abaixo.

Sejam p, pi , 1 =0, 1,2, ..., n pontos de D. Denomine por d a menor
distancia entre o ponto p e os demais. Considere m > 2/d e seja T o tridngulo de
A que contem p. EntSo nenhum dos tridngulos de A incidentes & arestas ou
vértices de T contem qualquer dos p . Nessas condi¢Ges tome v, como qualquer
das fungGes de base do elemento associado a T que nfo se anula em p. A fungfo

Vm convenientemente escalada satisfaz H4.
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Assim a sequéncia de problemas PL,, fica associada, em geral, a uma
sequéncia de subespagos (V m) m de V e a uma sequéncia de W-refinamentos de

subespagos de L™,

A construgio de uma solugfio para o nosso problema, através do uso dos
problemas mistos permitiu superar as dificuldades apontadas na se¢io anterior se
pudermos garantir que exista algum ¥,# . Esta garantia devera ser buscada
através de alguma estratégia.

Podemos entfo concluir que a formulagio do problema misto permite
garantir a viabilidade de PL,+ a partir de PL, por T-refinamentos
independentemente de termos V-refinamentos pois a defini¢o de Ly, ¢ a hipotese
essencial garante a existéncia de W-refinamentos. O uso de interpoladores
lagrangeanos propicia concretizar os W-refinamentos e que as solugSes dos PLy,
convergem para a solugdo de P. Resta apenas construir pelo menos uma funcio

viavel para o nosso problema.

AS ETAPAS

O desacoplamento entre a satisfagfio das restrigSes e o calculo da energia
permite que estabelecamos separadamente uma estratégia de obtengfio de uma
primeira solugdo viavel. Em seguida poderemos nos preocupar com o grau de
aproximagdo que as outras solugBes vidveis apresentam em relagfio & solucgio
continua. A busca da solugfo sera feita em duas etapas.

A etapa de viabilizaglo permitira procurar primeiro uma solugéo vidvel em
algum V , utilizando um problema com uma fun¢dio objetivo mais simples, uma
linear, o que chamaremos de problema de viabilizagdo (PV). Em seguida tendo
encontrado o primeiro W, & , passaremos 3 etapa de aproximagfio onde vamos
buscar uma outra solucfio viavel, em algom ¥, , p > m fornecendo uma boa
aproximagio da solugio do problema continuo. Esta sera o nosso modelo de

terreno. Este segundo problema sera chamado de problema de deformacgdo (PD).
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Vamos comegar entdo a definir cada um dos problemas.

Sejay=(Y1...,¥n) €RYcomy; =0,V i edefina

YuM={0eVn| (Lun(@))a)-7iszite;,
(Lm((p))(q,)+'yl ZZi-Si,i=1,...,N}

Observemos que ¥y, (0) = P

O problema de viabilizag8io , que notaremos por problema por PV sera:

(PV) Minimizar ), ; v;
sujeita a @ € ¥ ()
v=20.

Se definirmos uma matriz N X k , notada por R, como Rij =B i ( q; )
podemos formular o problema, equivalentemente, por uma representagdo
algébrica.  Lembremos que nem todos os P aparecem nas expressdes

correspondentes a dois retalthos adjacentes.

(PV) Minimizar ), ;7;

sujeita a RB-y<z+e,
RB+y=>z-¢
Y20

Uma solugdo deste problema, se existir, serd notada por um (Bﬁ) um

vetorde R*"™N,
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O problema de wviabilizagio, como definido, é um problema de
Programagfo Linear [LUEN73] que sempre admite uma solugéo, oMo veremos.

A ligagfio entre os problemas de viabilizagdo (PV) e o de deformacio (PD)

se faz através do seguinte resultado.

Proposicao
O PV & sempre vidvel. Além disso, se (8,7%) resolve o PV com 7 =0

entdo B é viavel para o PD.

Prova

O PV ¢ sempre viavel: de fato, dado qualquer B = (P4, . - . , Pu) » escotha
vizmax {R;B-z;-€;,z;j-€;-R; B }. Opar(B,7y) fornecera uma
solugdo viavel para o PV.

Suponha agora que _ﬁ_ﬁ resolve o PV com v =0 . Ent8o

z-£<R B<z+sce § satisfaz as restrigdes do PD.

Vamos partir de uma triangulagio inicial CFK da regido de interesse, que
comos vimos no capitulo 3, apresenta propriedades interessantes, como a boa
razdo de aspecto de seus tridngulos ¢ a variagdo “lenta” dos tamanhos dos
triingulos: dois tridingulos adjacentes pela hipotenusa tém os seus lados diferindo
por um fator V2.

Levando em conta que estaremos utilizando interpoladores lineares e uma
fungdo objetivo também linear podemos realizar T-refinamentos locais pois estes
darfio origem a V-refinamentos do espago de elementos.

Para cada refinamento teremos uma solugio (B,y) de PV, com y= 0.



CAPITULO 4 Estratégias de Solugfo 82

Vemos assim que a utilizagiio do vetor Y permite ter um indicador de ndo-
vigbilidade ao longo do processo: aqueles tridngulos nos quais as posigOes
amostrais apresentam Y;# 0 merecem ser refinados.

A heuristica escolhida entfio sera dividir os tridngulos nos quais existe pelo
menos uma posigio amostral com 7; # 0 até que tenhamos para algum m um T-
refinamento para o qual a solucfio seja (E,O). Esta sera a triangulagio de partida
para a segunda etapa.

Tendo uma triangulagio de D e um espago de elementos lineares para os
quais ¥,,(0) é nfo vazio podemos agora retomar o problema misto, agora sob a

denominagio:
O Problema de Deformag8o

(PL ) Min J(9)
sujeita a @ € ¥,,(0)

Com a notagfo definida anteriormente podemos ainda escrever

(PL.) Min B'Q B

sujeitaa RE<z+e ,RBp=z-¢

O problema PD é um problema quadratico [LUEN69] e observemos que se

o problema de deformaggo € viavel entfio ele possui solu¢fio 6tima Unica.

Vamos construir V., com o nosso elemento conforme ¢ W, com

interpoladores lineares.
Resolvendo PD neste espago obteremos uma solugfio @ = B . Podemos

calcular a sua energia total J (@m) € a local, em cada trifingulo. Se a energia em um
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tridngulo € suficientemente baixa entfo @,, aproxima bem @ nesse tridngulo, em
decorréncia da construgio e dos resultados apresentados neste capitulo. Podemos
entdo tomar J (Qm) , em cada tridngulo, como um indicador de erro.

Vamos ent8o adotar como critério de refinamento: se para um tridngulo, a
energia a ele associada for maior que um valor pré-determinado, ele dever
refinado.

A solugdo procurada sera alcangada quando todos os tridngulos tiverem
energia inferior a um certo valor limiar. Teremos assim construido o nosso modelo

de terreno !

CONCLUSOES

Discutimos as dificuldades de obtenc¢io de uﬁa aproximagéo da solugdo do
problema continuo P em termos de solu¢Ses dos problemas P,. Considerando os
espagos de elementos finitos constatamos que um T-refinamento pode nio dar
origem a um V-refinamento, como desejavel para a aplicagdo da teoria formulada.

Para contornar essas dificuldades definimos os problemas PL,. onde
introduzimos a transformag3o linear L, : Vi, > W i © L™ que uma fungfio ¢ em
V. associa uma outra fungdo Ln,(Q) em W , = L(V ). Apresentamos a
formulagdo matematica correspondente nos moldes da anterior. Nesta temos a
convergéncia (na norma de V) de uma sequéncia de fungdes ¢ e a convergéncia
pontual e uniforme das fungdes Ln(¢). O limite de ambas & a solugio do
problema P. Isto possibilitou a utilizagdo de W-refinamentos sem a exigéncia de
V-refinamentos.  Foram formuladas estratégias de resolugio com a sua
decomposi¢do em duas etapas: uma de viabilizagio envolvendo um problema de
programacgo linear e a outra de programacio quadratica, 0 PLy,.

Se V. € um espago de elementos conformes, Wy, nfo o €, em geral. A
utilizagdo de elementos lagrangeanos, em especial o elemento linear, na construgéo

de Wy, , vai dar origem a uma solugfio linear por partes Lm(p,, ). Esta solugiio tem
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as caracteristicas suficientes para ser um modelo de terreno para o problema que
estamos considerando.

Concluida a elaboragio tedrica da nossa proposta de modelagem
precisamos encontrar exemplos de elementos que permitam uma implementagio
simples e possibilite uma verificag@o, tanto dos critérios adotados pelas estratégias
propostas, quanto das suas caracteristicas computacionais. No momento que este
texto foi concluido a implementagdo computacional ainda estava em andamento.
Ngo pudemos incluir resultados que permitissem uma avaliagio dos modelos
criados dentro da proposta tedrica aqui desenvolvida.

A implementagdo computacional esta sendo realizada por Antdnio Lopes
Apolinario Janior no &mbito do projeto GEOTEC - Programa PROTEM do CNPq
que financiou o seu trabalho.

Ela esta sendo desenvolvida utilizando-se o paradigma de orientagio a
objetos. Em particular optou-se pela linguagem C++. A plataforma computacional
utilizada é uma IBM PowerServer 590, rodando o sistema operacional ATX 3.2.
Como ferramenta para visualizagdo dos resultados utilizamos o software Data
Explorer, também da IBM.

Na resolugdo dos problemas de otimizagdo esta sendo utilizado o sistema
LOQO, desenvolvido por Robert J. Vanderbei, Program in Statistics & Operations
Research, Princeton University. O sistema ¢ cedido sem 6nus a universidades para
ser usado em trabalhos de &mbito académico, como o nosso. O LOQO foi
projetado para resolucio de problemas programagio quadratica ¢/ou programagéo

linear com restri¢es e suporta um conjunto de restrigdes de cardinalidade elevada.
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Apresentamos neste trabalho uma proposta para a constru¢do de um
modelo de terreno. Esta proposta estd amparada em uma formulagio matematica
para a qual foi preciso comprovar a validade. A formulagio envolve, em seu
aspecto mais relevante, um problema de otimizagio de curvatura, com restrigdes
pontuais.

A solugfio do problema nessa formulagdo é composta de um par de fungdes
interrelacionadas através de uma transformaco linear. A primeira permite avaliar o
critério de otimizagdo e a segunda, chamada de fungdo vidvel, satisfaz as
restrigdes. Provamos que a determinagfo de uma fungfo vidvel garante a existéncia
de uma solugdo viavel. Escolhemos fungdes lineares por partes como candidatas a
fungBes viaveis mas a formulagio proposta é geral o suficiente, para permitir a
utilizagfo de outros tipos.

O mais notavel resultado é a convergéncia de ambas as fungdes para uma
mesma fungfo: a primeira delas, na norma do espago onde o problema foi
formulado e as fungdes viaveis através da convergéncia pontual uniforme. Esta
fungfio limite constitui a solu¢io Otima. As questdes de convergéncia, aqui
resolvidas, ndo foram encontradas anteriormente na literatura.

Os pares de espagos que contém essas fungdes foram construidos através
do Método dos Elementos Finitos. Foram empregadas as triangulagdes CFK
adaptativas devido & sua qualidade: os seus tridngulos sdo sempre retdngulos
isosceles e os seus refinamentos t€m efeito localizado. Para explorar a sua
topologia definimos um grafo de adjacéncias que melhor revela a repercussio de
um refinamento. Refinamentos realizados em triangulagGes deste tipo preservam a
existéncia de fungGes viaveis.

Empregamos uma estratégia de resolugio em duas etapas tal que na

primeira delas utilizamos um problema de programacfio linear. Através deste
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problema, mais simples e menos custoso, determinamos uma fungo viavel, linear
por partes. Na segunda etapa o problema de programagdo quadratica fornece
solugdes vidveis que possibilitam determinar uma aproximagdo satisfatoria da
solucdo 6tima.

No que se refere 8 modelagem de terreno, a proposta generaliza aquela que
¢ usada na criagdo de modelos baseados em interpoladores: a soluglo buscada
deve, nas posi¢es do conjunto amostral, aproximar as cotas dentro das tolerncia
dadas, que podem ser nulas. Neste sentido o modelo criado “honra” os dados
amostrais. Além disso, o modelo procurado ( uma aproximagfo satisfatéria para a
solugio otima) serd uma fungio proxima de uma linear por partes. O modelo
proposto tende a suavizar a solugfo, representando mal terrenos que apresentem
falhas geoldgicas ou quebra de aclive. Isto dificulta a recuperagdo de linhas e
pontos caracteristicos do terreno a modelar.

Em outros enfoques emprega-se um funcional de energia andlogo e
formula-se um problema de otimizag8io irrestrito, com um critério envolvendo
penalidades [TERZ88], [WEYR92]. A resolugdo deste problema € simples e
pouco custosa, envolvendo a solugio de sistemas algébricos. Por outro lado estas
abordagens apresentam dificuldades em tratar problemas com restricdes em um
conjunto finito de pontos. E certamente um problema dificil encontrar um critério,
para ajustar as penalidades, de modo a obter uma boa aproximagdo da solugio
6tima nos pontos do conjunto de dados. No contexto de modelagem de terreno
pode ser dificil encontrar valores adequados para as penalidades de modo a
“honrar” 0 conjunto amostral.

A nossa formulagiio resolve problemas de programagdo quadratica com
restrigdes, mais dificeis e custosos, em comparagdo com o0s sistemas de equagdes
daquelas. Entretanto € capaz de aproximar os valores amostrais no sentido mais

preciso de respeitar as tolerancias.

A tarefa imediata que se imp&e, na continuag¢io deste trabalho, ¢é realizar a

analise dos resultados que a implementagfo fornecera. As conclusGes irfio permitir
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uma melhor escolha do critério heuristico de refinamento e do indicador de grau de
aproximagao.

Como proposta de trabalhos futuros vislumbramos algumas vertentes.

A formulagfio apresentada admite a possibilidade de generalizagio e desta
forma tratar outros problemas com outros tipos de restrigdes. Além disso pode
fornecer solugBes aproximadas para problemas com restrigbes continuas, como
condi¢Ges de fronteira. A abordagem apresentada pode ainda trazer novas idéias
em relacfio a utilizagfo de aproximagdes ndo conformes.

Uma tarefa que se impSe naturalmente é a generalizagdo da teoria de
convergéncia para solugSes ndo-conformes, procurando associar-lhes uma
interpretacfo fisica.

Considerando a interpretagdo em termos de elasticidade, podemos pensar
em aplicar a nossa abordagem a placas de rigidez variavel com a posi¢do ou seja de
material nfio uniforme, o que nos levara a outros funcionais de energia. A solugfo
dos problemas correspondentes poderad ser dependente de ajuste de parimetros
caracterizando a rigidez do material e dando maior aplicabilidade ao modelo. Neste
sentido o trabalho de Terzopoulos [TERZ88] pode apresentar interesse. Outros
tipos de restrigdes, por exemplo envolvendo conjuntos finitos ¢ ndo finitos (linhas)
precisarfio ser incorporadas.

Estas possibilidades podem ser exploradas para gerar modelos de terreno
mais adequados, capazes de recuperar melhor aspectos da geometria do relevo

como cristas, linhas de cumeada, entre outras.
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