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O ponto central da gera¢do de malhas para o método de elementos fintos € a
discretizagio do dominio no qual o problema esta descrito. Os métodos usuais de
geragdo automatica de malhas tém se baseado em subdivisdo espacial.

O presente trabalho apresenta um esquema para triangulagio adaptativa de
solidos CSG, baseado em uma nova proposta de refinamento adaptativo de
triangulagdes que garante a transi¢do suave entre grandes e pequenos elementos,
sem degradagdo dos tetracdros. O esquema simples e recursivo tem o suporte de
uma triangulacdo particular do espago.

O refinamento adaptativo é controlado por critério de refinamento definido
pela aplicagdo, o que propicia ao esquema um potencial para diversas aplicagdes.

A aplicagio para geragdo de malhas de elementos finitos para dominios
representaveis por sdlidos CSG é considerada, onde sdo apresentados alguns
aspectos relacionados com a aproximagdo geométrica do modelo.
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Finite elements analysis of solid models usually requires that the model be
approximated by a discrete set of polyhedral elements. Tradicional methods to
solve this problem has been based upon cubic meshes.

Adaptive meshes have smaller elements in areas that requires more precise
analysis. An adaptive mesh, however, must not include highly irregular
tetrahedra, for their presence allows numerical instability to render the results of
the analysis suspect.

This work presents a general scheme for adaptive triangulation of CSG
solids. The scheme is based on a new proposal for adaptive refinement
triangulations. Smooth transition between large and small elements is guaranteed
without any degradation of the aspect ratio of the elements. The simple and
recursive scheme is supported by a particular spatial triangulation.

The adaptive refinement is built by halving bisection of tetrahedra in such a
way that their form factor is kept constant avoiding degeneration. The refinement
is dependent only on criterion that is application dependent, providing the
scheme with a potential utility to many applications.

Some aspects of the application to finite elements mesh generation are
considered.
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CAPITULO 1

Introducio

Por mais de duas décadas, o método de elementos finitos tem sido uma
ferramenta largamente utilizada na resolugdo numérica de fendomenos fisicos nas
mais diversas areas.

A geragdo manual ou semi-automatica de malhas para o método de
elementos finitos ¢ geralmente tarefa que consome muito tempo, além de estar
sujeita a erros. Além disso, pode ser inviavel para dominios tridimensionais com
geometria complexa. A geragdo automatica de malhas para geometrias
tridimensionais tem sido topico de estudo e pesquisa ativa por aproximadamente
uma década. Varios algoritmos tém sido propostos [SCHRI1], [LOHN92],
[DEVLO1].

Em geral, estes algoritmos se baseiam nos métodos adaptativos, onde uma
solugdo de elementos finitos é obtida para uma malha inicial que €, entdo,
refinada seletivamente com base nos erros encontrados. Os métodos adaptativos
interagem entre a obtengdo da solugdo e o refinamento da malha até que uma
solugdo dentro de erros aceitaveis tenha sido alcangada.

Com o proposito de automatizar o processo de geragdo de malhas,
triangulagdes do espago tém sido utilizadas por causa de sua flexibilidade em
aproximar geometrias irregulares.

No escopo deste trabalho, estamos particularmente interessados em gerar
malhas para dominios tridimensionais, especialmente aqueles que podem ser
representados por objetos solidos.

Quando modelos geométricos complexos estio sendo analisados, o
refinamento da triangulagdo deve levar em conta tanto a aproximagdo da
geometria do modelo como a adequag@o da triangulagdo ao fendmeno que esta
sendo estudado. O uso de métodos adaptativos traz vantagens especificas, tais
como a possibilidade de se modificar seletiva e localmente a malha garantindo
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resultados 6timos no sentido de que sfio obtidas malhas satisfatérias com um
nimero minimo de elementos.

Neste trabalho abordaremos a aproximagio de modelos tridimensionais
descritos por expressdes CSG com a finalidade de geragdo de malhas de
elementos finitos. A idéia consiste em moldar uma cobertura do sélido
constituida por uma triangulagéo tridimensional irregular.

Nossa proposta ¢ o refinamento adaptativo de uma triangulagdo CFK inicial
do espago no qual o solido esta inserido. O Refinamento é controlado por critério
de refinamento definido pela aplicagdo ¢ a geometria do modelo ¢ aproximada
simultaneamente a adequagdo da triangulagdo aos requisitos do problema. A
precisdo desta aproximacio ¢ determinada pelo nivel maximo de refinamento.

Este trabalho é dividido em sete capitulos. No capitulo 2 abordaremos o
problema da geragdo de malhas para o método de elementos finitos, comegando
com uma breve descri¢do do método de elementos finitos e discutindo em
seguida os problemas relacionados com a discretizagdo de dominios. Falaremos
também dos métodos adaptativos para a analise de elementos finitos e das
principais técnicas utilizadas na gera¢do automatica de malhas.

O capitulo 3 é dedicado a apresentagdo da nossa proposta de refinamento
adaptativo de triangulagdes CFK. Descreveremos as triangulagdes CFK e o
processo de subdivisdo binaria de tetraedros em que se baseia o refinamento.
Discutiremos os problemas relacionados com o refinamento adaptativo de
triangulagdes e de como podemos garantir a validade destas triangulagdes. As
propriedades das triangulagdes CFK e a estrutura de representacdo das
triangulagdes sdo também apresentadas neste capitulo.

No capitulo 4 mostraremos como o refinamento adaptativo proposto pode
ser util para construir uma triangulagdo de um dominio geométrico descrito por
um solido CSG. Apresentaremos o modelo matematico de representagéo de
sélidos CSG e, em seguida, as fung¢Bes caracteristicas que os representam
implicitamente. Na sequéncia apresentaremos os conceitos de localizagéo de
solidos que simplificam expressdes CSG e o critério de classificagdo de
tetraedros baseado na representagdo Bézier das fungdes caracteristicas. Por fim,
apresentaremos a construgdo da triangulagio adaptativa para o so6lido.
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No capitulo 5 veremos a utilizagdo da triangulagdo adaptativa proposta para
a geragdo de malhas tridimensionais para o método de elementos finitos.
Abordaremos principalmente a questio da aproximagéo geométrica do modelo.

Alguns aspectos da implementagdo desenvolvida e uma visdo geral do
sistema sdo apresentados no capitulo 6.

Finalmente, no capitulo 7, apresentaremos alguns exemplos de aplicagdio e
resultados, bem como as conclusdes e sugestdes para trabalhos futuros.



CAPITULO 2

Geracido de Malhas de Elementos Finitos

2.1. Introducio

O ponto central da utilizagdo do método de elementos finitos para resolugéo
numérica de problemas fisicos descritos por equagdes diferenciais parciais € a
discretizagdo do dominio no qual o problema esta descrito em uma malha de
elementos finitos.

A geragdo de uma malha valida para um dominio com uma geometria
complexa ndo ¢, contudo, uma operagdo trivial ¢ pode ser muito cara em termos
computacionais. Por outro lado, a qualidade da solugéio aproximada é fortemente
dependente da malha gerada ser bem adaptada as propriedades fisicas do problema.
A confiabilidade dos resultados ¢, na verdade, questio fundamental no método de
elementos finitos.

Os métodos adaptativos tém sido cada vez mais utilizados na simulagdo de
fendmenos complexos. Estes métodos se valem de medidas de erros locais da
solugdo para executar um refinamento seletivo da malha, adaptando-a as
propriedades fisicas do problema em consideragdo.

A popularizagio destes métodos tem sido fator decisivo para o
desenvolvimento de ferramentas automaticas para geragdo de malhas de elementos
finitos. Muitos algoritmos tém sido propostos [SCHR89], [SCHR91], [ODEN90],
[LOHN92], [NAMB93].

Iniciaremos o capitulo apresentando uma breve descrigdo do método de
elementos finitos. Na segdo seguinte discutiremos mais detalhadamente o problema
da discretizagdo de dominios e€ a questio dos erros envolvidos com esta
aproximagdo. Na sequéncia apresentaremos os métodos adaptativos para abordagem
do problema e as principais técnicas para geragdo automatica de malhas.
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2.2. O Método de Elementos Finitos (MEF)

Um problema tipico de elementos finitos consiste em determinar o
comportamento de uma determinada grandeza fisica (temperatura, pressdo,
velocidade, deslocamento, etc.) descrito por uma equagfo diferencial parcial em um
dominio continuo, e sujeito a determinadas condig¢des impostas no contorno deste
dominio. Para este problema, em geral, ndo é possivel obter explicitamente uma
solugdo exata e o método de elementos finitos € utilizado para resolver
numericamente o problema.

Uma formulagio geral para um problema deste tipo ¢ da forma [RIBE90]:

u+p=0 em Q (1)
Ma=u, em I (2)
u+q=0 em I, (3)

onde u é a grandeza cujo comportamento dentro do dominio Q se quer determinar,
2, M, N sdo operadores diferenciais, p € q independem de u e, (2) e (3) sdo as
condi¢des de contorno essenciais € naturais, respectivamente.

Em geral, este problema € reescrito em uma formulag@o mais adequada para
resolugdo numérica, denominada formulag@o fraca ou variacional. Nesta formulagdo
procura-se uma solu¢do u em um espago H de fungdes suficientemente bem
comportadas que satisfazem as condi¢des de contorno essenciais, tal que a integral:

Liu.v.dQ+Jlnp.v.dQ——J'rq.mv.dl"=0 (4)

seja satisfeita para todo v e H.

O problema continuo ¢ entdo substituido por um problema aproximado
empregando-se 0 método de Ritz ou de Galerkin. A aproximagdo de Galerkin
consiste em formular o problema em um espaco Hb, um subespago de dimensdo
finita do espago H, e buscar uma solugdo aproximada ub € Hb, tal que [ODENS82]:

[p"v".dQ+ [ pv'.dQ-[ g m*.dT=0 Vvie H' (5)
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onde h é um parametro real relacionado com a dimenséo de Hh-

Assim, a solugdo aproximada de Galerkin pode ser expressa por:
N
u' = 2 0.0, (6)
i=1

onde ¢, i=1,2,..,N sdo fung¢des linearmente independentes que geram o espago Hh e
0;, i=1,..,N sdo os pardmetros a determinar e correspondem as incognitas do
problema.

O MEF formmece um método sistematico para a construgdo das fungbes ¢;
[ODEN 82]. Inicialmente, o dominio Q continuo € discretizado em um conjunto de
células de dimensio finita, os elementos finitos. Dentro de cada elemento a solugédo
¢ aproximada por uma combinagdo linear das fun¢des de forma do elemento. Estas
fungdes, tipicamente polinomiais de grau baixo, assumem caracteristica de fungdes
de interpolagdo dos valores da solugdo nos pontos nodais do elemento.

A cada ponto nodal do elemento estd associado uma fungdo de forma e o
niamero de pontos nodais depende do grau destas polinomiais. A fig. 2.1 mostra
alguns elementos planos e seus pontos nodais para algumas fungdes de forma mais
comumente usadas.

A construgio das fungdes base ¢;, i=1,2,..,N, pode ser vista como um processo
de colagem das fungdes de forma nos pontos nodais da discretizagdo. Construida
desta forma, uma fungdo ¢; é ndo nula somente sobre os elementos que contém o né
i, ou seja, as fungdes tém "suporte” local:

1, sei=j

o, = 0, sei#] 1,j=12,...N

sendo N o namero de pontos nodais da discretizago.

Tal caracteristica das fun¢des ¢; faz com que seja atribuido as incognitas o; da
expressdo (6) o significado fisico de valores da fungdo aproximada uh nos pontos
nodais da discretizagdo.
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AWA

LINEAR QUADRATICA CUBICA

BILINEAR BIQUADRATICA BICUBICA

Fig. 2.1 - Pontos Nodais e fungdes de forma em elementos planos.

A substituigdo da aproximagdo (6) em (5) fazendo vh e {¢;, i=1,2,..,.N},
resulta em um sistema de N equagdes lineares na forma:

N
j9f£ (;ajq)j]'q)i’dg +‘[Qp’¢i'dg —frq.‘ﬁld)i.dl" =0 i=12,..,.N

que pode ser escrito em forma matricial como:
Knn Un=Fn
sendo,

K, = £,0,.dQ i,j=1,2,..,N

os coeficientes da matriz Ky, Uy 0 vetor de incognitas nodais € Fyy o vetor
definido pelas condi¢des de contorno do problema.
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A matriz Kyy € construida assumindo contribuigdes individuais de cada
elemento, o que lhe da a caracteristica de matriz esparsa, em muitos casos diagonal
dominante, cuja largura de banda depende da numeragdo dos pontos nodais da
discretizagdo.

2.3. Discretizacido de Dominios

Geragdo de malhas de elementos finitos ¢ o processo de obter uma
discretizagdo valida para aproximar um dominio de integragdo continuo. Esta
discretizagdo é denominada malha de elementos finitos.

A esta discretizagdo, é claro, estd associado um erro que se traduz no nio
cumprimento das equagdes diferenciais que regem o problema. Este erro ¢ uma
fungdo e definida como sendo a diferenca entre a solugdo exata e a solugdo
aproximada, cuja magnitude pode ser medida através da sua norma em um espago H
apropriado:

e, = ol

A norma do erro é uma medida natural da qualidade da aproximagdo e
portanto esta diretamente relacionada & maneira como € construida a discretizagdo
do dominio, o que faz com que a geragdo de malhas de elementos finitos seja um
problema nio trivial.

Numa discretizagdo uniforme, onde as células t€ém tamanho h, estes erros sdo
em geral de ordem O(hP), onde p é um expoente que depende do grau dos
polinémios de interpolagdo adotados para cada elemento. Ou seja, se p € positivo, a
norma do erro se aproxima de zero quando h tende para zero. Em contrapartida, o
aumento do niimero de elementos pode ser extremamente inconveniente no sentido
de que aumenta significativamente a complexidade do sistema a ser resolvido.

De modo geral, ndo existe uma regra fixa para determinar a quantidade de
elementos que deve ser utilizada em uma malha de elementos finitos. Idealmente, a
distribuicdo dos pontos nodais na discretizagio deve, primeiramente, representar
adequadamente a geometria da regido. Em geral, regides do contorno do dominio
que apresentam grandes variagdes requerem uma maior concentragdo de pontos
para representar adequadamente a forma. Por outro lado, para a simulagéo precisa
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do fenémeno é necessario que haja pontos adequadamente distribuidos em regides
do dominio onde a variavel muda mais rapidamente.

Também as fungbes polinomiais adotadas para os elementos influenciam
diretamente a qualidade da aproximagdo. Quanto maior o grau desses polindmios
(maior p) menor o erro de aproximagao.

Assim, o ponto chave na discretizagdo de um dominio consiste em obter uma
malha que seja a mais simples possivel (considerando niimero de elementos e
polindmios de interpolagdo) que produza uma solugdo numérica dentro da precisdo
desejada.

Igualmente importante para a caracterizagio de uma malha de elementos
finitos ¢ a defini¢do da forma geométrica de seus elementos. A escolha da forma
geométrica depende geralmente da geometria do dominio, entre outros fatores. As
formas geométricas mais utilizados sdo quadrilateros e tridngulos, em problemas
planos e hexaedros e tetraedros, em problemas tridimensionais.

Nada impede que sejam utilizados varios tipos de elementos com diferentes
graus para suas fungdes de interpolagdo numa mesma discretizagdo. A pratica
comum, entretanto, ¢ adotar um unico tipo de elemento com fungles de
interpolagdo de grau baixo (linear ou no maximo grau 2) em todos os elementos.

As discretizagGes em tridngulos ou tetraedros sdo genericamente chamadas
triangulagdes e tem se mostrado as mais populares € que melhor se ajustam a
geometrias irregulares. Devem ser evitados, contudo, elementos demasiadamente
finos ou alongados pois estes em geral causam instabilidades numéricas na
resolugdo do sistema de equagdes.

2.4. Métodos Adaptativos

O objetivo de uma analise adaptativa dentro do método de elementos finitos é
fornecer, em principio, um mecanismo para controlar erros € eventualmente
permitir a usuarios especificar o grau de precisdo necessario em um calculo. Os
métodos adaptativos se valem de estimativas de erros locais da solugdo para
executar um refinamento seletivo da malha, adaptando-a as propriedades fisicas do
problema em consideragéo.
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Uma estratégia adaptativa segue o seguinte esquema geral:

1. Construgdo de uma malha inicial.

2. Obtengdo de uma solugdo de elementos finitos.

3. Célculo das estimativas de erro.

4. Enquanto o erro ndo ¢ aceitavel
4.1. Refinamento de elementos de acordo com indicadores de erro locais
4.2. Obtengdo de uma solugdo de elementos finitos.
4.3. Calculo das estimativas de erro.

Numa primeira fase é criada uma malha inicial do dominio. A escolha de um
critério apropriado permite detetar zonas para refinamento da malha inicial, sendo
obtida uma nova malha mais refinada; este ¢ geralmente um processo iterativo.

Medidas de erro globais fornecem uma medida quantitativa da qualidade da
aproximagdo durante o processo de analise, € servem para indicar a necessidade ou
nio de se melhorar a solugdo. Medidas de erro locais calculadas a nivel de cada
elemento, por sua vez, servem para definir critérios que vdo apontar quais
elementos devem ser refinados no processo.

Na pratica, sdo feitas estimativas destes erros, que sdo chamadas a priori,
quando sdo obtidas antes de se calcular a solugdo e, a posteriori quando sdo
avaliadas a partir de informagGes fornecidas pela solugdo obtida na iteragdo
anterior.

Para o refinamento de elementos um dos seguintes métodos ¢ utilizado:

método h - subdivisdo dos elementos em elementos menores mantendo-se
constante o grau dos polindmios de interpolagdo.

método p - aumento do grau dos polindmios de interpolagio mantendo-se
constante o namero de elementos da malha.

método r - reposicionamento dos pontos nodais de acordo com a distribuigdo
de erros.
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Combinagdes dos métodos acima sdo técnicas também utilizadas [RIBE91],
[DEVL87] contudo, a complexidade das estruturas de dados neste caso pode ser
significativa. Em geral, o uso do método h com elementos de baixa ordem (p=1, 2)
¢ suficiente. Quando é requerida precisdo mais alta, o uso dos métodos p ¢ h-p
torna-se necessario.

A fig. 2.2 apresenta os principais tipos de refinamento h para duas e trés
dimensdes. Apesar de simples, este refinamento, freqiientemente, quebra a
continuidade entre células vizinhas. Esta condigdo ¢ geralmente referida como "ndo
conformidade" da malha.

Alguns métodos adaptativos oferecem também a opgdo de "desrefinamento”
de malhas para diminuir o numero de elementos em regides onde os erros locais sdo
demasiadamente pequenos. Esta opgdo €, em geral, requerida por problemas
variaveis no tempo.

Recentemente, Oden [ODENS89], [ODEN90] introduziu a nogéo de algoritmos
"inteligentes" onde medidas de precisdo locais e estabilidade dos algoritmos sdo
calculadas ao longo do processo, € os algoritmos vdo se auto-ajustando para
alcangar precisdo ¢ eficiéncia desejadas.

2.5. Geragao Automatica de Malhas

A geragdo manual ou semi-automatica de malhas é geralmente tarefa sujeita a
erros além de consumir muito tempo. Pode mesmo ser inviavel para dominios
tridimensionais com geometria complexa.

A geragdo automatica de malhas de elementos finitos para geometrias 3D tem
sido topico de pesquisa ativa por aproximadamente uma década [GEOR91],
[SHEP93], [SCHRS88], [SCHRI1]. Um variedade de algoritmos tém sido propostos
[ODEN90], [INAMB93], [DEVL91], [LOHN92].

Os métodos de geragdo automatica de malhas se ajustam naturalmente dentro
do conceito dos métodos adaptativos. Em geral eles se baseiam no refinamento do
tamanho dos elementos (método h) e podem ser divididos em duas grandes classes,
dependendo se geram malhas estruturadas ou ndo estruturadas.
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Fig. 2.2 - Tipos de refinamento pelo método h.

A diferenga basica entre as duas malhas estd na forma da estrutura de dados
que a representa. Em uma malha estruturada o conjunto de células e pontos nodais ¢
naturalmente mapeado em um sistema de coordenadas apropriado. Células vizinhas
na malha s3o facilmente identificadas através do sistema de coordenadas, ou seja, a
topologia da malha ¢ definida implicitamente.

Uma malha ndo estruturada, contudo, ndo pode ser representada tdo
diretamente e informagdo adicional deve ser fornecida. Para uma célula em
particular, a conexdio com outras células deve ser definida explicitamente na
estrutura de dados.

A principal vantagem das malhas ndo estruturadas ¢ a facilidade com que
permitem adicionar ¢ remover nds ¢ células de acordo com os requisitos do
problema. A reconexiio de células neste tipo de malha é simples e resulta em malhas
que tém a mesma forma da malha inicial. Dai os métodos adaptativos trabalharem,
geralmente, com malhas nfo estruturadas. Sem duvida, uma das principais areas de
desenvolvimento de malhas ndo estruturadas é o uso de adaptagdo de malhas. A
literatura é vasta [ODENS8], [ZIENK91], [LOHN90].
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Nas malhas estruturadas, o refinamento nio ¢ tdo direto. A adi¢do de pontos,
freqiientemente, quebra a regularidade da malha, fazendo com que alguns nds
tenham numero diferente de células conectadas.

As técnicas de geragdo de malhas de elementos finitos, de uma forma geral,
podem ser classificadas em trés grupos [CAMP91]: mapeamento transfinito,
enumeragdo espacial (quadtree/octree) [SCHR93],[ODEN90], e algoritmos de
tecelagem [SCHR88].

Os algoritmos de mapeamento transfinito so os mais rapidos e produzem
malhas estruturadas. A desvantagem desta técnica é que s6 podem ser aplicadas a
regides com topologia triangular ou quadrangular, ¢ que também atendam a
algumas restrigdes quanto a subdivisio de suas fronteiras. Isto implica na
necessidade de se dividir o dominio em regides isomorfas a estas formas mais
simples.

Técnicas de enumeragio espacial sdo atualmente muito populares para uma
geragdo de malha de forma completamente automatica. A vantagem destes
algoritmos é que eles sdo robustos para dominios com forma arbitraria. Sua
aplicagdo em dominios com pequena razdo entre volume ¢ area de superficie pode
ser desvantajosa. Os principais representantes desta classe sdo os métodos de
Quadtree ¢ Octree, nos quais o modelo geométrico ¢ colocado em um
paralelepipedo envolvente que ¢ recursivamente subdividido. A profundidade da
subdivisio é controlada associando-se um tamanho de elemento as entidades
topologias que compdem o modelo, de forma que o processo continua até que o
tamanho da célula seja o tamanho de elemento especificado. O passo final é gerar
uma malha dentro de cada célula, assegurando-se que seja "compativel" com a
malha gerada nas células vizinhas.

Estes métodos fornecem algoritmos simples para decomposi¢do de um modelo
geométrico. Contudo, até recentemente, a geragdo de malha dentro de cada célula
tem sido baseada em algoritmos heuristicos complexos, 0 que contrasta com a
simplicidade dos processos de decomposicdo espacial e torna o método ineficiente e
pouco robusto para geragéo automatica de malhas.

Os demais algoritmos de geragdo de malha sdo classificados como arbitrarios
ou de tecelagem. Tipicamente [GEOR91], estes algoritmos derivam a malha final,
célula por célula, a partir dos dados de fronteira. Ha dois representantes: métodos de
avango de fronteira e métodos baseados na constru¢do de Delaunay. Estes métodos
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criam pontos internos e células a partir da fronteira do dominio. A vantagem destes
métodos é que fornecem algoritmos simples e elegantes para geragdo de malhas,
mas sua principal desvantagem é que o conjunto inicial de pontos deve estar
disponivel, e a obtengdo destes pontos, geralmente, ndo é automatica e pode mesmo
ser bastante dificil, especialmente em modelos 3D complexos. Além disso, a
triangulagdo de Delaunay, baseando-se somente em pontos, ignora informagdes
topologicas do modelo. Em geral sdo lentos, tipicamente de ordem quadratica com o
nuamero de elementos gerados.

2.6. Nossa Proposta

Vimos que o refinamento adaptativo de malhas baseado no método-h requer
tratamento especifico para garantia de continuidade na vizinhanca de células onde ¢é
requerida adaptatividade. Na verdade, para se utilizar o método h em um esquema
de refinamento adaptativo para geragdo de malha de elementos finitos, duas
perguntas devem ser respondidas:

Qual a subdivisdo ideal de um elemento para que ndo resultem elementos
demasiadamente alongados?

Como garantir a continuidade da malha na vizinhanga de células refinadas?

Um procedimento baseado em subdivisdo binaria de tetraedros, que garante
"conformidade" em refinamentos de triangulagdes gerais do espago, € proposto em
[RIVA91]. A idéia basica deste procedimento é que um certo conjunto de tetraedros
da triangulagdo deve ser subdividido para que seja eliminada a interse¢do
problematica criada pela subdivisdo binaria de um determinado tetraedro,
garantindo assim a conformidade da subdivisdo resultante. Com este procedimento
¢ garantido também uma transi¢do suave entre pequenos e grandes elementos da
triangulagdo. O procedimento garante ainda um angulo interno minimo para os
tetracdros, que seguramente ndo degeneram. Tais propriedades tornam o
procedimento apropriado para geragdo de malhas de elementos finitos.

Utilizando a idéia deste procedimento, propomos neste trabalho um esquema
para construgdo de triangulagdes adaptativas para sdélidos CSG, baseado em
refinamento adaptativo de triangulagdes CFK. As triangulagbes CFK possuem
propriedades geométricas e combinatdrias bastante interessantes. A idéia é que uma
triangulagdo CFK inicial de uma regido do espago que envolve completamente um
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solido CSG, va sendo refinada adaptativamente com base em um critério de
refinamento definido apropriadamente para cada aplicagéo.

Neste esquema, ndo existe a preocupagdo com a localizagdo das diversas
componentes conexas do solido. Durante o refinamento, os tetraedros gerados que
ndo interceptam o sélido vdo sendo eliminados da triangulagdo. Ao final, uma
triangulagdo adaptativa contendo somente tetraedros contendo parte do solido ¢
obtida. O bordo desta triangulagdo sera uma aproximagéo para a casca do sélido
dentro da precisdo definida pelo nivel de refinamento da triangulagdo.

A modelagem de solidos conhecida como Geometria Solida Construtiva ou
CSG (Constructive Solid Geometry) sera utilizada para construgio dos sélidos.



CAPITULO 3

Refinamento Adaptativo

3.1. Introducio

Freqiientemente, aplica¢des requerem que triangulagdes sejam refinadas
suficientemente até que um certo requisito do problema seja atendido.

Aplicagdes como geragdo de malhas para o método de elementos finitos, em
geral, utilizam algum critério de refinamento que varia no espago do dominio do
problema para guiar a escolha do tamanho dos tetraedros em cada regido do
dominio.

Refinamentos uniformes neste tipo de aplicagdo sdo inconvenientes, porque
a profundidade do refinamento (tamanho dos tetraedros) é determinado pelo
ponto critico do problema levando a triangulagdes, muitas vezes, excessivamente
refinadas.

Os refinamentos n3o uniformes apresentam-se como mais eficazes pois
podem ser adaptados ao problema, de tal modo que cada tetraedro é subdividido
apenas o suficiente para garantir que um dado critério de precisdo seja satisfeito.

Entretanto, refinamentos nio uniformes de triangulagdes, também chamados
adaptativos, em geral, requerem mecanismos especiais de subdivisdo para
garantir a construcio de novas triangulagdes.

Neste capitulo apresentaremos a nossa  proposta para refinamento
adaptativo de triangulacdes CFK, que se baseia no procedimento proposto em
[RIVA91]. As triangulagdes CFK tém propriedades geométricas e combinatérias
interessantes ¢ tém sido base para varias aplicagdes de triangulagdo do espago
[SALI92], [PERS93], [PERS94], [APOL9%4].

Inicialmente apresentaremos a classe de triangulagdes CFK e o processo de
subdivisdo binaria em que se baseia o refinamento proposto. Em seguida,

16
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apresentaremos o refinamento basico que assegura a construgdo de novas
triangulagdes em refinamentos nfo uniformes e o refinamento adaptativo
proposto. Na sequéncia falaremos das propriedades das triangulagdes CFK
adaptativas e das simplificages possiveis no refinamento basico devido a estas
propriedades. Finalmente, na dltima segdo, apresentaremos a estrutura de
armazenamento da triangulagfo e as principais operagdes nesta estrutura.

3.2. Triangulacées CFK

Decomposigdes do espago em tetraedros onde a interse¢do de quaisquer
dois tetraedros ou € vazia, ou é um vértice, uma aresta, ou uma face comum a
ambos os tetraedros sdo genericamente denominadas Triangulagdes. Elas estdo
entre as formas de decomposi¢do do espago tridimensional mais utilizadas pelo
fato dos tetraedros serem estruturas lineares extremamente simples que facilitam
muitas tarefas de exploragdo do espago.

Triangulagdes deste tipo sfio ditas regulares quando os vértices dos
tetracdros sdo igualmente distribuidos no espago. Quando o espagamento dos
seus vértices ¢é variavel sdo ditas irregulares.

As triangulagdes regulares sdo interessantes porque possuem uma
representagdo implicita de simples manipulagdo que permite a utilizagdo de
estruturas de dados extremamente simples para sua representagdo. Nestas
triangulagdes, a determinagio das relagdes de adjacéncias entre os tetraedros, por
exemplo, sdo imediatas.

Uma particular triangulagdo regular ¢ a Triangulagdo CFK que tem seu
nome em homenagem aos trés pesquisadores que independentemente a
estudaram: Coxeter, Freudenthal ¢ Kuhn [MIRA89].

Uma triangulagdo CFK pode ser obtida através de decomposicdo regular do
espaco inicialmente em regides cubicas, seguida de triangulagio consistente de
cada regido.

Uma triangulagdo para uma regido cibica do espago pode ser obtida
subdividindo-a por trés cortes planares, cujos planos passam por uma das
diagonais do cubo e uma das arestas do cubo. Esta subdivisdo, apresentada na fig.
3.1, ¢ formada por seis tetraedros idénticos, cujos interiores sdo disjuntos e a
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interse¢do entre quaisquer dois tetraedros é uma face comum aos dois tetraedros,
ou a diagonal do cubo (comum a todos os seis tetraedros). Cada face do cubo,
dividida em duas por sua diagonal, contém faces de dois tetraedros distintos.

Uma triangulagdo CFK para todo o espago €, entfio, obtida refletindo-se
recursivamente a triangulagdo de uma regido cubica pelas faces do cubo, para
cada uma das regides clibicas vizinhas.

A fig 3.2 mostra dois exemplos de triangulagdes CFK no plano.
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TETRAEDRO 0 TETRAEDRO 1 TETRAEDRO 2
Ry Fo P, o
[}
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2 h )
P, R R Ps P, Ps
TETRAEDRO 3 TETRAEDRO 4 TETRAEDRO 5

Fig. 3.1 - Triangulagéo CFK de um cubo
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Fig. 3.2 - Exemplos de triangula¢gdes CFK no plano

3.3. Subdivisio Binaria

Uma subdivisdo binaria de um tetraedro pode ser definida como a bissegdo
do tetraedro por um plano que corta o ponto mediano da sua aresta mais longa e
passa pela aresta oposta a esta. Esta é a subdivisdo mais conveniente que pode ser
aplicada a um tetraedro no sentido de garantir uma boa razio de aspecto para os
tetraedros gerados. Com esta subdivisio, os angulos sélidos internos dos
tetraedros diminui muito pouco de um nivel de refinamento para outro e, além
disso, ndo ocorrem degeneragdes, mesmo com sua aplicagdo sucessiva [RIVA90].

Cada tetraedro de uma triangulagdo CFK tal como vimos tem a diagonal do
cubo como sua aresta mais longa e uma das arestas do cubo como sua menor
aresta. A subdivisdo binaria aplicada recursivamente a um destes tetraedros €
como apresentado na fig. 3.3. Cada subdivisdo gera dois tetraedros idénticos. Os
tetraedros resultantes da primeira subdivisdo tém como maior aresta a diagonal de
uma face do cubo e como menor aresta a metade da diagonal do cubo. Da
segunda subdivisdo, resultam tetraedros que tém como maior aresta uma das
arestas do cubo e a menor aresta ¢ a metade da diagonal de uma face. Apos a
terceira subdivisdo, os tetraedros resultantes sdo indénticos ao tetraedro CFK
inicial, exceto pelo tamanho de suas arestas, reduzido a metade em relagdo
aquele. Nestes tetraedros, a aresta mais longa é a metade da diagonal do cubo e a
menor aresta a metade de uma aresta do cubo. Obviamente que, com a
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continuagdo do processo de subdivisdo, os tetraedros terdio os mesmos formatos
ja gerados, diferenciando-se apenas pelo tamanho de suas arestas, o qual ¢
determinado pelo nimero de subdivisdes aplicadas ao tetraedro inicial, ou seja, o
nivel de refinamento da triangulagéo.

Vemos, portanto, que aplicagdes sucessivas da subdivisdo binaria a
triangulagdes CFK produzem apenas trés formatos distintos de tetraedros. A estes
chamaremos genericamente tetraedros CFK. Os trés formatos distintos serdo
identificados por: tipo A (1/6 do cubo), tipo B (1/12 do cubo) e tipo C (1/24 do
cubo). Assim, a subdivisdo binaria de um tipo A gera dois tetraedros do tipo B,
cuja subdivisdo gera dois tetraedros do tipo C, que, por sua vez, gera dois
tetracdros do tipo A. Estes tetraedros terdo tamanhos de arestas proporcionais aos
mostrados na tabela 3.1.

/

/
C%A%/\ /\/\
AN NDYII <

Fig. 3.3 - Arvore de Subdivisio Binaria de um tetraedro CFK
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Tipo de Rotulagéo das Arestas

Tetraedro 0 1 2 3 4 5

A V2 | V2 1 1 1

1
Vg | 3 | 3
L B R R A R AR A

Tabela 3.1: Comprimento relativo das arestas de cada tipo de tetraedro

Py

B

5

A fig. 3.4 mostra uma subdivisdo de um tetraedro genérico, onde os vértices
estdo rotulados convenientemente de forma que a maior aresta é dada pelos
vértices 0 e 3 e sua segunda maior aresta pelos vértices 0 e 2. Com esta rotulagdo
podemos, na verdade, definir um critério combinatoério fixo para subdivisdo dos
trés tipos de tetraedros. O esquema de subdivisdo ¢ apresentado na tabela 3.2,
onde vq, vy, Vp, V3 s80 os vértices do tetraedro pai. Note-se que o esquema de
subdivisdo € tal que preserva a rotulagdo dos vértices nos tetraedros filhos.

Filho 1

Filho 2

Fig. 3.4 : Subdivisdo binaria de um tetraedro
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Roétulos dos Pai do tipo A Pai do tipoBou C
vértices no filho |  Filho 1 Filho 2 Filho 1 Filho 2
0 Vo V3 Vo V3
1 Vo+v3)/2 | (orvyz | Go+vy2 | Co+vy2
2 7} V) 7} \7}
3 V) vy V) V)

Tabela 3.2 : esquema de distribuigdo de vértices na subdivisdo de cada tipo de
tetracdro

A utilizagdo de regides definidas por paralelepipedos ao invés de cubos
também ¢é possivel. A subdivisio sera feita da mesma forma, bastando-se
imaginar o processo como sendo constituido de trés fases: transformagéo afim do
paralelepipedo em um cubo, subdivisio do cubo nos tetraedros iniciais,
subdivisdo conforme o processo e transformagdo dos tetraedros filhos de volta
para o espago do paralelepipedo. As relagdes geométricas afins da tabela 3.1 séo
preservadas neste caso.

Deve ser evitada, contudo, a utiliza¢do de paralelepipedos muito achatados,
0 que levaria a ma formagdes dos tetraedros iniciais. Como o processo de
subdivisdo binaria preserva de certa forma o formato dos tetraedros iniciais, a
triangulagdo seria constituida por tetraedros achatados, o que levaria a um
comprometimento da qualidade da triangulagdo em aplicagdes tais como a analise
de elementos finitos.

Igualmente importante para a representagdo completa de uma triangulagio
sdo as relagdes de adjacéncias entre seus tetraedros, relagdes estas que permitem
o percurso através da triangulago.

Se rotulamos adequadamente cada uma das quatro adjacéncias de um
tetraedro, de forma que o vizinho i de um tetraedro seja o tetraedro adjacente a
face oposta ao vértice i, entdo podemos estabelecer, tal como foi feito para os
vértices, um critério combinatoério fixo para determinagdo das novas relagdes de
adjacéncias apds a subdivisdo bindria de um tetraedro. Esta combinatéria é
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apresentada na tabela 3.3, onde T, T}, T, T3 sdo os tetraedros vizinhos do
tetraedro pai. A fig. 3.5 ilustra estas relagdes.

Roétulos dos Pai tipo A Pai tipo B ou C (filho 1) | Pai tipo C (filho 2)
vizinhos do | Filho 1 Filho 2 Filho 1 Filho 2 Filho 1 Filho 2
filho
0 Filho2 Filhol Filho2 Filhol Filho2 Filhol
1 T3 Ty T3 Ty T3 Ty
2 Filhol(T))|Filho2(Ty)| Filhol (T}) | Filho2(T}) |Filho2(T})|Filhol(T))
3 Filhol(T,) \Filho2(T;)| Filhol(T,) | Filho2(T,) |Filhol(T,){Filho2(T))

Tabela 3.3 : esquema de distribui¢do de vizinhos na subdiviséo de cada tipo de

tetraedro

Fig. 3.5 - Novas relagdes de adjacéncias ap6s a subdivisdo de um tetraedro

3.4. Refinamento de Triangulacdes

Subdivisbes conformes do espago em tetraedros sdo genericamente
chamadas triangulagdes. Definiremos refinamento de triangulagdes como o
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processo de subdividir tetraedros, resultando em novas triangula¢es mais
refinadas.

Na se¢do anterior, vimos um processo de subdivisdo que pode ser utilizado
para construir refinamentos de triangulagdes. Aplicagdes sucessivas desta
subdivisdo a todos os tetraedros de uma triangulagdo CFK, por exemplo, resulta
em novas triangulagdes. Em particular, apos trés subdivisdes, estas triangulagdes
sdo oito vezes mais refinadas que a triangulagdo original ¢ o formato dos
tetraedros € o mesmo.

Refinamentos uniformes, entretanto, ndo sdo eficientes na maioria das
aplicagdes porque repartem igualmente todo o espago. Muitas vezes estaremos
interessados em um refinamento ndo uniforme, onde somente alguns tetraedros
devem ser subdivididos. O problema com este tipo de refinamento ¢ que o
processo de subdivisdo binaria, ao criar um vértice sobre a maior aresta do
tetraedro, cria uma condi¢do de ndo conformidade com todos os tetraedros que
compartilham esta mesma aresta, resultando, por isso, em subdivisdes que ndo
constituem triangulagdes.

3.5. Refinamento Basico

Visando aplicagdes como geracdo de malhas de elementos finitos,
[RIVA91] propde um procedimento que garante a construgdo de novas
triangulagdes em refinamentos ndo uniformes de triangulagdes. A idéia do
procedimento € que, para garantia de conformidade na subdivisdo binaria de um
determinado tetraedro, se faz necessaria a subdivisdo de um certo conjunto de
tetraedros da triangulagido de forma a eliminar a interseg¢do problematica criada
com a subdivisio.

Dada uma triangulagdo & e um tetraedro T a ser subdividido, o
procedimento executa a subdivisdo binaria de T e, em seguida, de todos os
vizinhos de T que compartilham a aresta subdividida. A subdivisdo de um
vizinho, por sua vez, pode envolver novas subdivisdes dos vizinhos que
compartilham a aresta subdividida, e assim sucessivamente. Este processo ¢
recursivo e pode ser visto como uma propagagdo de refinamento pela
triangulag@o para acomodar a subdivisdo de um determinado tetraedro.
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Para definir mais precisamente o procedimento [RIVAO1] define o
conjunto-vizinho de um tetraedro.

Conjunto-vizinho de um tetraedro T é o conjunto dos tetraedros que
compartilham com T a maior aresta de T.

Transcrevemos abaixo a versdo recursiva do procedimento:

RefinamentoTetraedro (T, $)
Execute subdivisdo bindria de T
Enguanto § ndo é conforme faca
Para cada tetraedro T* do conjunto-vizinho de T faga

RefinamentoTetraedro (T* Q)

Geometricamente, o processo pode ser visto como o refinamento de uma
sequéncia de poliedros (os conjuntos-vizinho), onde cada um tem seu eixo maior
do que o anterior na recursdo. Esta propriedade garante que o procedimento ¢
finito.

E importante ressaltar que a recursio se estende apenas o necessario para
tornar a subdivisio conforme e obviamente ndo se estende além da unido de
todos os tetraedros. O final de uma trajetoria recursiva ocorre quando o conjunto-
vizinho de T contém somente tetraecdros do mesmo tipo de T. Neste caso, a maior
aresta de T é também a maior aresta de todos os tetraedros do conjunto, € a
subdivisdo deste conjunto ndo implicara em novas "néo conformidades”.

Uma caracteristica deste procedimento é que durante a propagagdo o
procedimento lida apenas com subdivisGes ndo conformes. As ndo conformidades
sdo eliminadas somente no retorno da recursdo. A estrutura de dados para
representar tais condigdes pode por isso se tornar bastante complexa.

A fig. 3.6 mostra um exemplo de aplicagdio do refinamento em 2D. Os
segmentos tracejados representam as arestas inseridas na triangulagdo pelo
procedimento para acomodar a subdividisdo binaria do tridngulo hachurado. Os
nameros indicam a ordem em que as arestas foram inseridas. Note que a recursio
para quando o conjunto-vizinho contém dois tridngulos do mesmo tipo. Em 3D,
este conjunto-vizinho é um poliedro onde o niimero de tetraedros depende do tipo
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do tetraedro. Além disso, podemos observar que, em 2D, o procedimento,
particularmente no caso das triangulagdes CFK, segue um tnico caminho de
tridngulos subdivididos. Em 3D, entretanto, multiplos caminhos podem ser
seguidos.

Finalmente, devemos destacar ainda duas propriedades do procedimento. A
primeira é que ele ¢ minimo, no sentido de que é o menor refinamento de uma
triangulagdo necessario para acomodar a subdivisdo de um determinado tetraedro.
Chamaremos a este refinamento minimo Refinamento Bdsico. Além disso, o
procedimento € "invariante a ordem”, no sentido de que a aplicagdo sucessiva do
refinamento a dois tridngulos, T; e T,, de uma triangulagdo resultara exatamente
a mesma triangulagdio, independentemente se refinamos primeiramente T; e
depois T,, ou em ordem inversa.

Fig. 3.6 - Refinamento basico que acomoda a subdivisdo do tridngulo hachurado.
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3.6. Refinamento Adaptativo de Triangulagdes CFK

Refinamentos adaptativos sdo requeridos freqiientemente por aplicagdes nas
quais um determinado requisito que varia no dominio do problema deve ser
satisfeito em todo o dominio. Este é geralmente o caso de geragdo de malhas para
o método de elementos finitos.

Em geral estes requisitos podem ser expressos por algum critério que, ao ser
avaliado para cada tetracdro da triangulagdo, pode aprova-lo ou ndo. Desta
forma, uma triangulagdo ¢ aceitavel para a aplicagdo se todos os os seus
tetraedros sdo aprovados pelo critério.

De posse de um processo de subdivisdo ¢ de um procedimento que garante a
conformidade em refinamentos ndo uniformes de triangulagdes podemos
finalmente construir refinamentos adaptativos de triangulagdes CFK.

Para o refinamento que iremos propor a seguir ¢ necessario, também, que o
critério de refinamento seja "invariante a incluséo", o que pode ser traduzido por:
se um tetraedro é aprovado pelo critério, entdo qualquer tetraedro obtido por
refinamento dele sera também aprovado.

Apresentamos entdo o procedimento para refinamento adaptativo de
triangulagdes CFK.

Procedimento 3.1 : RefinamentoAdaptativo

RefinamentoAdaptativo ()
Enquanto houver tetraedro T em § ndo avaliado faca {
Se CriterioRefinamento(T) ndo aprovado faca {

RefinamentoBasico(T)

O procedimento recebe a triangulagdo & e, com base em um critério de
refinamento definido pela aplicagdo, avalia cada tetraedro T em §. Se T ndo é
aprovado pelo critério, aplica-se o refinamento basico a ele. Os novos tetraedros
gerados sdo marcados em & como nédo avaliados.
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E facil ver que, se existe algum refinamento de & que preencha os requisitos do
problema, o procedimento termina em um niimero finito de passos. Além disso, a
triangulagdo resultante ¢ minima [PERS93], no sentido de que € o menor
refinamento possivel de &, na qual todos os tetraedros satisfazem o critério de
refinamento. Esta propriedade se deve ao fato de que o refinamento basico, como
vimos, € o refinamento minimo de uma triangula¢do que acomoda a subdivisdo
de um tetraedro e também porque € invariante a ordem, ou seja, a triangulagdo
resultante de aplicagdes sucessivas do refinamento bésico € exatamente a
mesma, independentemente de qualquer ordem especifica em que o refinamento
basico ¢ aplicado aos tetraedros.

3.7. Propriedades das Triangula¢des CFK

Apresentaremos nesta se¢do algumas propriedades bastante interessantes
das triangulagdes CFK que acabamos de descrever. A primeira delas é que
obviamente a triangulagdo contém apenas trés tipos de tetraedros. Além disso,
eles tém o mesmo 4ngulo interno minimo que é igual a um ter¢o do
correspondente a um tetracdro regular. Se considerarmos que nos tetraedros
degenerados este dngulo ¢ igual a zero e nos tetraedros regulares ele ¢ maximo,
podemos aceitar que os tetraedros t€ém "boa forma".

E, contudo, nas relagdes de adjacéncias que residem as propriedades mais
importantes da triangulagdo. Observando a fig. 3.4 vemos que, na subdivisdo
binaria de um tetraedro, somente as duas faces do tetraedro que contém a sua
maior aresta sio subdivididas pelo processo. As outras duas faces (ndo
subdivididas) passam uma para cada filho gerado. Ou seja, existe uma unica face
comum entre dois tetraedros de niveis de refinamento imediatamente
subseqiientes.

Tal propriedade impde restrigdes as relagdes de adjacéncia de forma que
dois tetraedros vizinhos podem diferir de no maximo um nivel de refinamento.

Esta restri¢do, aliada ao fato de que os tetraedros tém faces, tamanhos de
arestas e angulos internos bem conhecidos (somente trés tipos), faz com que as
combinagdes de tetraedros em conjuntos-vizinhos sejam limitadas. Para maior
clareza destas restrigdes vamos alterar ligeiramente a defini¢gdo de conjunto-
vizinho de um tetraedro para incluir o proprio tetraedro. Assim,
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conjunto-vizinho de um tetraedro T é o conjunto de tetraedros que
compartilham a maior aresta de T.

Quando este conjunto-vizinho contiver somente tetraedros do mesmo tipo
de T, o chamaremos de Nucleo de T.

As condigées sobre um conjunto-vizinho de um tetraedro T em
triangula¢des CFK sdo:

1) dos dois vizinhos adjacentes a T por uma face comum, pelo menos um ¢é
do mesmo tipo de T. O outro pode ser um nivel menos refinado que T.

2) os demais vizinhos no conjunto (nfio adjacentes por face) podem ser
menos refinado que T e neste caso diferem de no maximo dois niveis de
refinamento.

3) o Nucleo de T é composto por 6 tetraedros quando T ¢ do tipo A, 4
tetraedros quando T é do tipo B, e 8 tetraedros quando T € do tipo C. O
poliedro formado por este Nucleo ¢ um cubo para T do tipo A, €
octraedro para T do tipo B ou C. Vale lembrar que estes poliedros
correspondem aos conjuntos-vizinho que determinam o final das
trajetorias de recursdo do refinamento basico.

As possibilidades de conjuntos-vizinhos para cada tipo de tetraedro sdo
apresentadas na fig. 3.7, onde os conjuntos estdo representados como se fossem
segdes ortogonais as arestas comuns. Assim, a aresta comum ¢ representada por
um ponto € 0 conjunto-vizinho num ciclo em torno do ponto.

3.8. Refinamento Basico Modificado

As propriedades extremamentes simples das triangulagdes CFK que
acabamos de ver nos permitiram propor uma pequena modificagio no
procedimento de refinamento basico descrito anteriormente, para evitar o
inconveniente de ter que representar na estrutura de dados condigdes de ndo
conformidade. Mostraremos que, com esta modificagdo, pode-se garantir que a
estrutura da triangulagéo é preservada durante todo o processo.
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-----------------------------------------

Fig. 3.8 - Refinamento basico modificado

Reescrevemos o procedimento para refinamento basico como:

Procedimento 3.2 : RefinamentoBasico

RefinamentoBasico (T)
Para cada T* no conjunto-vizinho de T faga {
Se Tipo (T*) <> Tipo (1) faca {

RefinamentoBasico (T*)

/
SubdivideNucleo (T)

O procedimento ¢ dividido em duas partes. Uma primeira parte, onde busca
recursivamente um Nucleo de T. Para isto verifica cada tetraedro do conjunto-
vizinho de T: se é de tipo diferente de T, chama recursivamente o procedimento
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para este vizinho. Ao final desta recursdo, todos os tetraedros no conjunto-
vizinho s3o do mesmo tipo de T. Numa segunda parte, o procedimento executa,
de uma unica vez, a subdivisdo binaria de todos os tetraedros do Nucleo. A idéia
¢ determinar primeiramente quais tetraedros devem ser subdivididos e subdividi-
los somente no retorno da recursdo. Modificag¢Oes na estrutura de subdivisdo sdo
feitas exclusivamente na subdivisdo do Nucleo, preservando desta forma, a
estrutura da triangulagéo.

A fig. 3.8 mostra 0 mesmo exemplo da fig. 3.6, onde foi utilizado o
procedimento modificado. Note-se a nova ordem em que as arestas foram
inseridas na triangulagéo.

Com esta modificagdo, as propriedades de minimalidade e invariincia a
ordem do procedimento sdo preservadas.

3.9. Estrutura de Armazenamento da Triangulacdo

Uma estrutura de dados deve conter um minimo de informagdes para
representar corretamente a geometria e topologia do objeto a ser representado.
Topologia de uma triangulagdo sdo as informagdes de adjacéncias entre seus
tetraedros. A vantagem de armazenar este tipo de informagdo explicitamente na
estrutura de dados € a maior eficiéncia dos algoritmos que manipulam a estrutura,
principalmente os de percurso através da estrutura.

O objeto ¢ uma triangulagdo CFK e o objetivo é o refinamento adaptativo.
Devido as propriedades combinatorias das triangulagbes CFK e também a
modificagdo no procedimento de refinamento basico foi possivel adotar uma
estrutura de dados, extremamente simples, para armazenamento da triangulagio,
0 que ¢ particularmente raro no caso de triangulagles irregulares, como as
triangulagdes CFK adaptativas.

A estrutura de dados adotada armazena, para cada tetraedro da triangulag@o:

« referéncias para os quatro vértices (inform. geométrica);
» referéncias para os quatro tetraedros adjacentes (topologia);
« 0 nivel de refinamento do tetraedro;

e outros atributos.
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Outros atribuitos referem-se a informagdes sobre o sélido como veremos no
proximo capitulo. A separagdo entre informagdes geométricas e topoldgicas na
estrutura permitiu a construgdo de procedimentos isolados e independentes para
sua criagdo e manipulagio.

Vimos que as modificagGes na triangulagfo estdo restritas ao procedimento
SubdivideNtcleo, que consiste essencialmente na aplicagdo da subdivisdo binaria
a todos os tetraedros de um Nucleo. A subdivisdo binaria, como vimos, ¢
facilmente implementada através da tabela 3.2 (modificagdo da geometria) ¢ da
tabela 3.3. (modifica¢fo da topologia).

Além desta, outras operagles necessarias sdo operagdes de criagdo e
eliminagdo de um tetraedro e de consulta as informagdes armazenadas.

3.10. Conclusio

Apresentamos um esquema para refinamento adaptativo de triangulagdes
CFK baseado em um procedimento de refinamento basico que garante a
conformidade do refinamento resultante. O esquema proposto € geral porque, a
principio, pode ser utilizado com qualquer critério de refinamento definido
apropriadamente para cada aplicagdo. A tinica restri¢do ¢ que o critério deve ser
invariante a incluséo.

Devido as propriedades combinatorias e geométricas das triangulagdes
CFK, o procedimento de refinamento basico pode ser ligeiramente modificado,
permitindo que uma estrutura de dados extremamente simples fosse adotada para
representagdo da triangulagdo. Além disso, pelo fato das triangulagdes geradas
conterem somente trés formatos distintos de tetraedros, que possuem mesmo
angulo interno minimo, ¢ garantida uma "boa forma" para os tetraedros.



CAPITULO 4

Triangulacdo Adaptativa de Solidos CSG

4.1. Introducio

Inimeras aplicagdes requerem a aproximacgdo de um modelo geométrico por
uma discretizagdo poligonal do seu interior ou exterior.

Decomposi¢des do espago mostram-se extremamente Uteis para a aproximagio
de modelos tridimensionais principalmente pela vantagem que oferecem na
localizagdo das diversas componentes conexas do solido. Triangulagdes, por sua
vez, sd0 interessantes porque aproximam bem geometrias irregulares.

As triangula¢des adaptativas sdo ainda mais interessantes porque permitem
otimizar a localizagdo do sélido através de tratamento diferenciado do espago.

Neste capitulo, veremos como o refinamento adaptativo proposto pode ser
utilizado para construir triangula¢des adaptativas que aproximam, dentro de uma
certa precisdo, modelos descritos por solidos CSG. A idéia ¢é refinar
adaptativamente uma regido do espago que envolve completamente o solido com
base em um critério de refinamento baseado na classificagdo de tetraedros em
relagdo ao solido. Durante este processo, tetraedros que ndo interceptam o solido
vio sendo eliminados. Um nivel maximo de refinamento € arbitrado.

Inicialmente, apresentaremos o modelo matematico de representagdo de
sélidos CSG baseado em semi-espagos polinomiais de grau arbitrario. Em seguida,
descreveremos fungdes que caracterizam globalmente os sélidos CSG destacando
sua utilidade para classificagdo de tetraedros com relagéio ao solido. Veremos ainda
como ¢ possivel reduzir a complexidade de expressdes CSG utilizando a idéia de
localizacdo de solidos. Em seguida descreveremos o critério de classificagdo de
tetraedros baseado na representagdo Bézier das fungdes caracteristicas dos sélidos e
finalmente na ultima seg¢do apresentaremos a construgio da triangulagdo adaptativa.

34
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4.2. Modelos CSG

A modelagem de solidos conhecida como Geometria Solida Construtiva
(CSG), tém sido muito utilizada em modeladores de solidos, porque apresenta
mecanismos de constru¢do de sélidos familiares a maioria das pessoas. A idéia
basica é a de que solidos complexos podem ser representados como uma
combinagio de solidos mais simples.

Estes solidos simples, conhecidos por primitivas solidas, constituem, na
verdade, uma familia de sélidos que podem ser obtidos a partir de transformagdes
geométricas afins (translagdo, rotagio e escala) de formas basicas como cubos,
cilindros, esferas e toros.

Com o intuito de construir um sélido complexo, estas primitivas sdlidas sdo
combinadas através de operagdes de conjunto (unidio, interse¢do, e diferenca)
denominadas opera¢des Booleanas.

Algumas combinagdes de primitivas entretanto ndo satisfazem a nossa nogdo
de objeto solido, ou seja, a de que sélidos sdo homogeneamente tridimensionais €
nio possuem componentes de dimensdo menor que trés (linhas ou superficies)
penduradas em suas fronteiras. Solidos homogeneamente tridimensionais sdo
chamados sélidos regulares [REQU80]. Considere, por exemplo, o caso mostrado
na fig. 4.1(a), onde o resultado da intersegdo de duas primitivas ndo ¢ um solido
regular.

Para preservar a natureza solida do resultado, os modelos CSG utilizam o
conceito de operagdo Booleana regularizada [REQU80]. A operagdo regularizada
entre duas primitivas A e B € definida como:

A op* B =reg (A op B) = fecho (interior (A op B) )

onde op é qualquer operador booleano, op* denota sua regularizagdo.

A operagio de regularizagio pode ser vista como um operagdo de filtragem, no
sentido de que ela elimina do conjunto ruidos ¢ partes de dimenséo inferior. A fig.
4.1(b) ilustra o resultado da operagdo de interseg¢do regularizada das primitivas A e
B.
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Fig. 4.1 - Interse¢des Booleanas simples e regularizada.

O uso de operagdes Booleanas regularizadas em combinagbes de primitivas
solidas regulares garante a construgdo de solidos regulares [MORTSS]. E
interessante notar que ndo é necessario regularizar todas as operagdes booleanas na
composi¢do de um sélido CSG. De fato, o resultado serd o mesmo se regularizamos
somente a operagdo booleana na raiz da arvore do modelo [PERS94].

Modelos CSG mais gerais estendem o conceito de primitiva e consideram
como possiveis primitivas uma familia de semi-espagos definidos por fungdes
polinomiais trivariadas [SALI92], ou seja, os semi-espagos definidos por:

{pER}f(p) <0}

Tal familia de primitivas inclui todas as quadricas, ciclides e semi-espagos
planares ¢ podem ser utilizadas para construir primitivas CSG mais gerais
[PERS94]. A fig. 4.2 ilustra a representagdo CSG de um cilindro limitado através da
interse¢do de dois semi-espagos planos (ax+by+cz+d=0) e um cilindrico (ax2+by2-
12<0).

Um problema com a utilizagdo destas primitivas é que, mesmo com a
utilizagdo de operagdes booleanas regularizadas, ndo se pode garantir que soélidos
regulares sejam construidos. Este deve ser um cuidado que o usuério deve ter na
fase de modelagem.
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Fig. 4.2 - Representa¢do CSG de um cilindro limitado

A modelagem CSG propriamente dita, apesar de simples, ndo apresenta muitas
facilidades para a interatividade. Enquanto nfo dispomos de sistemas e
equipamentos com sofisticados recursos de interatividade serd sempre necessario
definir alguma linguagem formal de especificagdio e construgdo do sdlido. Neste
trabalho utilizamos uma extensdo da linguagem LDS definida em [ESPE90] para
construgdo de modelos CSG.

4.3. Funcdes Caracteristicas de Solidos CSG

O uso de primitivas baseadas em semi-espagos polinomais, como vimos,
aumenta o poder de expressdo dos modelos CSG. Uma vantagem adicional é que
nos permitem representar facilmente um sélido CSG por uma tnica fungfo, como
Veremos a seguir.

A toda primitiva definida por um semi-espago polinomial corresponde uma
fungéio f:R3>R que define uma superficie de nivel no espago dividindo-o em trés
regides distintas:

flp) <0
flp)=0 pER3

f(p)>0



CAPITULO 4 Triangulagio Adaptativa de Sélidos CSG 38

A fungfo f é dita polindmio caracteristico da primitiva.

A todo sélido construido por combinages de primitivas polinomiais desta
forma podemos também associar uma fungdo f:R3-R que o representa globalmente.
Na verdade existem varias fungbes que podem representa-lo, todas recebendo o
nome de fungfo caracteristica do solido.

As funges caracteristicas sdo muito uUteis para se expressar operagoes
booleanas entre sélidos. A fungdo caracteristica entre dois sélidos A e B, por
exemplo, é o maximo entre as fungbes caracteristicas f, e fy, [SALI92]. Em geral
tem-se:

S=A N B, fy=max {{,.f,}

S=A UB, fy= min {f,,f;}

Através do uso recursivo das expressdes acima, uma fungdo caracteristica de
um sélido representado por uma expressdo booleana pode ser escrita como uma
expressdo algébrica de operadores min e max aplicado as fungdes caracteristicas das
primitivas. Por exemplo, o s6lido CSG dado pela expressédo:

S=(A NB)UC) ND)

pode ser caracterizado pela funcio:

fS — max { min { max {faafb}a fc}s fd}

Por sua simplicidade na representagdo de operagdes Booleanas, as fungdes
caracteristicas sdo ideais para representagio de solidos CSG. Uma fungdo
caracteristica de qualquer sélido pode ser avaliada simplesmente percorrendo a
arvore CSG do solido e substituindo operador N por min, U por max e primitivas
pelas respectivas fungdes caracteristicas.

Uma fungdo caracteristica construida desta maneira sera uma fungdo continua,
polinomial por partes, se as fungdes caracteristicas das primitivas forem
polinomiais.
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Vizin%anga toda negativa: Fronteira de regularizagdo:
nao pertence a fronteira. vizinhanga positiva € negativa.

Fig. 4.3 - A fronteira da regularizago esta entre valores positivos e negativos

Como uma representagdo implicita, uma fungdo caracteristica ¢ capaz de
responder se um ponto qualquer do espago esta no interior, exterior ou na fronteira
(ndo regularizada) do sélido [SALI92]. A fronteira da regularizagdo do solido,
entretanto, ndo pode ser tio facilmente expressa pelas fungGes caracteristicas. A
fronteira regularizada ndo coincide necessariamente com o conjunto de zeros de sua
fungdo caracteristica. A fig. 4.3 mostra, por exemplo, que esta fungdo assume valor
zero na face comum da unido de dois cubos distintos, face esta que ndo pertence a
fronteira regularizada do sélido. A fronteira de regularizagdo pode ser entendida,
portanto, como o subconjunto de zeros da fungdo caracteristica que possui em sua
vizinhanga valores tanto negativos quanto positivos.

Fungdes caracteristicas, contudo, sdo ainda fteis para aproximagédo do interior
e exterior de um solido. De fato, se fungGes nulas sdo evitadas, podemos estabelecer
que:

{pER3|f(p)<0} C interior (S)

e além disso, vale que:

reg (S) = fecho (interior (S)) = fecho ({ p € R3 | fi(p) <0 })
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Gragas a esta propriedade, podemos expressar também o operador diferenga
através das fungOes caracteristicas como a intersegdo com o complemento do
segundo operando, ou seja [PERS94]:

reg (A/B) =reg (A N Compl (B))
=fecho ({p € R3|£f;(p) < 0, -f, (p) <0})

= fecho ({p € R3|f, (p) <0, -fy (p) <0})

Na se¢do 4.5 veremos um critério baseado na representa¢do Bézier das funcdes
caracteristicas para a verificagdo do tipo de interferéncia de tetraedros em relagdo
ao sélido.

4.4. Localizagio de Sélidos CSG

No 4mbito das representagdes CSG, as subdivisdes espaciais sdo interessantes
porque podem aproveitar as vantagens da localizagdo de solidos [TILO84]. A idéia
de localizagdo de solidos CSG em subdivisdes espaciais ¢ a de que dentro de cada
célula da decomposi¢do o solido pode ser representado somente pela porgdo do
solido nela contida.

A localizagdo de um soélido consiste basicamente na simplificagdo da arvore
CSG do solido, de modo que nela estejam representadas somente as primitivas que
efetivamente influenciam a regido onde a célula esta localizada. A fig. 4.4 mostra
um exemplo de simplificagdo possivel.

Para nos, a idéia de localizagdo ¢ interessante na medida em que conseguimos
simplificar consideravelmente a fung#io caracteristica que descreve o sélido dentro
do tetraedro, a qual, como vimos, ¢ obtida diretamente da arvore CSG, e com isso
reduzir significativamente o numero de avaliagdes da funcdo caracteristica
necessarias para a classificagdo de tetraedros, como veremos na proxima se¢ao.

A simplificagdo consiste basicamente em localizar na arvore CSG do solido, as
sub-arvores que representam porgdes do sélido que podem ser substituidas pelo
conjunto vazio (@) ou universo (W). Primeiramente, cada primitiva P da arvore
CSG ¢ classificada em relagdo a um tetraedro em uma das seguintes categorias:
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Interior (P O T)
Exterior (P N T=O )
Interceptante (Fronteira de P intercepta T)
Em seguida as primitivas classificadas como Interior e Exterior, sdo
substituidas pelo conjunto Universo (W) e vazio (&), respectivamente, na arvore

CSG. Finalmente as operagdes booleanas da arvore CSG sdo avaliadas
recursivamente, aplicando-se as regras de simplificagdo da teoria dos conjuntos:

ANYg=0
ANW=A
AU =A
AUW=W

Neste trabalho utilizamos um procedimento, implementado por Salim
[SALI92], que simultancamente classifica os tetraedros em relagdo ao sdlido e
simplifica a arvore CSG. O procedimento se baseia exclusivamente na classificagdo
das primitivas da arvore CSG e posterior simplificagdo da arvore tal como acabamos
de descrever. O tetraedro ¢ classificado como interceptante sempre que a arvore ndo
puder ser simplificada. No caso da arvore ser simplificada para uma tinica primitiva
esta é classificada em relagdo ao tetredro.

Utilizando as idéias de localizagdo conseguimos otimizar sensivelmente o
procedimento de refinamento pois, a medida que os tetraedros vdo sendo
subdivididos, as arvores CSG representativas do solido em cada um deles véo sendo
bastante simplificadas, o mesmo acontecendo com as respectivas fungdes
caracteristicas. A utilizagdo das fungdes min-max, por conseguinte, fica reduzida a
algumas poucas regides do espago onde existem mais de uma primitiva na arvore
CSG do solido restrita ao tetraedro, tipicamente a fronteira do soélido.



CAPITULO 4 Triangulagio Adaptativa de Sélidos CSG 42

Arvore CSG Localizagdo do
do sélido sOlidoem T

()

Fig. 4.4 - Localizagdo de um Sdlido em um tetraedro.

4.5. Classificacdo de Tetraedros Contra Primitivas

A classificagdo de tetraedros é a chave do nosso esquema para triangulagio
adaptativa de solidos CSG porque permite, a0 mesmo tempo, a adaptagdo, no
sentido de manter tio grande quanto possivel os tetraedros que se encontram
inteiramente dentro do solido, como também a eliminagdo durante o processo dos
tetraedros que se encontram inteiramente fora do sélido.

Na se¢do 4.4, vimos que o procedimento utilizado para classificagdo de
tetraedros é baseada em sucessivas simplificagdes da arvore CSG do sélido, sendo
necessarias apenas as classificagdes das primitivas da &rvore CSG. Esta
classificagdo ¢é feita a partir da representa¢do da polinomial que descreve a primitiva
na forma Bézier.

Uma fungdo polinomial trivariada de grau n pode ser expressa em coordenadas
baricentricas (u,v,w,t) relativas ao tetraedro por:

puvwt) = ¥ Cijlegkl(uN,W,t)
+k4d=n

it

onde Cjjq sdo os coeficientes de Bézier da polinomial e,
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n! "
Bjja(w,v,w,t) = ——ulviwkd utvtwtt=1 e itjtktl=n
ik

sdo as fungdes de base de Bernstein.

A vantagem desta representagdo € que os coeficientes de Bézier ddo limites
para os extremos da polinomial dentro do tetraedro, isto é:

min Cijkl <p(uv,w,t) < maxCijkl uwv,w,it =0

Portanto, ¢ possivel obter uma primeira classificagdo para o tetraedro
simplesmente examinando os sinais dos coeficientes de Bézier da fungdo
caracteristica dentro do tetraedro. Se todos os coeficientes de Bezier sdo positivos,
pode-se garantir que o tetraedro esta inteiramente fora da primitiva. Se, por outro
lado, todos os coeficientes de Bezier sdo negativos, o tetraedro estd inteiramente
dentro da primitiva.

No caso de haver altermincia de sinais nos coeficientes de Bézier, a
classificagdo ndo é precisa porque o tetraedro pode ou nfo interceptar a fronteira da
primitiva. A fig. 4.5 ilustra, sem perda de generalidade, para a reta e uma polinomial
cubica, trés casos onde ha alternincia de sinais. Existe um unico caso, entretanto,
quando os extremos dos coeficientes de Bézier estdo nos vértices do tetraedro, em
que se pode garantir que o tetraedro intercepta a fronteira da primitiva. Neste caso o
tetraedro € classificado como f-interceptante [SALI92].

Nao Interceptante Interceptante f-Interceptante

A A Va

N/ﬁ | I\f f
> Ay

e’

Fig. 4.5 - Casos em que ha alternancia de sinais dos coeficientes de Bézier.
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A representagdo Bézier da fungdo caracteristica de uma primitiva apresenta
ainda vantagens na subdivisdo bindria de um tetraedro. Os coeficientes de Bézier
relativos aos dois tetraedros filhos devem ser avaliados a fim de permitir o
refinamento dos testes de interferéncia e localizagdo. Pelo principio da subdivisdo
de Bézier, os coeficientes da polinomial para os dois tetraedros podem ser
calculados a partir dos coeficientes relativos ao tetraedro pai por uma execugio do
algoritmo de Casteljau [SALI92].

4.6. Triangulacdo Adaptativa do Sélido

Baseado nas classificagbes de tetraedros que acabamos de ver, podemos
definir um critério de refinamento que nos permite utilizar o esquema de
refinamento adaptativo do capitulo 3 para construir uma triangulagio adaptativa que
aproxima a fronteira de um modelo CSG.

Um critério simples pode ser: o tetraedro satisfaz ao critério se esta totalmente
contido no solido (sua classificagdo € Interior) ou se estd no ultimo nivel de
refinamento (seu tamanho € menor do que a precisdo especificada). Se, por outro
lado, é interceptante a fronteira do s6lido e ndo estd no Gltimo nivel de refinamento,
entdo ndo satisfaz ao critério, devendo portanto ser refinado.

Com este critério conseguimos também otimizar o processo de aproximagéo,
refinando somente as regides mais proximas da fronteira do sélido.

Um sélido S é inicialmente suposto dentro de uma caixa envolvente C, para a
qual ¢é construida uma triangulagdo CFK conforme descrito em 3.1. Esta
triangulagdo inicial vai sendo refinada adaptativamente com base na classificagdo do
tetraedro em relagdo ao sdlido. Cada tetraedro gerado ¢ também classificado em
relagdo ao solido e no caso de ndo interceptar o sélido é eliminado da triangulagéo.
Um nivel maximo (NivelMax) é definido pela precisdo desejada.

O seguinte algoritmo constrdi uma triangulagdo adaptativa para o Sélido S.
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T

Fig. 4.6: Triangulagio adaptativa de uma regido no plano

Procedimento 4.1: TriangAdaptCSG

TriangAdaptCSG (S, C, NivelMax)
& <- ConstroiTrianglnicial(C)
Eng. existir tetraedro T em & nao avaliado faca
Se Classificacao(T, S)=INTERCEPTANTE ou
NivelRefinamento(T) < NivelMax {

RefinamentoBasico(T)

Para cada tetraedro T* gerado acima faga {
Se Classificagdo(T*, S)=EXTERIOR {

remove T* de &

45
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O procedimento recebe o solido S, a caixa C envolvente ao solido, e o nivel
maximo NivelMax de refinamento da triangula¢do. Inicialmente ¢ feita a
triangulagdo da caixa envolvente, através do procedimento ConstroiTrianglnicial e
os seis tetraedros iniciais sdo gerados. Apds isto, é feito o laco que ftrata
individualmente cada tetraedro gerado.

O procedimento RefinamentoBasico é tal como descrito em 3.3. Todos os
novos tetraedros gerados pelo refinamento basico sdo classificados em relagdo ao
solido e, ndo contendo parte do soélido, sdo excluidos da triangulagdo. No ultimo
nivel de refinamento, os tetraedros classificados como interceptantes a fronteira do
solido sdo considerados como interiores ou exteriores, dependendo da avaliagdo da
fungio caracteristica nos vértices do tetraedro. Desta forma, como vimos na se¢do
4.3, a fronteira ndo regular do soélido ¢ eliminada.

O procedimento é capaz de gerar uma triangulagdo cujo bordo, em certas
condi¢des, pode ser uma aproximagdo para a fronteira do sélido. Esta fronteira
estara dentro de uma vizinhanga de espessura o do bordo desta triangulagéo, onde o
¢ o tamanho do tetraedro que intercepta a fronteira, e, obviamente, depende do nivel
maximo de refinamento. A fig. 4.6 mostra uma aproximagdo de uma regido no
plano. Obviamente, quanto menor o « melhor a aproximagio.

c A componente conexa C;
2 .

¢ aproximada enquanto

a componente C,

nem mesmo ¢ localizada

S A

fronteira do sé6lido

=e.=.= bordo da triangulagio
que aproxima o sélido

Fig. 4.7: Exemplo de filtragem feita pela aproximagéo

Numa aproximagdo deste tipo, aparecem alguns problemas inerentes as
discretizagdes. Podem haver tetraedros que interceptam a fronteira do sélido que,
entretanto, ndo podem ser classificados satisfatoriamente como interceptantes. Nos
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vértices destes tetraedros, a fungdo caracteristica possui sempre 0 mesmo sinal,
sugerindo a inexisténcia de porgdes do solido dentro do tetraedro. Isto se deve ao
fato dos vértices das triangulagdes serem amostragens finitas do espago.

As porgdes do solido que podem estar contidas nesses tetraedros séo
relativamente pequenas para serem percebidas pela amostragem representada pela
triangulagfo. Assim, ao se aproximar o sélido pela triangulagéo desaparecem partes
do solido, bem como componentes conexas inteiramente contidas em um tetraedro.
A fig. 4.7 mostra um exemplo no plano.

Dependendo também do posicionamento da triangulagdo no espago, alguns
grupos de componentes conexas podem ser fundidas em uma unica componente,
fazendo com que a topologia da aproximagéo seja diferente da topologia original do
solido. A fig.4.8 mostra um solido composto de duas componentes conexas, onde,
dependendo da posigdo dos tetraedros na regidio tracejada, o resultado final pode ser
um soélido com apenas uma componente conexa. Este problema ¢ bastante sério e
evidencia a questdo da qualidade da aproximagdo [SALI92].

\ . Ci e C25d0 fundidas em uma

\
"« .B.\. .=.=.y Unica componente conexa
Ci 3\ Ks%
C:
&y\\ t\\\ \ = fronteira do sélido

Y AN N

RETTTRTTTN =.=.= bordo da triangula¢do
N\ . .
\ \\ que aproxima o sélido

., \ As componentes conexas
L Y
N

Fig. 4.8: Exemplo de modificagdo da topologia devido a aproximagdo

A qualidade da aproximagdo, assim como em qualquer problema de
discretizagdo, ¢ diretamente dependente da qualidade da amostragem, isto ¢, quanto
mais densa a triangulagio e, portanto, menores os tetraedros, melhor a aproximagao.
A defini¢do do nivel de refinamento ideal para que a aproximagdo seja aceitavel,
depende de estudo da localizagdo do solido dentro da regifio de interesse.
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4.7. Conclusio

Neste capitulo vimos que, com a defini¢do de um critério de refinamento
baseado na classificagdo de tetraedros quanto a interferéncia com o sélido, podemos
utilizar o esquema de refinamento adaptativo proposto no capitulo 3 em um
esquema que permite construir uma triangulagdo adaptativa cuja bordo aproxima,
dentro de uma precisdo especificada, a fronteira de um sélido CSG.

O esquema € bastante geral porque permite, a principio, a construgdo de
triangulagdes para solidos com geometrias arbitrarias, inclusive com varias
componentes conexas. Uma aproximagdo, tdo boa quanto se queira, € possivel
através da especificacdo de um nivel maximo de refinamento.

No préximo capitulo veremos como o esquema proposto pode ser util para
construgdo de malhas para o0 método de elementos finitos.



CAPITULO 5

Geracdo de Malhas de Elementos Finitos de Solidos
CSG

5.1. Introducio

A principal motivagdo deste trabalho foi o desenvolvimento de uma
ferramenta eficiente e robusta para a geragdo automatica de malhas tridimensionais
para o método de elementos finitos.

O ponto central na geragdo automatica de malhas para o método de elementos
finitos é a adequagdo da malha ao modelo de representagdo do dominio de
integragdo. Uma malha adequada deve representar corretamente a geometria do
dominio, bem como ser bem adaptada as propriedades fisicas do fenémeno que esta
sendo analisado. A qualidade da solugdo de elementos finitos depende destes dois
aspectos.

Neste capitulo procuraremos mostrar como o esquema de triangulagdo
adaptativa proposto pode ser util para a geragdo de malhas de elementos finitos de
dominios tridimensionais descritos por solidos CSG. Veremos essencialmente como
é possivel adaptar uma malha a um problema especifico através da defini¢do de
critérios de refinamento que levam em conta as caracteristicas do problema.

Em seguida, discutiremos uma questdo importante, relacionada com a
aproximagido geométrica do modelo, e finalizaremos apresentando algumas idéias
para abordagem desta questdo.

5.2. Dominios de Elementos Finitos

A modelagem de sélidos, area da computagio grafica que estuda a criagdo ¢
manutengdo de estruturas de dados que representam no computador objetos do

49
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mundo real, tem se revelado uma importante ferramenta para a definigdo de
dominios tridimensionais para o método de elementos finitos.

No escopo deste trabalho estamos particularmente interessados na geragdo de
malhas de elementos finitos para dominios representaveis por sélidos CSG.

A modelagem CSG, como vimos, ¢ interessante porque se baseia em
mecanismos de construgdo de sélidos familiares a maioria das pessoas.

Naturalmente, ela ndo é capaz de modelar todos os dominios requeridos pelas
aplica¢bes de elementos finitos, entretanto, um grande numero destas aplicagdes
lidam com dominios representiveis por objetos solidos, espectalmente aplicagdes
nas areas de engenharia, mecanica, robdtica, etc.

A obtengdo de um modelo geométrico aproximado para um dominio continuo
ndo ¢, como vimos, uma operagio trivial. Um malha de elementos finitos deve ndo
s6 representar corretamente a geometria do dominio, bem como ser bem adaptada as
caracteristicas fisicas do problema. Um gerador automatico de malhas, por defini¢do
deve interagir diretamente com o modelo geométrico.

5.3. Critério de Refinamento

Vimos que, em uma analise de elementos finitos adaptativa, é necessario
estabelecer uma precisdo dentro da qual a solug@io € obtida: se a precisdo ndo ¢
alcangada, a malha de elementos finitos ¢ modificada até¢ que uma solugéo dentro da
precisdo seja obtida. O objetivo é chegar a uma malha final que seja 6tima em
termos de custo computacional para a precisdo desejada.

Os métodos adaptativos utilizam geralmente um indicador de erro que pode ser
calculado independentemente para cada elemento, para definir um critério para
refinamento seletivo da malha, produzindo malhas com erros significativamente
menores.

Em geral, estes métodos se baseiam no principio da equidistribuigio de erro.
Um critério normalmente utilizado é: refine todos os elementos para o qual,

lelti = 6 llellmax 0=<f<1
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onde 0 € uma tolerincia pre-definida e |le}|,,« © erro maximo entre os elementos.

Freqiientemente procuram-se estabelecer limites superiores para as medidas de
erro. Isto significa, dada uma malha com elementos de tamanhos iguais a h,
estabelecer uma inequagio (valida para valores pequenos de h) do tipo [RIBE91],

leff = ChP

onde C ¢ uma constante dependente dos dados do problema, € p ¢ um inteiro que
depende da funcdo de interpolagdo utilizada. O expoente p ¢ chamado de taxa de
convergéncia em relagdo a norma ||.|| empregada. Se p for positivo, a medida de erro
|le|| se aproxima de zero quando o tamanho h dos elementos tende a zero.

O critério de refinamento ¢ a chave da nossa proposta de geragdo de malhas de
elementos finitos através do esquema de triangulagdo adaptativa de sélidos CSG,
porque permite a adequagdo da malha a um problema de elementos finitos
especifico.

A tunica restrigdo sobre este critério, como visto anteriormente, ¢ que seja
"invariante a inclusdo", ou seja, o refinamento de um elemento deve melhorar a sua
avaliagdo em relag8o ao critério.

Critérios de refinamento baseado em estimativas de erro, como os que vimos
acima, possuem esta caracteristica.

S.4. Triangulacdo Adaptativa do Dominio

No capitulo 4 vimos um esquema para construgdo de triangula¢des adaptativas
que aproximam a fronteira de sdlidos CSG. Podemos pensar em utilizar este
esquema para construir uma discretizagdo que aproxime a geometria de um dominio
de elementos finitos que pode ser descrito por um so6lido CSG.

Uma triangulagfo, entretanto, para ser adequada & um problema de elementos
finitos deve ndo somente representar corretamente o modelo geométrico, mas
também ser bem adaptada ao fenomeno fisico que esta sendo estudado, o qual, em
geral, varia de maneira ndo uniforme dentro do dominio.
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Dentro de um enfoque adaptativo para geragdo de malhas de elementos finitos,
geralmente, uma malha inicial que apenas aproxima a geometria € construida e
posteriormente refinada com base em critérios definidos apropriadamente para cada
problema. De posse de um critério de refinamento adequado, o esquema para
triangulagdo adaptativa pode ser utilizado para construir uma discretizagdo do
dominio, adequada ao problema.

O esquema que comega com uma triangulagdo inicial de uma "caixa
envolvente" ao s6lido, vai refinando adaptativamente tetraedros da triangulagéo com
base no critério de refinamento definido e, simultaneamente, eliminando tetraedros
que ndo interceptam o solido. Ao final, uma triangulagdo que contém somente
tetraedros interiores ao solido ou interceptantes a sua fronteira é obtida. Tal como
vimos, o bordo desta triangulagdo, pode ser uma aproximagio tdo boa quanto se
queira da geometria do sélido, e estara dentro de uma vizinhanga o da fronteira do
solido, onde « € a precisdo especificada.

Numa aproximagdo deste tipo, além dos problemas ja mencionados,
relacionados com a regularizagdo topologica do soélido, aparecem alguns outros
relacionados com a sua utilizagdo pelo método de elementos finitos.

Pelo fato de utilizarmos um critério de refinamento que ndo € baseado na
classifica¢do do tetraedro em relagdo a fronteira do solido, mas sim, em estimativas
de erros da solugdo do problema, a vizinhanga o pode ndo ser constante em toda a
fronteira. As triangula¢Ges serdo mais refinadas nas regides criticas (onde os erros
sdo grandes) do dominio. OQu seja, a geometria do modelo serd bem aproximada
quando toda a fronteira for regido critica para o problema. Sempre que estas regides
criticas nfo estiverem na fronteira do dominio, o bordo da triangulagdo podera estar
bem afastado da fronteira do sélido. A fig. 5.1 mostra um exemplo onde o critério
de refinamento é um ponto no interior de um circulo. A geometria do circulo é
aproximada por um quadrado.

A primeira vista, isto nfio constitui um problema grave ja que, pelo critério de
refinamento, os erros encontrados nestas regides sdo aceitaveis. Contudo, estas
malhas sdo inaceitaveis para o método de elementos finitos sobretudo porque as
condi¢des de contorno sdo aplicadas sobre o bordo da triangulagdo e, neste caso,
estariam sendo colocadas de forma inadequada.
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Nl

Fig. 5.1 - Refinamento adaptativo de um circulo

Uma solugdo satisfatoria para este problema é simplesmente considerar um
critério de refinamento que leva em conta também a aproximagdo geométrica,
refinando, além das regides criticas, também os tetraedros que interceptam a
fronteira do sélido, até uma precisdo geométrica especificada.

Esta solugdo, entretanto, pode levar a triangulagdes, muitas vezes,
excessivamente refinadas, simplesmente para a proximar a geometria do dominio.

Veremos a seguir, algumas técnicas comumente utilizadas para aproximagéo
geométrica, que ndo hhegaram a ser implementadas neste trabalho por requererem
ainda estudo mais aprofundado para se adequar ao esquema proposto.

5.5. Abordagens para Aproximacio da Fronteira do Sélido

Um gerador automatico de malhas de elementos finitos deve assegurar que a
malha produzida seja uma boa aproximacgdo geométrica para o dominio de
integracdo.

Em sua grande maioria estes geradores introduzem algum tipo de aproximagdo
geométrica no processo. Freqiientemente, eles aproximam o contorno do dominio de
integragdo por uma superficie poligonal definida pelo bordo da discretizagéo, cujos
vértices sdo distribuidos sobre o contorno.
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Nao obstante, um esquema baseado em subdivisdo espacial como a
triangulagdo adaptativa que apresentamos, é bastante util para aproximar fronteira
de solido CSG. O problema com esta aproximagdo, como vimos, € que os vértices
do bordo da triangulagio ndo coincidem com a superficie do solido, podendo
mesmo estar bem afastado desta. Por outro lado, vimos que uma aproximago, tdo
boa quanto se queira, pode ser obtida simplesmente reduzindo-se a precisdo . Esta
estratégia, contudo, pode resultar em um niimero excessivamente alto de elementos
na triangulagao.

Nos processos baseados em subdivisdo espacial, ¢ comum a decomposigdo do
dominio de interesse em uma representagdo secundaria. A estratégia adotada pela
maioria destes métodos [SHEP93] € refinar a triangulagdo até um nivel de tolerancia
suficiente e, em seguida aplicar um processo de aproximagdo da fronteira do sélido
dentro de cada célula. A estrutura da subdivisdo ¢ geralmente utilizada para
localizagdo dos processos dentro de cada célula.

A interagdo dos processos com a geometria original é um aspecto critico para
garantia de que a malha resultante é uma representagdo geométrica valida do
dominio.

Naturalmente, o processo a ser empregado depende do tipo de decomposigédo
utilizada. Descrevemos a seguir algumas técnicas apropriadas para triangulagdes.

5.5.1. Interpola¢do Linear da Fronteira do Sélido

Uma técnica simples para aproximar superficies em triangulagdes € calcular
uma interpola¢do linear para a porgdo da fronteira do soélido contida dentro do
tetraedro. Uma aproximagido deste tipo tem sido utilizada com o objetivo de
aproximar somente a casca do solido [SALI92], [APOL94]. Esta técnica consiste
em avaliar a fungdo caracteristica do solido nos vértices do tetraedro e utilizar
interpolagdo linear para criar uma superficie poligonal que aproxima a fronteira do
sé6lido dentro do tetraedro, como mostra a fig. 5.2. A superficie poligonal por partes
compostas das interpolagbes lineares de todos os tetraedros que interceptam a
fronteira do sé6lido € uma aproximagéo para esta fronteira.
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Fig. 5.2 - Aproximagio linear da fronteira do sélido dentro de um tetraedro

O uso deste tipo de aproximagdo com a triangulagdo adaptativa para criar uma
malha de elementos finitos que aproxime corretamente a fronteira do sélido,
apresenta algumas desvantagens. Primeiramente que alguns tetraedros da
triangulagdo podem resultar muito finos. Tais situagdes freqiientemente surgem
quando a superficie passa proximo a um vértice da triangulagdo. Como vimos
anteriormente, estes tetraedros sdo indesejaveis em malhas de elementos finitos.

Uma outra desvantagem surge do fato de que a superficie pode particionar um
tetraedro em prismas ou pirdmides, aos quais deve ser aplicada uma subdivisdo
adicional para produzir tetraedros. O problema com esta subdivisdo adicional é que
deve ser consistente entre tetraedros adjacentes, para assegurar que o conjunto de
tetraedros forma uma triangulagdo. Implementar tal tarefa requer uma anélise
exaustiva de cada caso e pode resultar na criagdo de muitos novos tetraedros.

5.5.2. Relocagio dos Vértices para a Superficie do Sélido

Uma outra abordagem também muito utilizada consiste simplesmente em
mover os nds (ou deformar a geometria da célula) para coincidir com a fronteira do
solido. A principal vantagem deste método é que a superficie de aproximagdo ¢
composta por faces da nova triangulagdo, mantendo assim o mesmo nimero de
elementos da triangulagéo original.

Uma dificuldade associada a utiza¢do deste método é que a relocagdo de
vértices deve ser compativel entre células vizinhas. A fig. 5.3 mostra um exemplo
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no plano onde a relocagdo de um vértice tende a ser diferente em duas células
vizinhas.

Uma técnica proposta em [MOOR91], resolve esta dificuldade através do
conceito de satélites de um vértice. [MOOR91] define como satélites de um vértice
as intersegOes entre a superficie do sdlido e as arestas incidentes a este vértice, que
estdo mais proximas deste. O vértice é relocado para o centréide de seus satélites.
Desta forma, pequenos elementos formados quando a superficie passa proximo de
um vértice sdo degenerados em um tnico vértice. Por este motivo, as malhas
produzidas por este método sdo bem mais compactas do que aquelas produzidas por
interpolagdo linear. Além disso, os tetraedros gerados tém muito melhor razéo de
aspectos.

Contudo, superficies produzidas por este método, ndo sdo necessariamente
variedades [MOOR91], o que torna o método insatisfatorio para criar malhas que
aproximem corretamente a fronteira de solidos.

5.5.3. Triangulag¢io de Delaunay

Este método simples tem sido empregado para criar triangulagdes no interior
de células de decomposi¢do Octree [SHEP93]. Uma triangulagdo de Delaunay ¢
obtida a partir de um conjunto de pontos consistindo, geralmente, das interse¢des da
fronteira do sélido com a célula e dos vértices da propria célula. Contudo, a
triangulacdo de Delaunay usa somente informagdo de pontos e, portanto, ndo €
possivel assegurar que a triangulagdo resultante seja uma triangulagdo geométrica
valida para a por¢do do s6lido no interior da célula.

Poderiamos pensar na utilizagdo deste método em conjungdo com a
aproximagdo linear descrita anteriormente. Um conjunto de pontos seria formado
pelas interse¢bes calculadas pela interpolagdo linear nas arestas e os vértices do
tetraedro interiores ao sOlido. Uma triangula¢do de Delaunay seria obtida para estes
pontos. Esta aproximagdo, apesar de resolver o problema de compatibilidade com
células vizinhas, pode também criar tetraedros muito pequenos ou finos. Como
solugdo para este problema pode-se pensar em aplicar métodos de suavizagdo de
malhas.
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Fig. 5.3 - Problema com a relocagdo de vértice para uma curva

5.6. Conclusio

A utilizagdo do esquema proposto no capitulo 4, simplifica muito a tarefa de
gerar uma malha de elementos finitos para um sélido CSG, porque a0 mesmo tempo
que aproxima a geometria do modelo, adapta a malha aos requisitos do problema
especifico.

O método contudo é bastante eficiente quando o problema requer refinamento
em toda a fronteira do dominio. Nos casos mais gerais, no entanto, o0 método pode
gerar malhas inadequadas devido a aproximagio da geometria ser bastante ruim em
algumas regides.

Por outro lado, a maioria dos métodos de geragdo de malhas de elementos
finitos baseados em decomposi¢bes do espago utilizam algum processo de
triangulagdo dentro de cada célula da decomposigdo para gerar malhas que
representam corretamente os modelos geométricos.

O esquema proposto, contudo, apresenta muitas vantagens potenciais para a
geracgdo de malhas de elementos finitos.

A principal vantagem é que estas malhas podem ser facilmente adaptadas as
propriedades fisicas do problema, através da definicdo de um critério de
refinamento apropriado. Além disso, estas malhas geradas sdo garantidamente
conformes e contém elementos razoavelmente "bem formados".

Por estas caracteristicas, o esquema proposto é apropriado para geragdo de
malhas de elementos finitos, e pode ser utilizado como base para construgdo de
uma ferramenta eficiente e robusta de solugdo do método de elementos finitos.



CAPITULO 6

Aspectos Gerais da Implementacio

O desenvolvimento deste trabalho foi acompanhado de uma implementagéo
que permitiu avaliar o esquema proposto. Alguns aspectos a respeito desta
implementacdo serdo apresentados a seguir.

6.1. Visdo Geral

O sistema que permite construir uma triangulagdo adaptativa de um sélido
CSG consiste de trés modulos principais, dentre os quais alguns implementados,
anteriormente, por Esperanga [ESPE90] e Salim [SALI92]. Estes mddulos sdo
programas executaveis que se comunicam por intermédio de arquivos utilizando
o recurso de "pipelines" do sistema Unix. Cada moédulo tem uma fungdo
especifica, o que faz com que exista uma sequéncia em que 0s programas devem
ser executados, visto que a entrada de uns ¢ a saida de outros. Uma visdo geral do
relacionamento entre estes modulos € mostrada na fig. 6.1.

A disposi¢do do sistema em modulos é interessante porque permite que
outros modulos que eventualmente venham a ser construidos, possam ser
itegrados facilmente ao sistema, além das facilidades que traz para
compreensdo, construgdo e depuragdo dos programas.

O ponto de partida do processo ¢ a descrigdo do solido CSG. Para tal, foi
utilizada uma linguagem de alto nivel denominada LDS [ESPE9S0], que fornece
meios para a construgdo de representagdes CSG de solidos a partir de um
conjunto de primitivas (bloco, esfera, cilindro, plano, cone, toro e polinomial) e
de alguns operadores (unido, interse¢do, diferenga, rotagio, translagéo e escala).

Através do programa COMPILACSG [ESPE90], o cédigo LDS ¢€
transformado em uma representagio da arvore CSG do sélido.
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Esta 4rvore €, entdo, submetida ao médulo CSG2CSPG [SALI92], que gera
uma versdo modificada da arvore, na qual as primitivas polinomiais sdo expressas
na forma Bezier.

Cédigo —1>[COMPILACSG |—> A™ore CSG [ csGacspG

LDS do sélido
"*CSG" \J7
_ 5 Arvore CSG
T?i“%‘}‘ig@ﬁﬁo < | GERATRIANG | ¢/ Primitivas
' Bezier
/ \ " *.CSPG "
Programas de EF Visualizador

Fig. 6.1 - Relacionamento entre os modulos

Finalmente, a partir desta representagdo do solido, ¢ possivel através do
modulo GERATRIANG gerar uma triangulagdo para o sélido, que pode ser,
entdo, visualizada pelo programa Lcgrender [FONS92] ou ser utilizada por algum
programa de analise do método de elementos finitos.

Passamos, em seguida, a uma breve descri¢do de cada um destes médulos.

6.2. Médulo CSG2CSPG

Este modulo, como vimos, foi implementado anteriormente por Salim
[SALI92]. Contudo, ele é de grande importancia para nds porque se relaciona
diretamente com o médulo GERATRIANG, que recebe através dele a descrigdo
do solido a ser triangulado. Sua fungdo € a conversdo da arvore CSG construida a
partir da linguagem LDS, para um formato onde as primitivas estdo representadas
na forma Bézier. A finalidade desta conversdo ¢ permitir a classificagdo dos
tetraedros da triangulagdo contra cada primitiva da arvore CSG, tal como descrito
na se¢do 4.1.
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Além disso o programa, para realizar esta conversdo, necessita que se
especifique os tetraedros iniciais da decomposigdo do espago, o que € feito ao se
especificar a caixa envolvente ao sélido. Uma descrigdo mais detalhada pode ser
vista em [SALI92].

6.3. Médulo GERATRIANG

Este modulo, por ndés desenvolvido, reime todos os procedimentos
necessarios ao processo de construgdo de uma triangulagdo adaptativa para o
solido. Ele se relaciona com quatro outros médulos de apoio, dois dos quais
(BEZIER e CSG) foram anteriormente implementadas por Salim [SALI92]. Os
modulos de apoio sdo utilizados em tempo de compilagio, fornecendo recursos
através de vanas fungGes.

A partir da arvore CSG do so6lido com primitivas descritas na forma Bézier,
produzida pelo programa CSG2SPG, o médulo gera a triangulago adaptativa que
aproxima, dentro de uma certa precisdo, o solido.

O programa permite controle razoavel da execugdo pelo usuério, que pode
especificar um critério para refinamento ¢ uma tolerancia para a aproximagio
através de um nivel maximo de refinamento ou um tamanho para o tetraedro
minimo. O médulo oferece também opgdes para dois tipos de saida. O usuario
pode, por exemplo, decidir se deseja apenas visualizar a triangulagdo através do
moédulo Legrender ou utiliza-la como malha em programas de resolugdo do
método de elementos finitos. Neste ultimo caso, o formato de saida € um formato
comumente utilizado pelo método de elementos finitos, mas pode ser facilmente
adaptado para algum outro formato de um programa especifico.

Faremos agora uma breve descricdo de cada um dos médulos de apoio. O
mddulos de apoio sdo, na verdade, bibliotecas C utilizadas, especialmente, pelos
modulos CSG2CSPG e GERATRIANG com diversas fungdes que visam fornecer
subsidios para a realizagdo das tarefas pertinentes a cada um. Um modulo de
apoio contém tipos , varidveis e fungdes especificas para finalidades correlatas.
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6.3.1. Médulo ESTRUTURA

Este modulo é responsavel pela definigdo e manipulagdo da estrutura de
dados que representa a triangulagdo. Nele se encontram, além da definigdo da
estrutura de dados, os procedimentos para criagdo, subdivisdo e eliminagdo de
tetraedros. Mantém uma relagdo direta com os modulos Csg e Bezier para
manipulagfo da avore CSG armazenada na estrutura de dados.

A estrutura de dados é tal como discutida no capitulo 3. O procedimento de
subdivisdo ¢ implementado através da aplicagdo das tabelas 3.2 e 3.3.

Foram também construidos procedimentos que fornecem informagdes
genéricas sobre a estrutura, tais como o nivel de refinamento, os vértices ou 0s
vizinhos de um tetraedro. Informagdes adicionais podem ser obtidas no programa
fonte "estrutura.c".

6.3.2. Médule CRITERIO

Este modulo é responsavel pela avaliagio de um tetraedro com respeito a
um critério de refinamento. Nele estio contidos os procedimentos que
implementam um determinado critério. Ele foi criado com o tinico objetivo de
oferecer uma maior facilidade para definigdo destes critérios, permitindo que
novos procedimentos sejam incluidos sem que o programa tenha que ser
modificado.

Um dos procedimentos implementados simplesmente avalia a classificagdo
do tetraedro com relagdo ao sdlido, e é utilizado para construgdo de triangulagdes
nas quais o objetivo é exclusivamente a aproximagdo da geometria do sdlido.
Além deste, foram implementados mais trés critérios que avaliam determinadas
fungdes e variagbes de fungdes dentro do tetraedro, e servem para simular um
critério tipicamente de elementos finitos. Informagdes adicionais podem ser
obtidas no programa fonte "criterio.c".

6.3.3. Médulo BEZIER

Este médulo € responsavel pela manipulag@o das primitivas na forma Bézier
e, também pelo tratamento da geometria dos tetraedros. No seu interior estfio
procedimentos para criagdo, classificagdo e subdivisdo de primitivas Bézier além
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de um algoritmo de avaliagdo das primitivas pelo método de Casteljau. Estdo
também presentes procedimentos para criagio e subdivisdo da geometria dos
tetraedro, além de outros procedimentos que fornecem informagdes genéricas
como, por exemplo, tipo dos tetraedros, vértices de um tetraedro, etc.
Informagdes adicionais sobre este modulo podem ser obtidas em [SALI92].

6.3.4. Modulo CSG

Este modulo contém os procedimentos especificos de criagéo, subdivisdo e
classificago das arvores CSG representativas dos solidos. Ele tem estreitas
ligagdes com o médulo BEZIER pelo fato das folhas das arvores serem primitivas
Bézier. Ele contém também procedimentos para leitura e gravagdo das arvores em
disco, que permite a interagdo com outros mddulos. Informagdes adicionais
podem ser obtidas em [SALI92].

6.4. Conclusio

Toda a implementagdo foi desenvolvida utilizando a linguagem de
programagdo C (padrdo K&R) rodando sob o sistema operacional SUNOS 4.1
(UNIX/BSD), sendo executaveis em estagdes graficas Sun 260, 360, SPARC 1+,
SPARC 2+.

A mplementagéo foi idealizada de forma a permitir um principio basico em
programacdo: a abstragdo de dados. Com isso, os procedimentos implementados
nédo precisam ter conhecimento da estrutura de dados utilizada, permitindo que
esta possa ser modificada sem comprometer todo o desenvolvimento ja efetuado.
Além disso, a utilizagdo de uma estrutura de dados apropriada permitiu uma
separagdo entre topologia e geometria. Desta forma, foi possivel construir
procedimentos isolados e independentes, facilitando muito a construgdo e
depuragio dos programas.



CAPITULO 7

Avaliacoes e Consideracdes Finais

7.1. Descri¢do do Trabalho

O desenvolvimento deste trabalho foi especialmente motivado pela
necessidade cada vez maior de ferramentas eficientes e robustas para geragédo
automatica de malhas de elementos finitos.

A geragdo de malhas de elementos finitos tem se baseado nos métodos
adaptativos, nos quais uma malha € refinada seletivamente até que uma determinada
precisdo da solugdo seja alcangada.

Técnicas baseadas em subdivisio do espago sdo robustas para aproximar
geometrias arbitrarias e as triangulagGes, em particular, sdo interessantes porque
aproximam bem geometrias irregulares.

A nossa proposta ¢ um esquema de triangulagio adaptativa para aproximagdo
de modelos geométricos tridimensionais descritos por solidos CSG.

O esquema se baseia em refinamento adaptativo de triangulagdes onde uma
regido do espago que envolve completamente o dominio de interesse € refinada
adaptativamente com base em um critério de refinamento definido apropriadamente
de acordo com a aplicagdo.

Nos métodos adaptativos de geragdo de malhas estes critérios sdo
normalmente definidos com base em estimativas de erros da solugdo calculadas a
nivel de cada elemento. Com esta defini¢do de critério é possivel adequar uma
triangulagdo as propriedades fisicas do problema em consideragao.

Para que a triangulagdo adaptativa aproxime satisfatoriamente a fronteira do
modelo, o critério de refinamento deve levar em conta também os erros de
aproximagdo geométrica.
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Apresentaremos a seguir uma avaliagdo tedrica e alguns exemplos de
utiliza¢do do esquema proposto. Em seguida apresentaremos conclusdes e algumas
sugestdes de trabalhos que podem ser desenvolvidos futuramente a partir deste
trabalho.

7.2. Avaliacio do Esquema Proposto

Nesta segdo apresentaremos uma avaliagdo do esquema proposto enquanto
ferramenta para geragdo automatica de malhas de elementos finitos.
Apresentaremos exemplos e resultados ilustrando a capacidade de adaptagdo do
esquema.

Procuramos inicialmente estabelecer a complexidade do algoritmo através do
niumero de elementos gerados e compara-lo com o esquema apresentado em
[RIVA91], no qual se baseia o esquema proposto.

Para ilustrar a capacidade de adaptagdo do algoritmo, apresentamos exemplos
de triangulagdes obtidas para alguns modelos escolhidos. Analisamos os resultados
obtidos para diferentes critérios de refinamento e variando o nivel maximo de
refinamento. Apresentamos a distribui¢do de tamanho dos elementos gerados, bem
como a distribui¢do de elementos no interior ¢ na fronteira do solido.

7.2.1. Complexidade do algoritmo

Uma medida para a complexidade do algoritmo pode ser obtida analisando o
comportamento do algoritmo em termos da quantidade de elementos gerados em
refinamento uniforme, a medida que o nivel maximo de refinamento aumenta.

Como o algoritmo proposto parte sempre de uma triangulagdo CFK inicial
com seis tetraedros e utiliza um processo de subdivisdo binaria para refinamento, a
quantidade de elementos gerados em refinamento uniforme é dada por 6x2N, onde
N € o nivel de refinamento. Este nimero nos dd& uma nogdo da ordem de
complexidade do algoritmo.

Contudo, percebemos realmente as vantagens do esquema proposto quando
comparamos refinamentos de triangulagdes CFK com refinamento de triangula¢des
gerais. Comparamos a quantidade de elementos gerados em refinamento uniforme
de um tetredro CFK com os resultados obtidos para um tetraedro retangular, tal
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como definido em [RIVA91], isto é, com trés das suas faces sobre cada um dos
planos ortogonais e a quarta face inclinada & 45° em relagéo a cada um destes

planos.
Nivel de Ne Elem. Tetraedro Retangular
Refinamento Tetraedro CFK Ne de Elem. O min
1 1 1 30.0
2 2 2 16.8
3 4 4 16.8
4 8 8 16.8
5 16 16 13.6
6 32 32 13.6
7 64 92 7.4
8 128 230 7.4
9 256 752 7.4
10 512 2127 7.4
11 1024 6693 7.4
12 2048 20804 7.4

Tab. 7.1 Comparagdo entre refinamentos uniformes de tetraedros CFK e
Retangular.

A tabela 7.1 apresenta os resultados. A primeira coluna indica o nivel de
refinamento. A segunda coluna fornece a quantidade de elementos gerados pelo
esquema proposto a partir de refinamento uniforme de um tetraedro CFK. As
terceira e quarta colunas apresentam a quantidade de elementos gerados e o angulo
interno minimo nas triangulagdes resultantes do refinamento uniforme do tetraedro
retangular (valores transcritos de [RIVA91]). Observando estes resultados,
verificamos que, até um certo nivel de refinamento, o nimero de elementos gerados
¢ idéntico nos dois casos. E, entretanto, para niveis altos de refinamento que vemos
a vantagem das triangulagdes CFK. Os numeros de elementos gerados sdo bem
inferiores aos obtidos nas triangulagGes gerais, o que pode ser atribuido ao fato de
que em triangulagdes gerais, muitas subdivisGes adicionais sdo necessarias para
garantir a conformidade do refinamento resultante, enquanto refinamentos
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uniformes de triangulagdes CFK sdo sempre conformes, ndo requerendo
subdivisdes adicionais para garantia de conformidade.

Além disso, apesar do tetraedro retangular possuir um angulo interno minimo
maior do que um tetraedro CFK, com o refinamento este dngulo se deteriora até
atingir o valor de 7,4 graus, enquanto nas triangulagdes CFK ele € constante ¢ igual
a 15 graus.

7.2.2. Exemplos e Resultados

Com o intuito de demonstrar a capacidade do esquema proposto em aproximar
geometrias arbitrarias construimos triangulagdes adaptativas para quatro sélidos
diferentes utilizando como critério de refinamento apenas a classificagdo do
tetraedro em relagéo a fronteira do soélido, ou seja, procurando-se refinar somente os
tetraedros que interceptam a fronteira do solido.

Para cada solido, verificamos as quantidades de elementos gerados para
diferentes niveis maximos de refinamento (precisdo da aproximagdo ou tamanho do
tetracdro minimo). Ilustramos a adaptatividade das triangulagdes através de uma
analise da quantidade de elementos interceptantes a fronteira do sélido em relagéo a
quantidade total de elementos. Apresentamos também o tempo gasto no processo de
geracdo de cada malha (estagdo Sun SPARC2+).

O primeiro exemplo, apresentado na fig. 7.1 ¢ uma placa fina, com uma das
dimensdes bem menor do que as outras, e portanto, com uma pequena relagdo
volume/area. Os resultados sdo apresentados na tablela 7.2, onde a primeira coluna
indica o nivel maximo de refinamento, a segunda coluna o tamanho do tetracdro
minimo correspondente a este nivel, a terceira coluna fornece o nimero de
elementos gerados e a quarta e quinta colunas o numero de elementos interceptantes
a fronteira do solido e o percentual deste em relagdo ao total de elementos. Na
ultima coluna vemos o tempo gasto para geragdo da triangulagdo. Analisando estes
resultados, podemos observar que, pela pequena relacdo volume/area do sélido, a
maioria dos tetraedros gerados sdo interceptantes a fronteira do sélido e o
comportamento do algoritmo ¢ praticamente uniforme, com uma pequena melhora a
medida que o nivel de refinamento aumenta.



CAPITULO 7 Avaliagdes ¢ Consideragdes Finais

58

e

Fig. 7.1 - Triangulagdo adaptativa de uma placa fina

Nivel Max. h nin Ne Elem. | N°Elem. | % Elem. CPU
Front. Front.

14 1.0 4048 4048 100 9.65s
15 0.8 5808 5808 100 13.5s
16 0.6 11616 10016 86.2 19.6 s
17 0.5 21632 16512 76.3 303s
18 0.4 38144 25296 66.3 483 s
19 0.3 54288 41440 76.3 lm 224s

Tab. 7.2 Resultados numéricos para uma placa fina.



CAPITULO 7

Avaliagdes ¢ Consideragdes Finais

o:@a

T g, .

snng s O\

4 "".:-_q'

L3
wHL

Fig. 7.2 - Triangulagdo adaptativa de uma esfera

Nivel Max. h 1in NeElem. | N°Elem. | % Elem. CPU
Front. Front.

14 1.0 4848 3264 67.3 6.2s
15 0.8 9264 5328 57.5 10.7 s
16 0.6 15264 8592 56.3 18.4s
17 0.5 24000 13632 56.8 285s
18 0.4 42480 21936 51.6 50.1s
19 0.3 68064 34992 51.4 Im 319s

Tab. 7.3 Resultados numéricos para uma Esfera.




69

CAPITULO 7 Avaliagdes ¢ Consideragdes Finais
o
A
i v
e
= :f
b gy
=¥
Fig. 7.3 - Triangulagdo adaptativa de 3 cilindros em unifo
Nivel Max. h nin Ne Elem. | N°Elem. | % Elem. CPU (s)
Front. Front.
14 1.0 830 810 98.0 41s
15 0.8 1584 1524 96.0 4.7s
16 0.6 3024 2538 84.0 1.2s
17 0.5 5234 4044 71.3 9.7s
18 0.4 9132 6138 67.2 15.0s
19 0.3 15250 10164 66.6 23.0s
20 0.25 24694 16598 67.2 35.0s
21 0.2 48366 26958 55.7 Im 4.1s

Tab. 7.4 - Resultados numéricos para o sélido composto de 3 cilindros.
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Fig. 7.4 - Triangulagdo adaptativa de um sélido composto de 2 esferas

Nivel Max. h Lin Ne Elem. | N°Elem. | % Elem. CPU (s)
Front. Front.

14 1.0 2144 1696 79.1 3.6s
15 0.8 5202 3984 76.6 58s
16 0.6 6592 4304 65.3 99s
17 0.5 10080 6752 67.0 14.0's
18 0.4 19088 10864 56.9 2345
19 0.3 31008 17392 56.1 37.7s
20 0.25 46512 27360 58.8 Im 4.7s

Tab. 7.5 - Resultados numéricos para o s6lido composto de 2 esferas.
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No exemplo seguinte (fig. 7.2), o s6lido ¢ uma esfera e, portanto, com uma
grande relagdo volume/area. Observando os resultados na tabela 7.3 verificamos um
ganho com a adaptatividade praticamente constante. Ha uma tendéncia do nimero
de elementos interceptantes a fronteira do sélido se estabilizar em torno de 50% do
total de elementos gerados.

O exemplo da fig. 7.3 € uma unifo de 3 cilindros e ilustra a potencialidade do
esquema em modelar dominios de geometria complexa. Na fig. 7.4, um solido
composto por duas esferas ilustra a capacidade do esquema em modelar dominios
com mais de uma componente conexa. A tabela 7.4 ¢ 7.5 mostram os resultados
obtidos para estes dois casos. Verificamos, nestes dois casos, a mesma tendéncia
dos exemplos anteriores, ou seja, que a adaptatividade ¢ mais vantajosa para niveis
mais altos de refinamento e o nimero de elementos interceptantes a fronteira do
solido tende para um valor igual a 50% total de elementos gerados.

A fim de ilustrar o uso do algoritmo em casos mais realistas construimos
triangulagdes adaptativas para mais dois modelos utilizando critérios de refinamento
seletivos.

Uma questdo importante que procuramos analisar ¢ a distribui¢do do tamanho
dos tetraedros na triangulagédo. Em ambos os modelos utilizou-se uma precisdo para
a aproximagdo geométrica diferente da precisdo para o critério de refinamento.
Analisamos os resultados para quatro niveis maximo de refinamento.

No primeiro modelo utilizamos um critério de refinamento que considera o
refinamento local de parte da fronteira do dominio. Apresentamos na fig. 7.5 as
triangula¢Ges adaptativas para os quatro niveis maximo de refinamento. Em todos
os casos, o nivel para aproximagdo da geometria foi constante igual a 11. Nestas
figuras percebemos claramente como a aproximagdo da geometria ¢ melhorada nas
regides criticas do modelo.

Os resultados numéricos para as quatro triangulages sdo apresentados nas
tabelas 7.6 a 7.9. Cada tabela corresponde a um nivel maximo de refinamento e
apresenta a distribui¢do de tamanho dos elementos na triangulagdo. A primeira
coluna indica o nivel de refinamento do tetraedro e a segunda coluna o tamanho do
tetraedro para aquele nivel. A terceira coluna fornece o nimero de elementos
naquele nivel e a quarta coluna o percentual deste em relagdo ao namero total de
elementos na malha.
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Fig. 7.5 - Triangula¢Ges adaptativas para quatro niveis maximos de refinamento

Nivel Max. = 13 Neo. Elem. = 708
Nivel h Ne. Elem. % Elem.
Refinamento Tam. h Tam. h
13 1.1 352 49.7
12 1.3 132 18.6
11 2.0 224 31.6

Tab. 7.6 - Distribui¢do de tamanho de tetraedros para o modelo 1 e N, = 13
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Nivel Max. = 15

Ne. Elem. = 1584

Nivel h Ne. Elem. % Elem.
Refinamento Tam. h Tam. h
15 0.8 960 60.6
14 0.9 244 15.4
13 1.1 100 6.3
12 1.3 128 8.1
11 2.0 152 9.6

Tab. 7.7 - Distribuigéo de tamanho de tetraedros para o modelo 1 € Np,, = 15

Nivel Max. = 17 No. Elem. =3114
Nivel h Ne. Elem. % Elem.
Refinamento Tam. h Tam. h
17 0.5 1670 53.6
16 0.6 452 14.5
15 0.8 400 12.8
14 0.9 248 8.0
13 1.1 96 3.1
12 1.3 112 3.6
11 2.0 136 4.4

Tab. 7.8 - Distribuigdo de tamanho de tetraedros para o modelo 1 € Ny, = 17

Nivel Max. =20 Ne. Elem. = 10714
Nivel h Ne. Elem. % Elem.
Refinamento Tam. h Tam. h
20 0.25 6036 56.3
19 0.3 1264 11.8
18 0.4 1332 12.4
17 0.5 758 7.1
16 0.6 308 2.9
15 0.8 448 42
14 0.9 260 2.4
13 1.1 100 0.9
12 1.3 100 0.9
11 2.0 108 1.0

Tab. 7.9 - Distribui¢io de tamanho de tetraedros para o modelo 1 € Np,, =20
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i

14 Ninax = 18

Npax = 20 Niax = 22

Fig. 7.6 - Triangulagdes adaptativas para quatro niveis maximo de refinamento

O segundo modelo é uma placa quadrada fina onde o refinamento ficou
restrito a um Gnico ponto no interior do dominio e uma precisdo para a aproximagio
da geometria constante igual 2.0. A fig. 7.6 apresenta as triangula¢des para quatro
niveis maximos de refinamento e as tabelas 7.10 a 7.13 os resultados. Analisando a
distribui¢do de tamanhos dos elementos percebemos uma grande concentragdo de
elementos no nivel de aproximag¢do geométrica, o que se deve ao fato ja
mencionado de que neste modelo grande quantidade de elementos interceptam a
fronteira do sélido. Quanto aos demais tamanhos de elementos percebemos uma
distribui¢do bem uniforme, demonstrando a suavidade da malha.
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Nivel Max. = 14 Ne. Elem. = 1180
Nivel h Ne. Elem. % Elem.
Refinamento Tam. h Tam. h
14 0.9 8 0.7
13 1.1 16 1.4
12 1.3 36 3.1
11 2.0 1120 94.9
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Tab. 7.10 - Distribuigéo de tamanho de tetraedros para o modelo 2 € Ny, = 14

Nivel Max. = 18 Ne. Elem. = 1452

Nivel h No. Elem. % Elem.
Refinamento Tam. h Tam. h

18 04 32 2.2

17 0.5 40 2.8

16 0.6 44 3.0

15 0.8 76 52

14 0.9 80 55

13 1.1 60 4.1

12 1.3 96 6.6

11 2.0 1024 70.5

Tab. 7.11 - Distribui¢éo de tamanho de tetraedros para o modelo 1 € Ny, = 18 |

Nivel Max. =20

Ne. Elem. = 1528

Nivel h No. Elem. % Elem.
Refinamento Tam. h Tam. h
20 0.25 8 0.5
19 0.3 20 1.3
18 0.4 52 34
17 0.5 56 3.7
16 0.6 52 3.4
15 0.8 80 52
14 0.9 88 58
13 1.1 64 4.2
12 1.3 84 55
11 2.0 1024 67.0

Tab. 7.12 - Distribui¢do de tamanho de tetraedros para o modelo 1 € N, =20
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Nivel Max. =22 Neo. Elem. = 1888
Nivel h Ne. Elem. % Elem.
Refinamento Tam. h Tam. h
22 0.15 24 1.3
21 0.2 52 2.8
20 0.25 56 3.0
19 0.3 52 2.8
18 0.4 144 7.6
17 0.5 136 7.2
16 0.6 100 53
15 0.8 84 4.4
14 0.9 80 4.2
13 1.1 52 2.8
12 1.3 84 4.4
11 2.0 1024 542

Tab. 7.13 - Distribui¢do de tamanho de tetraedros para o modelo 1 e Ny, =22

7.3. Conclusdes

Apresentamos neste trabalho um esquema para construgdo de triangulagdes
adaptativas de solidos CSG visando, principalmente, a geragdo de malhas
tridimensionais para o método de elementos finitos.

O esquema se baseia em refinamento adaptativo de triangulagdes CFK e
possui propriedades interessantes do ponto de vista da geragdo de malhas de
elementos finitos. A primeira delas ¢ que o esquema garante a conformidade em
refinamentos adaptativos, o que ¢ especialmente importante para o método de
elementos finitos. Um outro aspecto importante € que as triangulagdes produzidas
contém apenas trés formatos distintos de tetraedros, garantindo assim uma "boa
forma" para os elementos, a qual ¢ geralmente medida através do seu angulo interno
minimo.

As conclusdes deste trabalho sdo:

a) A triangulagdo adaptativa fornece uma método robusto para aproximagédo de
modelos de geometria arbitraria;
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b) A utilizagdo de uma triangulagéo particular como a triangulagio CFK
conferiu ao esquema propriedades interessantes tais como a manutengdo do dngulo
interno minimo constante para os tetraedros.

¢) as modificagSes introduzidas no procedimento de refinamento basico
possibilitaram a utilizagdo de estruturas de dados extremamente simples para
representagio da triangulagdo.

d) O esquema proposto simplifica muito a tarefa de gerar uma malha de
elementos finitos para um sélido CSG, porque ao mesmo tempo que aproxima a
geometria do modelo, adapta a matha aos requisitos do problema especifico.

Por estas caracteristicas, 0 esquema proposto é apropriado para geragdo de
malhas de elementos finitos ¢ pode ser utilizado como base para construgédo de uma
ferramenta eficiente e robusta de solu¢do do método de elementos finitos.

7.3. Sugestdes para Futuros Trabalhos

Acreditamos que o objetivo principal visado no desenvolvimento deste
trabalho foi alcangado, ou seja, podemos dispor de uma ferramenta eficiente e
robusta para geragdo automatica de malhas para o método de elementos finitos.
Contudo, o principal impacto das ferramentas de analise de elementos finitos de um
modelo fisico ocorrera quando forem alcangados graus mais elevados de
automatizagio. Neste contexto encaixam-se as ferramentas integradas para analise
de elementos finitos.

Embora a meta deve ser automatizar a andlise de elementos finitos tanto
quanto possivel, deve ser enfatizado que estes procedimentos automaticos ndo
devem substituir a criatividade do analista. Ao contrario, os procedimentos
fornecerdo ferramentas muito mais poderosas que permitem ao projetista investigar,
de maneira mais flexivel e criativa, idéias de projeto para estabelecer modelos de
analise efetivos.

A anélise completa de elementos finitos consiste em uma fase que corresponde
a criagdo do modelo, e envolve a especificagdo do problema e a correspondente
geragdo da geometria, e uma fase seguinte que corresponde a solugdo de elementos
finitos do modelo, e envolve a geragdo totalmente automatica da malha, a solugio
das equagdes que descrevem o modelo € a aplicagdo de melhoramentos & malha.
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Um sistema integrado para analise de elementos finitos tipicamente dispde dos
seguintes componentes:

o um modelador geométrico para criar a geometria do componente a ser analisado;
o um pré-processador para gerar uma malha de elementos finitos;

o um processador da solugdo do modelo de elementos finitos;

o um pos-processador para avaliar a solugdo obtida.

Um pré-processador para geragdo eficiente de malha deve ser capaz de receber
uma defini¢do do problema baseada na geometria e automaticamente produzir uma
discretizagdo valida para o dominio, sem a intervengéo do usuario.

O algoritmo proposto neste trabalho visa principalmente ser integrado a um
sisterna de geragdo automatica de mathas para o método de elementos finitos.

Num sistema deste tipo, o gerador de malhas se insere no contexto dos
métodos adaptativos de andlise de elementos finitos, no qual o gerador deve ser
capaz ndo s6 de produzir uma malha inicial para um dominio de interesse, bem
como poder melhorar uma malha que ndo satisfaz aos requisitos de precisdo
especificados. O gerador de malha deve ser uma ferramenta eficiente ja que sera
requisitado sempre que o erro encontrado apos a andlise ndo atender a precisdo
desejada Além disso, ele deve interagir com o modelador geométrico para garantir a
aproximagdo geométrica do modelo.

Portanto, nas aplicagdes integradas sdo importantes também programas que
ajudem o projetista a estabelecer modelos automaticamente. Nesta area, com a
ajuda de poderosas estagdes graficas, muito progresso tem sido feito, mas muito
ainda pode ser feito.

Poderiamos entdo sugerir como complementagdo do trabatho desenvolvido:

o a integragdo do esquema proposto em um sistema automatico de resolugdo do
método de elementos finitos.

o a ampliagio do esquema proposto visando diversificar as possibilidades de
geragio de malhas através da inclusdo, por exemplo, de procedimentos para
desrefinamento de malhas, bem como para tratamento de diferentes materiais.
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Além destas, um estudo mais detalhado da questdo da aproximacgio da
geometria do modelo pode ser também interessante.
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