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O ponto central da geração de malhas para o método de elementos &tos é a 
discretização do domínio no qual o problema está descrito. Os métodos usuais de 
geração automática de malhas têm se baseado em subdivisão espacial. 

O presente trabalho apresenta um esquema para triangulação adaptativa de 
sólidos CSG, baseado em uma nova proposta de refinamento adaptativo de 
triangdações que garante a transição suave entre grandes e pequenos elementos, 
sem degradação dos tetraedros. O esquema simples e recursivo tem o suporte de 
uma tt-iangulação particular do espaço. 

O refmamento adaptativo é controlado por critério de refinamento definido 
pela aplicação, o que propicia ao esquema um potencial para diversas aplicações. 

A aplicação para geração de malhas de elementos f i t o s  para domínios 
representáveis por sólidos CSG é considerada, onde são apresentados alguns 
aspectos relacionados com a aproximação geométrica do modelo. 
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Finite elements analysis of solid models usually requires that the model be 
approxirnated by a discrete set of polyhedral elements. Tradicional methods to 
solve this problem has been based upon cubic meshes. 

Adaptive meshes have smaller elements in areas that requires more precise 
analysis. An adaptive mesh, however, must not include highly irregular 
tetrahedra, for their presence allows numerical instability to render the results of 
the analysis suspect. 

This work presents a general scheme for adaptive triangulation of CSG 
solids. The scheme is based on a new proposal for adaptive refinement 
triangulations. Smooth transition between large and small elements is guaranteed 
without any degradation of the aspect ratio of the elements. The simple and 
recwsive scheme is supported by a particular spatial triangulation. 

The adaptive refinement is built by halving bisection of tetrahedra in such a 
way that their form factor is kept constant avoiding degeneration. The refínement 
is dependent only on criterion that is application dependent, providing the 
scheme with a potential utility to many applications. 

Some aspects of the application to fuúte elements mesh generation are 
considered. 
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Introdução 

Por mais de duas décadas, o método de elementos finitos tem sido uma 
ferramenta largamente utilizada na resolução numérica de fenômenos físicos nas 
mais diversas áreas. 

A geração manual ou semi-automática de malhas para o método de 
elementos finitos é geralmente tarefa que consome muito tempo, além de estar 
sujeita a erros. Além disso, pode ser inviável para domínios tridimensionais com 
geometria complexa. A geração automática de malhas para geometrias 
tridimensionais tem sido tópico de estudo e pesquisa ativa por aproximadamente 
uma década. Vários algoritmos têm sido propostos [SCHR91], [LOHN92], 
[DEVL9 I]. 

Em geral, estes algorítmos se baseiam nos métodos adaptativos, onde uma 
solução de elementos finitos é obtida para uma malha inicial que é, então, 
refinada seletivamente com base nos erros encontrados. Os métodos adaptativos 
interagem entre a obtenção da solução e o refinamento da malha até que uma 
solução dentro de erros aceitáveis tenha sido alcançada. 

Com o propósito de automatizar o processo de geração de malhas, 
triangulações do espaço têm sido utilizadas por causa de sua flexibilidade em 
aproximar geometrias irregulares. 

No escopo deste trabalho, estamos particularmente interessados em gerar 
malhas para domínios tridimensionais, especialmente aqueles que podem ser 
representados por objetos sólidos. 

Quando modelos geométricos complexos estão sendo analisados, o 
refinamento da triangulação deve levar em conta tanto a aproximação da 
geometria do modelo como a adequação da triangulação ao fenômeno que está 
sendo estudado. O uso de métodos adaptativos traz vantagens específicas, tais 
como a possibilidade de se modificar seletiva e localmente a malha garantindo 
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resultados ótimos no sentido de que são obtidas malhas satisfatórias com um 
número mínimo de elementos. 

Neste trabalho abordaremos a aproximação de modelos tridimensionais 
descritos por expressões CSG com a finalidade de geração de malhas de 
elementos f i t o s .  A idéia consiste em moldar uma cobertura do sólido 
constituída por uma triangulação tridimensional irregular. 

Nossa proposta é o refinamento adaptativo de uma triangulação CFK inicial 
do espaço no qual o sólido está inserido. O Refmamento é controlado por critério 
de refinamento d e f ~ d o  pela aplicação e a geometria do modelo é aproximada 
simultaneamente a adequação da triangulação aos requisitos do problema. A 
precisão desta aproximação é determinada pelo nível máximo de refinamento. 

Este trabalho é dividido em sete capítulos. No capítulo 2 abordaremos o 
problema da geração de malhas para o método de elementos fínitos, começando 
com uma breve descrição do método de elementos f ~ t o s  e discutindo em 
seguida os problemas relacionados com a discretização de domínios. Falaremos 
também dos métodos adaptativos para a análise de elementos f ~ t o s  e das 
principais técnicas utilizadas na geração automática de malhas. 

O capítulo 3 é dedicado a apresentação da nossa proposta de refinamento 
adaptativo de triangulações CFK. Descreveremos as triangulações CFK e o 
processo de subdivisão binária de tetraedros em que se baseia o refinamento. 
Discutiremos os problemas relacionados com o refinamento adaptativo de 
triangulações e de como podemos garantir a validade destas triangulações. As 
propriedades das triangulações CFK e a estrutura de representação das 
triangulações são também apresentadas neste capítulo. 

No capítulo 4 mostraremos como o refinamento adaptativo proposto pode 
ser útil para construir urna triangulação de um domínio geométrico descrito por 
um sólido CSG. Apresentaremos o modelo matemático de representação de 
sólidos CSG e, em seguida, as funções características que os representam 
implicitamente. Na sequência apresentaremos os conceitos de localização de 
sólidos que simplificam expressões CSG e o critério de classificação de 
tetraedros baseado na representação Bézier das funções características. Por fm, 
apresentaremos a construção da triangulação adaptativa para o sólido. 
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No capítulo 5 veremos a utilização da triangulação adaptativa proposta para 
a geração de malhas tridimensionais para o método de elementos f i t o s .  
Abordaremos principalmente a questão da aproximação geométrica do modelo. 

Alguns aspectos da implementação desenvolvida e uma visão geral do 
sistema são apresentados no capítulo 6. 

Finalmente, no capítulo 7, apresentaremos alguns exemplos de aplicação e 
resultados, bem como as conclusões e sugestões para trabalhos futuros. 



CAPÍTULO 2 

Geração de Malhas de Elementos Finitos 

i i 

2.1. Introdução 

O ponto central da utilização do método de elementos finitos para resolução 
numérica de problemas físicos descritos por equações diferenciais parciais é a 
discretização do domínio no qual o problema está descrito em uma malha de 
elementos f i t o s .  

A geração de uma malha válida para um domínio com uma geometria 
complexa não é, contudo, uma operação trivial e pode ser muito cara em termos 
computacionais. Por outro lado, a qualidade da solução aproximada é fortemente 
dependente da malha gerada ser bem adaptada as propriedades físicas do problema. 
A confiabilidade dos resultados é, na verdade, questão- fundamental no método de 
elementos finitos. 

Os métodos adaptativos têm sido cada vez mais utilizados na simulação de 
fenômenos complexos. Estes métodos se valem de medidas de erros locais da 
solução para executar um refinamento seletivo da malha, adaptando-a as 
propriedades físicas do problema em consideração. 

A popularização destes métodos tem sido fator decisivo para o 
desenvolvimento de ferramentas automáticas para geração de malhas de elementos 
finitos. Muitos algoritmos têm sido propostos [SCHR89], [SCHR91], [ODEN90], 
[LOHN92], [NAMB93]. 

Iniciaremos o capítulo apresentando uma breve descrição do método de 
elementos fintos. Na seção seguinte discutiremos mais detalhadamente o problema 
da discretização de domínios e a questão dos erros envolvidos com esta 
aproximação. Na sequência apresentaremos os métodos adaptativos para abordagem 
do problema e as principais técnicas para geração automática de malhas. 
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2.2. O Método de Elementos Finitos (MEF) 

Um problema típico de elementos finitos consiste em determinar o 
comportamento de uma determinada grandeza fisica (temperatura, pressão, 
velocidade, deslocamento, etc.) descrito por uma equação diferencial parcial em um 
domínio contínuo, e sujeito a determinadas condições impostas no contorno deste 
domínio. Para este problema, em geral, não é possível obter explicitamente uma 
solução exata e o método de elementos íinitos é utilizado para resolver 
numericamente o problema. 

Uma formulação geral para um problema deste tipo é da forma [RIBEgO]: 

onde u é a grandeza cujo comportamento dentro do domínio i2 se quer determinar, 
2, m, n são operadores diferenciais, p e q independem de u e, (2) e (3) são as 
condições de contorno essenciais e naturais, respectivamente. 

Em geral, este problema é reescrito em uma formulação mais adequada para 
resolução numérica, denominada formulação fraca ou variacional. Nesta formulação 
procura-se uma solução u em um espaço H de funções suficientemente bem 
comportadas que satisfazem as condições de contorno essenciais, tal que a integral: 

seja satisfeita para todo v E H. 

O problema contínuo é então substituído por um problema aproximado 
empregando-se o método de Ritz ou de Galerkin. A aproximação de Galerkin 
consiste em formular o problema em um espaco Hh, um subespaço de dimensão 
finita do espaço H, e buscar uma solução aproximada uh E Hh, tal que [ODEN82]: 
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onde h é um parâmetro real relacionado com a dimensão de Hh. 

Assim, a solução aproximada de Galerkin pode ser expressa por: 

onde Qi, i=1,2,..,N são funções linearmente independentes que geram o espaço Hh e 
a,, i=l,..,N são os parâmetros a determinar e correspondem as incógnitas do 
problema. 

O MEF fornece um método sistemático para a construção das funções Qi 
[ODEN 821. Inicialmente, o domínio i2 contínuo é discretizado em um conjunto de 
células de dimensão finita, os elementos finitos. Dentro de cada elemento a solução 
é aproximada por uma combinação linear das funções de forma do elemento. Estas 
funções, tipicamente polinomiais de grau baixo, assumem característica de funções 
de interpolação dos valores da solução nos pontos nodais do elemento. 

A cada ponto nodal do elemento está associado uma função de forma e o 
número de pontos nodais depende do grau destas polinomiais. A fig. 2.1 mostra 
alguns elementos planos e seus pontos nodais para algumas funções de forma mais 
comumente usadas. 

A construção das funções base Qi, i=1,2,..,N, pode ser vista como um processo 
de colagem das funções de forma nos pontos nodais da discretização. Construída 
desta forma, uma função Qi é não nula somente sobre os elementos que contêm o nó 
i, ou seja, as funções têm "suporte" local: 

sendo N o número de pontos nodais da discretização. 

Tal característica das funções h faz com que seja atribuído as incógnitas q da 
expressão (6) o significado físico de valores da função aproximada uh nos pontos 
nodais da discretização. 
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LINEAR Q U A D ~ T I C A  CÚBICA 

BILINEAR BIQUADRATICA BIC~BICA 

Fig. 2.1 - Pontos Nodais e funções de forma em elementos planos. 

A substituição da aproximação (6) em (5) fazendo vh E {&, i=1,2,. .,N), 
resulta em um sistema de N equações lineares na forma: 

que pode ser escrito em forma matricial como: 

sendo, 

K.. = j &),.@i.dQ , i, j = 1,2,..,N 
'J L? 

os coeficientes da matriz KNN, UN O vetor de incógnitas nodais e FN o vetor 
definido pelas condições de contorno do problema. 
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A matriz KNN é construída assumindo contribuições individuais de cada 
elemento, o que lhe dá a característica de matriz esparsa, em muitos casos diagonal 
dominante, cuja largura de banda depende da numeração dos pontos nodais da 
discretização. 

2.3. Discretização de Domínios 

Geração de malhas de elementos finitos é o processo de obter uma 
discretização válida para aproximar um domínio de integração contínuo. Esta 
discretização é denominada malha de elementos finitos. 

A esta discretização, é claro, está associado um erro que se traduz no não 
cumprimento das equações diferenciais que regem o problema. Este erro é uma 
b ç ã o  e definida como sendo a diferença entre a solução exata e a solução 
aproximada, cuja magnitude pode ser medida através da sua norma em um espaço H 
apropriado: 

A norma do erro é uma medida natural da qualidade da aproximação e 
portanto está diretamente relacionada a maneira como é construída a discretização 
do domínio, o que faz com que a geração de malhas de elementos finitos seja um 
problema não trivial. 

Numa discretização uniforme, onde as células têm tamanho h, estes erros são 
em geral de ordem O(hP), onde p é um expoente que depende do grau dos 
polinômios de interpolação adotados para cada elemento. Ou seja, se p é positivo, a 
norma do erro se aproxima de zero quando h tende para zero. Em contrapartida, o 
aumento do número de elementos pode ser extremamente inconveniente no sentido 
de que aumenta significativamente a complexidade do sistema a ser resolvido. 

De modo geral, não existe uma regra fixa para determinar a quantidade de 
elementos que deve ser utilizada em uma malha de elementos finitos. Idealmente, a 
distribuição dos pontos nodais na discretização deve, primeiramente, representar 
adequadamente a geometria da região. Em geral, regiões do contorno do domínio 
que apresentam grandes variações requerem uma maior concentração de pontos 
para representar adequadamente a forma. Por outro lado, para a simulação precisa 
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do fenômeno é necessário que haja pontos adequadamente distribuídos em regiões 
do domínio onde a variável muda mais rapidamente. 

Também as funções polinomiais adotadas para os elementos influenciam 
diretamente a qualidade da aproximação. Quanto maior o grau desses polinômios 
(maior p) menor o erro de aproximação. 

Assim, o ponto chave na discretização de um domínio consiste em obter uma 
malha que seja a mais simples possível (considerando número de elementos e 
polinômios de interpolação) que produza uma solução numérica.dentro da precisão 
desejada. 

Igualmente importante para a caracterização de uma malha de elementos 
fínitos é a defínição da forma geométrica de seus elementos. A escolha da forma 
geométrica depende geralmente da geometria do domínio, entre outros fatores. As 
formas geométricas mais utilizados são quadriláteros e triângulos, em problemas 
planos e hexaedros e tetraedros, em problemas tridimensionais. 

Nada impede que sejam utilizados vários tipos de elementos com diferentes 
graus para suas funções de interpolação numa mesma discretização. A prática 
comum, entretanto, é adotar um único tipo de elemento com funções de 
interpolação de grau baixo (linear ou no máximo grau 2) em todos os elementos. 

As discretizações em triângulos ou tetraedros são genericamente chamadas 
triangulações e tem se mostrado as mais populares e que melhor se ajustam a 
geometrias irregulares. Devem ser evitados, contudo, elementos demasiadamente 
finos ou alongados pois estes em geral causam instabilidades numéricas na 
resolução do sistema de equações. 

2.4. Métodos Adaptativos 

O objetivo de uma análise adaptativa dentro do método de elementos fínitos é 
fornecer, em princípio, um mecanismo para controlar erros e eventualmente 
permitir a usuários especificar o grau de precisão necessário em um cálculo. Os 
métodos adaptativos se valem de estimativas de erros locais da solução para 
executar um refinamento seletivo da malha, adaptando-a as propriedades físicas do 
problema em consideração. 
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Uma estratégia adaptativa segue o seguinte esquema geral: 

1. Construção de uma malha inicial. 

2. Obtenção de uma solução de elementos finitos. 

3. Cálculo das estimativas de erro. 

4. Enquanto o erro não é aceitável 

4.1. Refinamento de elementos de acordo com indicadores de erro locais 

4.2. Obtenção de uma solução de elementos finitos. 

4.3. Cálculo das estimativas de erro. 

Numa primeira fase é criada uma malha inicial do domínio. A escolha de um 
critério apropriado permite detetar zonas para refinamento da malha inicial, sendo 
obtida uma nova malha mais refinada; este é geralmente um processo iterativo. 

Medidas de erro globais fornecem uma medida quantitativa da qualidade da 
aproximação durante o processo de análise, e servem para indicar a necessidade ou 
não de se melhorar a solução. Medidas de erro locais calculadas a nível de cada 
elemento, por sua vez, servem para definir critérios que vão apontar quais 
elementos devem ser refinados no processo. 

Na prática, são feitas estimativas destes erros, que são chamadas a priori, 
quando são obtidas antes de se calcular a solução e, a posteriori quando são 
avaliadas a partir de informações fornecidas pela solução obtida na iteração 
anterior. 

Para o refinamento de elementos um dos seguintes métodos é utilizado: 

método h - subdivisão dos elementos em elementos menores mantendo-se 
constante o grau dos polinômios de interpolação. 

método p - aumento do grau dos polinômios de interpolação mantendo-se 
constante o número de elementos da malha. 

método r - reposicionamento dos pontos nodais de acordo com a distribuição 
de erros. 
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Combinações dos métodos acima são técnicas também utilizadas [RIBEgl], 
[DEVIA71 contudo, a complexidade das estruturas de dados neste caso pode ser 
significativa. Em geral, o uso do método h com elementos de baixa ordem (p=l, 2) 
é suficiente. Quando é requerida precisão mais alta, o uso dos métodos p e h-p 
torna-se necessário. 

A fig. 2.2 apresenta os principais tipos de refinamento h para duas e três 
dimensões. Apesar de simples, este refinamento, frequentemente, quebra a 
continuidade entre células vizinhas. Esta condição é geralmente referida como "não 
conformidade" da malha. 

Alguns métodos adaptativos oferecem também a opção de "desrefmamento" 
de malhas para diminuir o número de elementos em regiões onde os erros locais são 
demasiadamente pequenos. Esta opção é, em geral, requerida por problemas 
variáveis no tempo. 

Recentemente, Oden [ODEN89], [ODENgO] introduziu a noção de algoritmos 
"inteligentes" onde medidas de precisão locais e estabilidade dos algoritmos são 
calculadas ao longo do processo, e os algoritmos vão se auto-ajustando para 
alcançar precisão e eficiência desejadas. 

2.5. Geração Automática de Malhas 

A geração manual ou semi-automática de malhas é geralmente tarefa sujeita a 
erros além de consumir muito tempo. Pode mesmo ser inviável para domínios 
tridimensionais com geometria complexa. 

A geração automática de malhas de elementos finitos para geometrias 3D tem 
sido tópico de pesquisa ativa por aproximadamente uma década [GEORgl], 
[SHEP93], [SCHR88], [SCHRg 11. Um variedade de algoritmos têm sido propostos 
[ODEN90], Ii\TAMB93], [DEVL91], [LOHN92]. 

Os métodos de geração automática de malhas se ajustam naturalmente dentro 
do conceito dos métodos adaptativos. Em geral eles se baseiam no refinamento do 
tamanho dos elementos (método h) e podem ser divididos em duas grandes classes, 
dependendo se geram malhas estruturadas ou não estruturadas. 
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Fig. 2.2 - Tipos de refmamento pelo método h. 

A diferença básica entre as duas malhas está na forma da estrutura de dados 
que a representa. Em uma malha estruturada o conjunto de células e pontos nodais é 
naturalmente mapeado em um sistema de coordenadas apropriado. Células vizinhas 
na malha são facilmente identificadas através do sistema de coordenadas, ou seja, a 
topologia da malha é defínida implicitamente. 

Uma malha não estruturada, contudo, não pode ser representada tão 
diretamente e informação adicional deve ser fornecida. Para uma célula em 
particular, a conexão com outras células deve ser definida explicitamente na 
estrutura de dados. 

A principal vantagem das malhas não estruturadas é a facilidade com que 
permitem adicionar e remover nós e células de acordo com os requisitos do 
problema. A reconexão de células neste tipo de malha é simples e resulta em malhas 
que têm a mesma forma da malha inicial. Daí os métodos adaptativos trabalharem, 
geralmente, com malhas não estruturadas. Sem dúvida, uma das principais áreas de 
desenvolvimento de malhas não estruturadas é o uso de adaptação de malhas. A 
literatura é vasta [ODEN 881, [ZlENKg 11, [LOHNgO]. 



Geração de Malha de Elementos Finitos 

Nas malhas estruturadas, o refinamento não é tão direto. A adição de pontos, 
frequentemente, quebra a regularidade da malha, fazendo com que alguns nós 
tenham número diferente de células conectadas. 

As técnicas de geração de malhas de elementos finitos, de uma forma geral, 
podem ser classificadas em três grupos [CAMP91]: mapeamento transfinito, 
enumeração espacial (quadtreeloctree) [SCHR93],[ODEN90], e algoritmos de 
tecelagem [SCHRSS] . 

Os algoritmos de mapeamento transfinito são os mais rápidos e produzem 
malhas estruturadas. A desvantagem desta técnica é que só podem ser aplicadas a 
regiões com topologia triangular ou quadrangular, e que também atendam a 
algumas restrições quanto a subdivisão de suas fronteiras. Isto implica na 
necessidade de se dividir o domínio em regiões isomorfas a estas formas mais 
simples. 

Técnicas de enumeração espacial são atualmente muito populares para uma 
geração de malha de forma completamente automática. A vantagem destes 
algoritmos é que eles são robustos para domínios com forma arbitrária. Sua 
aplicação em domínios com pequena razão entre volume e área de superficie pode 
ser desvantajosa. Os principais representantes desta classe são os métodos de 
Quadtree e Octree, nos quais o modelo geométrico é colocado em um 
paralelepípedo envolvente que é recursivamente subdividido. A profundidade da 
subdivisão é controlada associando-se um tamanho de elemento as entidades 
topológias que compõem o modelo, de forma que o processo continua até que o 
tamanho da célula seja o tamanho de elemento especificado. O passo final é gerar 
uma malha dentro de cada célula, assegurando-se que seja "compatível" com a 
malha gerada nas células vizinhas. 

Estes métodos fornecem algoritmos simples para decomposição de um modelo 
geométrico. Contudo, até recentemente, a geração de malha dentro de cada célula 
tem sido baseada em algoritmos heurísticos complexos, o que contrasta com a 
simplicidade dos processos de decomposição espacial e toma o método ineficiente e 
pouco robusto para geração automática de malhas. 

Os demais algoritmos de geração de malha são classificados como arbitrários 
ou de tecelagem. Tipicamente [GEOR91], estes algoritmos derivam a malha final, 
célula por célula, a partir dos dados de fronteira. Há dois representantes: métodos de 
avanço de fí-onteira e métodos baseados na construção de Delaunay. Estes métodos 
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criam pontos internos e células a partir da fronteira do domínio. A vantagem destes 
métodos é que fornecem algoritmos simples e elegantes para geração de malhas, 
mas sua principal desvantagem é que o conjunto inicial de pontos deve estar 
disponível, e a obtenção destes pontos, geralmente, não é automática e pode mesmo 
ser bastante difícil, especialmente em modelos 3D complexos. Além disso, a 
triangulação de Delaunay, baseando-se somente em pontos, ignora informações 
topológicas do modelo. Em geral são lentos, tipicamente de ordem quadrática com o 
niimero de elementos gerados. 

2.6. Nossa Proposta 

Vimos que o refinamento adaptativo de malhas baseado no método-h requer 
tratamento específico para garantia de continuidade na vizinhança de células onde é 
requerida adaptatividade. Na verdade, para se utilizar o método h em um esquema 
de refinamento adaptativo para geração de malha de elementos finitos, duas 
perguntas devem ser respondidas: 

Qual a subdivisão ideal de um elemento para que não resultem elementos 
demasiadamente alongados'? 

Como garantir a continuidade da malha na vizinhança de células refinadas? 

Um procedimento baseado em subdivisão binária de tetraedros, que garante 
"conformidadet' em refinamentos de triangulações gerais do espaço, é proposto em 
[RIVA91]. A idéia básica deste procedimento é que um certo conjunto de tetraedros 
da triangulação deve ser subdividido para que seja eliminada a interseção 
problemática criada pela subdivisão binária de um determinado tetraedro, 
garantindo assim a conformidade da subdivisão resultante. Com este procedimento 
é garantido também uma transição suave entre pequenos e grandes elementos da 
triangulação. O procedimento garante ainda um ângulo interno mínimo para os 
tetraedros, que seguramente não degeneram. Tais propriedades tornam o 
procedimento apropriado para geração de malhas de elementos finitos. 

Utilizando a idéia deste procedimento, propomos neste trabalho um esquema 
para construção de triangulações adaptativas para sólidos CSG, baseado em 
refinamento adaptativo de triangulações CFK. As triangulações CFK possuem 
propriedades geométricas e combinatórias bastante interessantes. A idéia é que uma 
triangulação CFK inicial de uma região do espaço que envolve completamente um 
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sólido CSG, vá sendo refinada adaptativamente com base em um critério de 
refinamento definido apropriadamente para cada aplicação. 

Neste esquema, não existe a preocupação com a localização das diversas 
componentes conexas do sólido. Durante o refinamento, os tetraedros gerados que 
não interceptam o sólido vão sendo eliminados da triangulação. Ao final, uma 
triangulação adaptativa contendo somente tetraedros contendo parte do sólido é 
obtida. O bordo desta triangulação será uma aproximação para a casca do sólido 
dentro da precisão definida pelo nível de refinamento da triangulação. 

A modelagem de sólidos conhecida como Geometria Sólida Construtiva ou 
CSG (Constructive Solid Geometry) será utilizada para construção dos sólidos. 



cAPÍTULO 3 

Refinamento Adaptativo 

I 1 

3.1. Introdução 

Frequentemente, aplicações requerem que triangulações sejam refinadas 
suficientemente até que um certo requisito do problema seja atendido. 

Aplicações como geração de malhas para o método de elementos fuiitos, em 
geral, utilizam algum critério de refmamento que varia no espaço do domínio do 
problema para guiar a escolha do tamanho dos tetraedros em cada região do 
domínio. 

Refinamentos uniformes neste tipo de aplicação são inconvenientes, porque 
a profundidade do refmamento (tamanho dos tetraedros) é determinado pelo 
ponto crítico do problema levando a triangulações, muitas vezes, excessivamente 
refinadas. 

Os refinamentos não uniformes apresentam-se como mais eficazes pois 
podem ser adaptados ao problema, de tal modo que cada tetraedro é subdividido 
apenas o suficiente para garantir que um dado critério de precisão seja satisfeito. 

Entretanto, refínamentos não uniformes de triangulações, também chamados 
adaptativos, em geral, requerem mecanismos especiais de subdivisão para 
garantir a construção de novas triangulações. 

Neste capítulo apresentaremos a nossa proposta para refinamento 
adaptativo de triangulacões CFK, que se baseia no procedimento proposto em 
[RiVA91]. As triangulações CFK têm propriedades geométricas e combinatórias 
interessantes e têm sido base para várias aplicações de triangulação do espaço 
[SALI92], [PERS93], [PERS94], [APOL94]. 

Inicialmente apresentaremos a classe de triangulações CFK e o processo de 
subdivisão binária em que se baseia o refinamento proposto. Em seguida, 
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apresentaremos o refinamento básico que assegura a construção de novas 
triangulações em refinamentos não uniformes e o refinamento adaptativo 
proposto. Na sequência falaremos das propriedades das triangulações CFK 
adaptativas e das simplificações possíveis no refinamento básico devido a estas 
propriedades. Finalmente, na última seção, apresentaremos a estrutura de 
armazenamento da triangulação e as principais operações nesta estrutura. 

3.2. Triangulações CFK 

Decomposições do espaço em tetraedros onde a interseção de quaisquer 
dois tetraedros ou é vazia, ou é um vértice, uma aresta, ou uma face comum a 
ambos os tetraedros são genericamente denominadas Triangulações. Elas estão 
entre as formas de decomposição do espaço tridmensional mais utilizadas pelo 
fato dos tetraedros serem estruturas lineares extremamente simples que facilitam 
muitas tarefas de exploração do espaço. 

Triangulações deste tipo são ditas regulares quando os vértices dos 
tetraedros são igualmente distribuídos no espaço. Quando o espaçamento dos 
seus vértices é variável são ditas irregulares. 

As triangulações regulares são interessantes porque possuem uma 
representação implícita de simples manipulação que permite a utilização de 
estruturas de dados extremamente simples para sua representação. Nestas 
triangulações, a determinação das relações de adjacências entre os tetraedros, por 
exemplo, são imediatas. 

Uma particular triangulação regular é a Triangulação CFK que tem seu 
nome em homenagem aos três pesquisadores que independentemente a 
estudaram: Coxeter, Freudenthal e Kuhn [MIRA89]. 

Uma triangulação CFK pode ser obtida através de decomposicão regular do 
espaço inicialmente em regiões cúbicas, seguida de triangulação consistente de 
cada região. 

Uma triangulação para uma região cúbica do espaço pode ser obtida 
subdividindo-a por três cortes planares, cujos planos passam por uma das 
diagonais do cubo e uma das arestas do cubo. Esta subdivisão, apresentada na fig. 
3.1, é formada por seis tetraedros idênticos, cujos interiores são disjuntos e a 
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interseção entre quaisquer dois tetraedros é uma face comum aos dois tetraedros, 
ou a diagonal do cubo (comum a todos os seis tetraedros). Cada face do cubo, 
dividida em duas por sua diagonal, contém faces de dois tetraedros distintos. 

Uma triangulação CFK para todo o espaço é, então, obtida refletindo-se 
recursivamente a triangulação de uma região cúbica pelas faces do cubo, para 
cada uma das regiões cúbicas vizinhas. 

A fig 3.2 mostra dois exemplos de triangulações CFK no plano. 

"I" 

TETRAEDRO O TETRAEDRO 1 TETRAEDRO 2 

TETRAEDRO 4 TETRAEDRO 5 

Fig. 3.1 - Triangulação CFK de um cubo 
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I 

Fig. 3.2 - Exemplos de triangulações CFK no plano 

3.3. Subdivisão Binária 

Uma subdivisão binária de um tetraedro pode ser d e f ~ d a  como a bisseção 
do tetraedro por um plano que corta o ponto mediano da sua aresta mais longa e 
passa pela aresta oposta a esta. Esta e a subdivisão mais conveniente que pode ser 
aplicada a um tetraedro no sentido de garantir uma boa razão de aspecto para os 
tetraedros gerados. Com esta subdivisão, os ângulos sólidos internos dos 
tetraedros diminui muito pouco de um nível de refinamento para outro e, além 
disso, não ocorrem degenerações, mesmo com sua aplicação sucessiva [RIVA90]. 

Cada tetraedro de uma triangulação CFK tal como vimos tem a diagonal do 
cubo como sua aresta mais longa e uma das arestas do cubo como sua menor 
aresta. A subdivisão binária aplicada recursivamente a um destes tetraedros é 
como apresentado na fig. 3.3. Cada subdivisão gera dois tetraedros idênticos. Os 
tetraedros resultantes da primeira subdivisão têm como maior aresta a diagonal de 
uma face do cubo e como menor aresta a metade da diagonal do cubo. Da 
segunda subdivisão, resultam tetraedros que têm como maior aresta uma das 
arestas do cubo e a menor aresta é a metade da diagonal de uma face. Após a 
terceira subdivisão, os tetraedros resultantes são indênticos ao tetraedro CFK 
inicial, exceto pelo tamanho de suas arestas, reduzido a metade em relação 
aquele. Nestes tetraedros, a aresta mais longa é a metade da diagonal do cubo e a 
menor aresta a metade de uma aresta do cubo. Obviamente que, com a 
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continuação do processo de subdivisão, os tetraedros terão os mesmos formatos 
já gerados, diferenciando-se apenas pelo tamanho de suas arestas, o qual é 
determinado pelo número de subdivisões aplicadas ao tetraedro inicial, ou seja, o 
nível de refinamento da triangulação. 

Vemos, portanto, que aplicações sucessivas da subdivisão binária a 
triangulações CFK produzem apenas três formatos distintos de tetraedros. A estes 
chamaremos genericamente tetraedros CFK. Os três formatos distintos serão 
identificados por: tipo A (1/6 do cubo), tipo B (1112 do cubo) e tipo C (1/24 do 
cubo). Assim, a subdivisão binária de um tipo A gera dois tetraedros do tipo B, 
cuja subdivisão gera dois tetraedros do tipo C, que, por sua vez, gera dois 
tetraedros do tipo A. Estes tetraedros terão tamanhos de arestas proporcionais aos 
mostrados na tabela 3.1. 

Fig. 3.3 - Árvore de Subdivisão Binária de um tetraedro CFK 
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Tipo de Rotulação das Arestas 

Tetraedro O 1 2 3  4  5 

A J J S J S 1  1 1 

B Jz 1 
J"/ 2 JI/ 2 J/ 2 

C 
I I I 

Tabela 3.1 : Comprimento relativo das arestas de cada tipo de tetraedro 

A fig. 3.4 mostra uma subdivisão de um tetraedro genérico, onde os vértices 
estão rotulados convenientemente de forma que a maior aresta é dada pelos 
vértices O e 3  e sua segunda maior aresta pelos vértices O e 2. Com esta rotulação 
podemos, na verdade, defínir um critério combinatório fixo para subdivisão dos 
três tipos de tetraedros. O esquema de subdivisão é apresentado na tabela 3.2, 
onde vo, VI, v2, v3 são os vértices do tetraedro pai. Note-se que o esquema de 
subdivisão é tal que preserva a rotulação dos vértices nos tetraedros filhos. 

Filho 1 

Fig. 3.4 : Subdivisão binária de um tetraedro 
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Pai do tipo A 

Filho I Filho 2 

Pai do tipo B ou C 

Tabela 3.2 : esquema de distribuição de vértices na subdivisão de cada tipo de 
tetraedro 

Filho 1 

"0 

(v0+~3)/2 

"1 

v2 

A utilização de regiões definidas por paralelepípedos ao invés de cubos 
também é possível. A subdivisão será feita da mesma forma, bastando-se 
imaginar o processo como sendo constituído de três fases: transformação afim do 
paralelepípedo em um cubo, subdivisão do cubo nos tetraedros iniciais, 
subdivisão conforme o processo e transformação dos tetraedros filhos de volta 
para o espaço do paralelepípedo. As relações geométricas afins da tabela 3.1 são 
preservadas neste caso. 

Filho 2 

v3 

(VO+ ~3) /2  

"1 

v2 

Deve ser evitada, contudo, a utilização de paralelepípedos muito achatados, 
o que levaria a má formações dos tetraedros iniciais. Como o processo de 
subdivisão binária preserva de certa forma o formato dos tetraedros iniciais, a 
triangulação seria constituída por tetraedros achatados, o que levaria a um 
comprometimento da qualidade da triangulação em aplicações tais como a análise 
de elementos finitos. 

Igualmente importante para a representação completa de uma triangulação 
são as relações de adjacências entre seus tetraedros, relações estas que permitem 
o percurso através da triangulação. 

Se rotulamos adequadamente cada uma das quatro adjacências de um 
tetraedro, de forma que o vizinho i de um tetraedro seja o tetraedro adjacente a 
face oposta ao vértice i, então podemos estabelecer, tal como foi feito para os 
vértices, um critério combinatório fixo para determinação das novas relações de 
adjacências após a subdivisão binária de um tetraedro. Esta combinatória é 
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apresentada na tabela 3.3, onde To, TI,  T2, T3 são OS tetraedros vizinhos do 
tetraedro pai. A fig. 3.5 ilustra estas relações. 

~ótulos dos 

Iizinhos do 
filho 

Pai tipo A 

Filho 1 

Filho2 

T3 

Filhol (TI) 

Filhol (T2) 

Filho 2 

Filhol 

To 

7ilh02 (T2) 

Uh02 (TI) 

Pai tipo B ou C (filho 1) 

Filho 1 

Filho2 

T3 

Filhol (TI) 

Filhol (T2) 

Filho 2 

Filhol 

To 

Filho2(Tl) 

Filho2(T2) 

- 

Pai tipo C (flho 2) 
-- 

Filho 1 Filho 2 

Filhol 

To 

Filhol (TI, 

Filho2 (T2 

Tabela 3.3 : esquema de distribuição de vizinhos na subdivisão de cada tipo de 
tetraedro 

- - - 

Fig. 3.5 - Novas relações de adjacências após a subdivisão de um tetraedro 

3.4. Refinamento de Triangulações 

Subdivisões conformes do espaço em tetraedros são genericamente 
chamadas triangulações. Defuiiremos refinamento de triangulações como o 
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processo de subdividir tetraedros, resultando em novas triangulações mais 
refinadas. 

Na seção anterior, vimos um processo de subdivisão que pode ser utilizado 
para construir refmamentos de triangulações. Aplicações sucessivas desta 
subdivisão a todos os tetraedros de uma triangulação CFK, por exemplo, resulta 
em novas triangulações. Em particular, após três subdivisões, estas triangulações 
são oito vezes mais refinadas que a triangulação original e o formato dos 
tetraedros é o mesmo. 

Refmamentos uniformes, entretanto, não são eficientes na maioria das 
aplicações porque repartem igualmente todo o espaço. Muitas vezes estaremos 
interessados em um refinamento não uniforme, onde somente alguns tetraedros 
devem ser subdivididos. O problema com este tipo de refmamento é que o 
processo de subdivisão binária, ao criar um vértice sobre a maior aresta do 
tetraedro, cria uma condição de não conformidade com todos os tetraedros que 
compartilham esta mesma aresta, resultando, por isso, em subdivisões que não 
constituem triangulações. 

3.5. Refinamento Básico 

Visando aplicações como geração de malhas de elementos f i t o s ,  
[RIVA91] propõe um procedimento que garante a construção de novas 
triangulações em refinamentos não uniformes de triangulações. A idéia do 
procedimento é que, para garantia de conformidade na subdivisão binária de um 
determinado tetraedro, se faz necessária a subdivisão de um certo conjunto de 
tetraedros da triangulação de forma a eliminar a interseção problemática criada 
com a subdivisão. 

Dada urna triangulação $? e um tetraedro T a ser subdividido, o 
procedimento executa a subdivisão binária de T e, em seguida, de todos os 
vizinhos de T que compartilham a aresta subdividida. A subdivisão de um 
vizinho, por sua vez, pode envolver novas subdivisões dos vizinhos que 
compartilham a aresta subdividida, e assim sucessivamente. Este processo é 
recursivo e pode ser visto como uma propagação de refinamento pela 
triangulação para acomodar a subdivisão de um determinado tetraedro. 
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Para d e f ~  mais precisamente o procedimento [RIVA91] defme o 
conjunto-vizinho de um tetraedro. 

Conjunto-vizinho de um tetraedro T é o conjunto dos tetraedros que 
compartilham com T a maior aresta de T. 

Transcrevemos abaixo a versão recursiva do procedimento: 

ReJinamentoTetraedro (T, 3) 

Execute subdivisão binária de T 

Enquanto 3 não é conforme faça 

Para cada tetraedro T* do conjunto-vizinho de T faça 

ReJinamentoTetraedro (T*, $) 

Geometricamente, o processo pode ser visto como o refinamento de uma 
sequência de poliedros (os conjuntos-vizinho), onde cada um tem seu eixo maior 
do que o anterior na recursão. Esta propriedade garante que o procedimento é 
f ~ t o .  

É importante ressaltar que a recursão se estende apenas o necessário para 
tornar a subdivisão conforme e obviamente não se estende além da união de 
todos os tetraedros. O final de uma trajetória recursiva ocorre quando o conjunto- 
vizinho de T contém somente tetraedros do mesmo tipo de T. Neste caso, a maior 
aresta de T é também a maior aresta de todos os tetraedros do conjunto, e a 
subdivisão deste conjunto não implicará em novas "não conformidades". 

Uma característica deste procedimento é que durante a propagação o 
procedimento lida apenas com subdivisões não conformes. As não conformidades 
são eliminadas somente no retorno da recursão. A estrutura de dados para 
representar tais condições pode por isso se tornar bastante complexa. 

A fig. 3.6 mostra um exemplo de aplicação do refinamento em 2D. Os 
segmentos tracejados representam as arestas inseridas na triangulação pelo 
procedimento para acomodar a subdividisão binária do triângulo hachurado. Os 
números indicam a ordem em que as arestas foram inseridas. Note que a recursão 
pára quando o conjunto-vizinho contém dois triângulos do mesmo tipo. Em 3D, 
este conjunto-vizinho é um poliedro onde o número de tetraedros depende do tipo 
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do tetraedro. Além disso, podemos observar que, em 2D, o procedimento, 
particularmente no caso das triangulações CFK, segue um único caminho de 
triângulos subdivididos. Em 3D, entretanto, múltiplos caminhos podem ser 
seguidos. 

Finalmente, devemos destacar ainda duas propriedades do procedimento. A 
primeira é que ele é mínimo, no sentido de que é o menor refinamento de uma 
triangulação necessário para acomodar a subdivisão de um determinado tetraedro. 
Chamaremos a este refinamento mínimo Refinamento Básico. Além disso, o 
procedimento é "invariante a ordem", no sentido de que a aplicação sucessiva do 
refinamento a dois triângulos, TI e T2, de uma triangulação resultará exatamente 
a mesma triangulação, independentemente se refinamos primeiramente TI e 
depois TU ou em ordem inversa. 

Fig. 3.6 - Refinamento básico que acomoda a subdivisão do triângulo hachurado. 



Refínamento Adaptativo 

3.6. Refinamento Adaptativo de Triangulações CFK 

Refinamentos adaptativos são requeridos frequentemente por aplicações nas 
quais um determinado requisito que varia no domínio do problema deve ser 
satisfeito em todo o domínio. Este é geralmente o caso de geração de malhas para 
o método de elementos finitos. 

Em geral estes requisitos podem ser expressos por algum critério que, ao ser 
avaliado para cada tetraedro da triangulação, pode aprová-lo ou não. Desta 
forma, uma triangulação é aceitável para a aplicação se todos os os seus 
tetraedros são aprovados pelo critério. 

De posse de um processo de subdivisão e de um procedimento que garante a 
conformidade em rehamentos não uniformes de iriangulações podemos 
finalmente constmir refinamentos adaptativos de triangulações CFK. 

Para o refinamento que iremos propor a seguir é necessário, também, que o 
critério de refinamento seja "invariante a inclusão", o que pode ser traduzido por: 
se um tetraedro é aprovado pelo critério, então qualquer tetraedro obtido por 
refinamento dele será também aprovado. 

Apresentamos então o procedimento para refinamento adaptativo de 
triangulações CFK. 

Procedimento 3.1 : ReJinamentoAdaptativo 

RefinamentoAdaptativo (8)  

Enquanto houver tetraedro Tem 8 não avaliado faça ( 

Se CriterioReJinamento(T) não aprovado faça ( 

ReJinamentoBasico(T) 

I 
1 

O procedimento recebe a triangulação 8 e, com base em um critério de 
refinamento definido pela aplicação, avalia cada tetraedro T em S. Se T não é 
aprovado pelo critério, aplica-se o refinamento básico a ele. Os novos tetraedros 
gerados são marcados em S como não avaliados. 
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É facil ver que, se existe algum refmamento de 8 que preencha os requisitos do 
problema, o procedimento termina em um número fcinito de passos. Além disso, a 
triangulação resultante é mínima [PERS93], no sentido de que é o menor 
rehamento possível de 8 ,  na qual todos os tetraedros satisfazem o critério de 
refinamento. Esta propriedade se deve ao fato de que o refmamento básico, como 
vimos, é o refmamento mínimo de uma triangulação que acomoda a subdivisão 
de um tetraedro e também porque é invariante a ordem, ou seja, a triangulação 
resultante de aplicações sucessivas do refinamento básico é exatamente a 
mesma, independentemente de qualquer ordem específica em que o refmamento 
básico é aplicado aos tetraedros. 

3.7. Propriedades das Triangulações CFK 

Apresentaremos nesta seção algumas propriedades bastante interessantes 
das triangulações CFK que acabamos de descrever. A primeira delas é que 
obviamente a triangulação contém apenas três tipos de tetraedros. Além disso, 
eles têm o mesmo ângulo interno mínimo que é igual a um terço do 
correspondente a um tetraedro regular. Se considerarmos que nos tetraedros 
degenerados este ângulo é igual a zero e nos tetraedros regulares ele é máximo, 
podemos aceitar que os tetraedros têm "boa forma". 

É, contudo, nas relações de adjacências que residem as propriedades mais 
importantes da triangulação. Observando a fig. 3.4 vemos que, na subdivisão 
binária de um tetraedro, somente as duas faces do tetraedro que contém a sua 
maior aresta são subdivididas pelo processo. As outras duas faces (não 
subdivididas) passam uma para cada filho gerado. Ou seja, existe uma única face 
comum entre dois tetraedros de níveis de refinamento imediatamente 
subseqüentes. 

Tal propriedade impõe restrições as relações de adjacência de forma que 
dois tetraedros vizinhos podem diferir de no máximo um nível de refmamento. 

Esta restrição, aliada ao fato de que os tetraedros têm faces, tamanhos de 
arestas e ângulos internos bem conhecidos (somente três tipos), faz com que as 
combinações de tetraedros em conjuntos-vizinhos sejam limitadas. Para maior 
clareza destas restrições vamos alterar ligeiramente a definição de conjunto- 
vizinho de um tetraedro para incluir o próprio tetraedro. Assim, 
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- -. . 

Tipo A ( maior aresta - diagonal do cubo ) 
............. 

\ 

.... ................ 

Tipo B ( maior aresta - diagonal da face do cubo ) 
-- -- -- - -- - - 

Tipo C ( maior aresta - aresta do cubo ) 

Fig. 3.7 - Conjuntos-vizinhos para cada tipo de tetraedro 
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conjunto-vizinho de um tetraedro T é o conjunto de tetraedros que 
compartilham a maior aresta de T. 

Quando este conjunto-vizinho contiver somente tetraedros do mesmo tipo 
de T, o chamaremos de Núcleo de T. 

As condições sobre um conjunto-vizinho de um tetraedro T em 
triangulações CFK são: 

1) dos dois vizinhos adjacentes a T por uma face comum, pelo menos um é 
do mesmo tipo de T. O outro pode ser um nível menos refmado que T. 

2) os demais vizinhos no conjunto (não adjacentes por face) podem ser 
menos refmado que T e neste caso diferem de no máximo dois níveis de 
refmamento. 

3) o Núcleo de T é composto por 6 tetraedros quando T é do tipo A, 4 
tetraedros quando T é do tipo B, e 8 tetraedros quando T é do tipo C. O 
poliedro formado por este Núcleo é um cubo para T do tipo A, e 
octraedro para T do tipo B ou C. Vale lembrar que estes poliedros 
correspondem aos conjuntos-vizinho que determinam o fmal das 
trajetórias de recursão do refmamento básico. 

As possibilidades de conjuntos-vizinhos para cada tipo de tetraedro são 
apresentadas na fig. 3.7, onde os conjuntos estão representados como se fossem 
seções ortogonais as arestas comuns. Assim, a aresta comum é representada por 
um ponto e o conjunto-vizinho num ciclo em torno do ponto. 

3.8. Refinamento Básico Modificado 

As propriedades extremamentes simples das triangulações CFK que 
acabamos de ver nos permitiram propor uma pequena modificação no 
procedimento de refmamento básico descrito anteriormente, para evitar o 
inconveniente de ter que representar na estrutura de dados condições de não 
conformidade. Mostraremos que, com esta modificação, pode-se garantir que a 
estrutura da triangulação é preservada durante todo o processo. 
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Fig. 3.8 - Refinamento básico modificado 

Reescrevemos o procedimento para refinamento básico como: 

Procedimento 3.2 : RefinamentoBasico 

RejinamentoBasico (T) 

Para cada T* no conjunto-vizinho de T faça f 

Se Tipo (T*) <> Tipo (T) faça f 

RefinamentoBasico (T*) 

1 
1 
SubdivideNucleo (T) 

O procedimento é dividido em duas partes. Uma primeira parte, onde busca 
recursivamente um Núcleo de T. Para isto verifica cada tetraedro do conjunto- 
vizinho de T: se é de tipo diferente de T, chama recursivamente o procedimento 
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para este vizinho. Ao fmal desta recursão, todos os tetraedros no conjunto- 
vizinho são do mesmo tipo de T. Numa segunda parte, o procedimento executa, 
de uma única vez, a subdivisão binária de todos os tetraedros do Núcleo. A idéia 
é determinar primeiramente quais tetraedros devem ser subdivididos e subdividí- 
10s somente no retorno da recursão. Modificações na estrutura de subdivisão são 
feitas exclusivamente na subdivisão do Núcleo, preservando desta forma, a 
estrutura da triangulação. 

A fig. 3.8 mostra o mesmo exemplo da fig. 3.6, onde foi utilizado o 
procedimento modificado. Note-se a nova ordem em que as arestas foram 
inseridas na triangulação. 

Com esta modificação, as propriedades de rninimalidade e invariância a 
ordem do procedimento são preservadas. 

3.9. Estrutura de Armazenamento da Triangulação 

Uma estrutura de dados deve conter um mínimo de informações para 
representar corretamente a geometria e topologia do objeto a ser representado. 
Topologia de uma triangulação são as informações de adjacências entre seus 
tetraedros. A vantagem de armazenar este tipo de informação explicitamente na 
estrutura de dados é a maior eficiência dos algoritmos que manipulam a estrutura, 
principalmente os de percurso através da estrutura. 

O objeto é uma triangulação CFK e o objetivo é o refmamento adaptativo. 
Devido as propriedades combinatórias das triangulações CFK e também a 
modificação no procedimento de refmamento básico foi possível adotar uma 
estrutura de dados, extremamente simples, para armazenamento da triangulação, 
o que é particularmente raro no caso de triangulações irregulares, como as 
triangulações CFK adaptativas. 

A estrutura de dados adotada armazena, para cada tetraedro da triangulação: 

0 referências para os quatro vértices (inform. geométrica); 

0 referências para os quatro tetraedros adjacentes (topologia); 

o nível de refinamento do tetraedro; 

0 outros atributos. 
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Outros atribuitos referem-se a informações sobre o sólido como veremos no 
próximo capítulo. A separação entre informações geométricas e topológicas na 
estrutura permitiu a construção de procedimentos isolados e independentes para 
sua criação e manipulação. 

Vimos que as modificações na triangulação estão restritas ao procedimento 
SubdivideNúcleo, que consiste essencialmente na aplicação da subdivisão binária 
a todos os tetraedros de um Núcleo. A subdivisão binária, como vimos, é 
facilmente irnplementada através da tabela 3.2 (modificação da geometria) e da 
tabela 3.3. (modificação da topologia). 

Além desta, outras operações necessárias são operações de criação e 
eliminação de um tetraedro e de consulta as informações armazenadas. 

3.10. Conclusão 

Apresentamos um esquema para refmamento adaptativo de triangulações 
CFK baseado em um procedimento de refinamento básico que garante a 
conformidade do refmamento resultante. O esquema proposto é geral porque, a 
princípio, pode ser utilizado com qualquer critério de refmamento definido 
apropriadamente para cada aplicação. A única restrição é que o critério deve ser 
invariante a inclusão. 

Devido as propriedades combinatórias e geométricas das triangulações 
CFK, o procedimento de refinamento básico pode ser ligeiramente modificado, 
permitindo que uma estrutura de dados extremamente simples fosse adotada para 
representação da triangulação. Além disso, pelo fato das triangulações geradas 
conterem somente três formatos distintos de tetraedros, que possuem mesmo 
ângulo interno mínimo, é garantida urna "boa forma" para os tetraedros. 



CAPITULO 4 

Triangulação Adaptativa de Sólidos CSG 

4.1. Introdução 

Inúmeras aplicações requerem a aproximação de um modelo geométrico por 
uma discretização poligonal do seu interior ou exterior. 

Decomposições do espaço mostram-se extremamente úteis para a aproximação 
de modelos tridimensionais principalmente pela vantagem que oferecem na 
localização das diversas componentes conexas do sólido. Triangulações, por sua 
vez, são interessantes porque aproximam bem geometrias irregulares. 

As triangulações adaptativas são ainda mais interessantes porque permitem 
otirnizar a localização do sólido através de tratamento diferenciado do espaço. 

Neste capítulo, veremos como o refinamento adaptativo proposto pode ser 
utilizado para construir triangulações adaptativas que aproximam, dentro de uma 
certa precisão, modelos descritos por sólidos CSG. A idéia é refinar 
adaptativamente uma região do espaço que envolve completamente o sólido com 
base em um critério de refinamento baseado na classifícação de tetraedros em 
relação ao sólido. Durante este processo, tetraedros que não interceptam o sólido 
vão sendo eliminados. Um nível máximo de refinamento é arbitrado. 

Inicialmente, apresentaremos o modelo matemático de representação de 
sólidos CSG baseado em semi-espaços polinomiais de grau arbitrário. Em seguida, 
descreveremos funções que caracterizam globalmente os sólidos CSG destacando 
sua utilidade para classificação de tetraedros com relação ao sólido. Veremos ainda 
como é possível reduzir a complexidade de expressões CSG utilizando a idéia de 
localizacão de sólidos. Em seguida descreveremos o critério de classificação de 
tetraedros baseado na representação Bézier das funções características dos sólidos e 
finalmente na última seção apresentaremos a construção da triangulação adaptativa. 



Trimgulação Adaptativa de Sólidos CSG 

4.2. Modelos CSG 

A modelagem de sólidos conhecida como Geometria Sólida Construtiva 
(CSG), têm sido muito utilizada em modeladores de sólidos, porque apresenta 
mecanismos de construção de sólidos familiares a maioria das pessoas. A idéia 
básica é a de que sólidos complexos podem ser representados como uma 
combinação de sólidos mais simples. 

Estes sólidos simples, conhecidos por primitivas sólidas, constituem, na 
verdade, uma família de sólidos que podem ser obtidos a partir de transformações 
geométricas afins (translação, rotação e escala) de formas básicas como cubos, 
cilindros, esferas e toros. 

Com o intuito de construir um sólido complexo, estas primitivas sólidas são 
combinadas através de operações de conjunto (união, interseção, e diferença) 
denominadas operações Booleanas. 

Algumas combinações de primitivas entretanto não satisfazem a nossa noção 
de objeto sólido, ou seja, a de que sólidos são homogeneamente tridmensionais e 
não possuem componentes de dimensão menor que três (linhas ou superficies) 
penduradas em suas fronteiras. Sólidos homogeneamente tridimensionais são 
chamados sólidos regulares [REQUSO]. Considere, por exemplo, o caso mostrado 
na fig. 4.l(a), onde o resultado da interseção de duas primitivas não é um sólido 
regular. 

Para preservar a natureza sólida do resultado, os modelos CSG utilizam o 
conceito de operação Booleana regularizada [REQUSO]. A operação regularizada 
entre duas primitivas A e B é definida como: 

A op* B = reg (A op B) = fecho (interior (A op B) ) 

onde op é qualquer operador booleano, op* denota sua regularização. 

A operação de regularização pode ser vista como um operação de filtragem, no 
sentido de que ela elimina do conjunto ruídos e partes de dimensão inferior. A fig. 
4.l(b) ilustra o resultado da operação de interseção regularizada das primitivas A e 
B. 
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Fig. 4.1 - Interseções Booleanas simples e regularizada. 

O uso de operações Booleanas regularizadas em combinações de primitivas 
sólidas regulares garante a construção de sólidos regulares [MORT85]. É 
interessante notar que não é necessário regularizar todas as operações booleanas na 
composição de um sólido CSG. De fato, o resultado será o mesmo se regularizamos 
somente a operação booleana na raiz da árvore do modelo [PERS94]. 

Modelos CSG mais gerais estendem o conceito de primitiva e consideram 
como possíveis primitivas uma família de semi-espaços definidos por funções 
polinomiais trivariadas [SALI92], ou seja, os semi-espaços definidos por: 

Tal família de primitivas inclui todas as quádricas, ciclides e semi-espaços 
planares e podem ser utilizadas para construir primitivas CSG mais gerais 
[PERS94]. A fig. 4.2 ilustra a representação CSG de um cilindro limitado através da 
interseção de dois semi-espaços planos (ax+by+cz+d=O) e um cilíndrico (ax2+by2- 
r2 10 ) .  

Um problema com a utilização destas primitivas é que, mesmo com a 
utilização de operações booleanas regularizadas, não se pode garantir que sólidos 
regulares sejam construídos. Este deve ser um cuidado que o usuário deve ter na 
fase de modelagem. 



CAPITULO 4 Trimgulação Adaptativa de Sólidos CSG 

C i l i n d r o  C S G  

Fig. 4.2 - Representação CSG de um cilindro limitado 

A modelagem CSG propriamente dita, apesar de simples, não apresenta muitas 
facilidades para a interatividade. Enquanto não dispomos de sistemas e 
equipamentos com sofisticados recursos de interatividade será sempre necessário 
definir alguma linguagem formal de especificação e construção do sólido. Neste 
trabalho utilizamos uma extensão da linguagem LDS definida em [ESPE90] para 
construção de modelos CSG. 

4.3. Funções Características de Sólidos CSG 

O uso de primitivas baseadas em serni-espaços polinomais, como vimos, 
aumenta o poder de expressão dos modelos CSG. Uma vantagem adicional é que 
nos permitem representar facilmente um sólido CSG por uma única função, como 
veremos a seguir. 

A toda primitiva definida por um semi-espaço polinomial corresponde uma 
função fR3-R que defme uma superfície de nível no espaço dividindo-o em três 
regiões distintas: 
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A função f é  dita polinôrnio característico da primitiva. 

A todo sólido construído por combinações de primitivas polinorniais desta 
forma podemos também associar uma função fR3-R que o representa globalmente. 
Na verdade existem várias funções que podem representá-lo, todas recebendo o 
nome de função característica do sólido. 

As funções características são muito úteis para se expressar operações 
booleanas entre sólidos. A função característica entre dois sólidos A e B, por 
exemplo, é o máximo entre as funções características fa e fb [SALI92]. Em geral 
tem-se: 

Através do uso recursivo das expressões acima, uma função característica de 
um sólido representado por uma expressão booleana pode ser escrita como uma 
expressão algébrica de operadores min e max aplicado as funções características das 
primitivas. Por exemplo, o sólido CSG dado pela expressão: 

pode ser caracterizado pela funcão: 

Por sua simplicidade na representação de operações Booleanas, as funções 
características são ideais para representação de sólidos CSG. Uma função 
característica de qualquer sólido pode ser avaliada simplesmente percorrendo a 
árvore CSG do sólido e substituindo operador n por min, U por max e primitivas 
pelas respectivas funções características. 

Uma função característica construída desta maneira será uma função contínua, 
polinomial por partes, se as funções características das primitivas forem 
polinorniais. 
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negativa: Fronteira de regularização: 
nao pertence a fionteira. vizinhança positiva e negativa. 

Fig. 4.3 - A fronteira da regularização está entre valores positivos e negativos 

Como uma representação implícita, uma função característica é capaz de 
responder se um ponto qualquer do espaço está no interior, exterior ou na fronteira 
(não regularizada) do sólido [SALI92]. A fionteira da regularização do sólido, 
entretanto, não pode ser tão facilmente expressa pelas funções características. A 
fronteira regularizada não coincide necessariamente com o conjunto de zeros de sua 
função característica. A fig. 4.3 mostra, por exemplo, que esta função assume valor 
zero na face comum da união de dois cubos distintos, face esta que não pertence a 
fronteira regularizada do sólido. A fronteira de regularização pode ser entendida, 
portanto, como o subconjunto de zeros da função característica que possui em sua 
vizinhança valores tanto negativos quanto positivos. 

Funções características, contudo, são ainda úteis para aproximação do interior 
e exterior de um sólido. De fato, se funções nulas são evitadas, podemos estabelecer 
que : 

f p E R3 I f&) < O ) C interior (S) 

e além disso, vale que: 

reg (S) = fecho (interior (S)) = fecho (( p E R3 I f,(p) < O )) 
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Graças a esta propriedade, podemos expressar também o operador diferença 
através das funções características como a interseção com o complemento do 
segundo operando, ou seja [PERS94]: 

reg (AB)  = reg (A í7 Compl (B) ) 

= fecho ({p E R31 fa (p) 5 0, -fb (p) < O)) 

= fecho ({p E R31 fa (p) < O, -fb (p) < O)) 

Na seção 4.5 veremos um critério baseado na representação Bézier das funções 
caracteristicas para a verificação do tipo de interferência de tetraedros em relação 
ao sólido. 

4.4. Localização de Sólidos CSG 

No âmbito das representações CSG, as subdivisões espaciais são interessantes 
porque podem aproveitar as vantagens da localização de sólidos [TIL084]. A idéia 
de localização de sólidos CSG em subdivisões espaciais é a de que dentro de cada 
célula da decomposição o sólido pode ser representado somente pela porção do 
sólido nela contida. 

A localização de um sólido consiste basicamente na simplificação da árvore 
CSG do sólido, de modo que nela estejam representadas somente as primitivas que 
efetivamente influenciam a região onde a célula está localizada. A fig. 4.4 mostra 
um exemplo de simplificação possível. 

Para nós, a idéia de localização é interessante na medida em que conseguimos 
simplificar consideravelmente a função característica que descreve o sólido dentro 
do tetraedro, a qual, como vimos, é obtida diretamente da árvore CSG, e com isso 
reduzir significativamente o número de avaliações da função característica 
necessárias para a classificação de tetraedros, como veremos na próxima seção. 

A simplificação consiste basicamente em localizar na árvore CSG do sólido, as 
sub-árvores que representam porções do sólido que podem ser substituídas pelo 
conjunto vazio (0) ou universo (W). Primeiramente, cada primitiva P da árvore 
CSG é classificada em relação a um tetraedro em uma das seguintes categorias: 
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Interior (P > T) 

Exterior (P ri T = 0 ) 

Interceptante (Fronteira de P intercepta T) 

Em seguida as primitivas classificadas como Interior e Exterior, são 
substituídas pelo conjunto Universo (W) e vazio ( 0 ) ,  respectivamente, na árvore 
CSG. Finalmente as operações booleanas da árvore CSG são avaliadas 
recursivamente, aplicando-se as regras de simplificação da teoria dos conjuntos: 

Neste trabalho utilizamos um procedimento, implementado por Salim 
[SALI92], que simultaneamente classifica os tetraedros em relação ao sólido e 
simplifica a árvore CSG. O procedimento se baseia exclusivamente na classificação 
das primitivas da árvore CSG e posterior simplificação da árvore tal como acabamos 
de descrever. O tetraedro é classificado como interceptante sempre que a árvore não 
puder ser simplificada. No caso da árvore ser simplificada para uma única primitiva 
esta é classificada em relação ao tetredro. 

Utilizando as idéias de localização conseguimos otimizar sensivelmente o 
procedimento de refmamento pois, a medida que os tetraedros vão sendo 
subdivididos, as árvores CSG representativas do sólido em cada um deles vão sendo 
bastante simplificadas, o mesmo acontecendo com as respectivas funções 
características. A utilização das funções min-max, por conseguinte, fica reduzida a 
algumas poucas regiões do espaço onde existem mais de uma primitiva na árvore 
CSG do sólido restrita ao tetraedro, tipicamente a fronteira do sólido. 
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Arvore CSG Localização do 
do sólido sólido em T 

Fig. 4.4 - Localização de um Sólido em um tetraedro. 

4.5. Classificação de Tetraedros Contra Primitivas 

A classificação de tetraedros é a chave do nosso esquema para triangulação 
adaptativa de sólidos CSG porque permite, ao mesmo tempo, a adaptação, no 
sentido de manter tão grande quanto possível os tetraedros que se encontram 
inteiramente dentro do sólido, como também a eliminação durante o processo dos 
tetraedros que se encontram inteiramente fora do sólido. 

Na seção 4.4, vimos que o procedimento utilizado para classificação de 
tetraedros é baseada em sucessivas simplificações da árvore CSG do sólido, sendo 
necessárias apenas as classificações das primitivas da árvore CSG. Esta 
classificação é feita a partir da representação da polinomial que descreve a primitiva 
na forma Bézier. 

Uma função polinomial trivariada de grau n pode ser expressa em coordenadas 
baricentricas (u,v,w,t) relativas ao tetraedro por: 

onde Ciju são os coeficientes de Bézier da polinomial e, 
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são as funções de base de Bernstein. 

A vantagem desta representação é que os coeficientes de Bézier dão limites 
para os extremos da polinomial dentro do tetraedro, isto é: 

Portanto, é possível obter uma primeira classificação para o tetraedro 
simplesmente examinando os sinais dos coeficientes de Bézier da função 
característica dentro do tetraedro. Se todos os coeficientes de Bezier são positivos, 
pode-se garantir que o tetraedro está inteiramente fora da primitiva. Se, por outro 
lado, todos os coeficientes de Bezier são negativos, o tetraedro está inteiramente 
dentro da primitiva. 

No caso de haver alternância de sinais nos coeficientes de Bézier, a 
classificação não é precisa porque o tetraedro pode ou não interceptar a fronteira da 
primitiva. A fig. 4.5 ilustra, sem perda de generalidade, para a reta e uma polinomial 
cúbica, três casos onde há alternância de sinais. Existe um único caso, entretanto, 
quando os extremos dos coeficientes de Bézier estão nos vértices do tetraedro, em 
que se pode garantir que o tetraedro intercepta a fronteira da primitiva. Neste caso o 
tetraedro é classificado como f-interceptante [SALI92]. 

Nao Interceptante Interceptante 

Fig. 4.5 - Casos em que há alternância de sinais dos coeficientes de Bézier. 



Triangulação Adaptativa de Sólidos CSG 

A representação Bézier da função característica de uma primitiva apresenta 
ainda vantagens na subdivisão binária de um tetraedro. Os coeficientes de Bézier 
relativos aos dois tetraedros filhos devem ser avaliados a fim de permitir o 
refinamento dos testes de interferência e localização. Pelo princípio da subdivisão 
de Bézier, os coeficientes da polinomial para os dois tetraedros podem ser 
calculados a partir dos coeficientes relativos ao tetraedro pai por uma execução do 
algoritmo de Casteljau [SALI92]. 

4.6. Triangulação Adaptativa do Sólido 

Baseado nas classificações de tetraedros que acabamos de ver, podemos 
defuiir um critério de refmamento que nos permite utilizar o esquema de 
refinamento adaptativo do capítulo 3 para construir uma triangulação adaptativa que 
aproxima a fi-onteira de um modelo CSG. 

Um critério simples pode ser: o tetraedro satisfaz ao critério se está totalmente 
contido no sólido (sua classificação é Interior) ou se está no último nível de 
refmamento (seu tamanho é menor do que a precisão especificada). Se, por outro 
lado, é interceptante a fronteira do sólido e não está no último nível de refmamento, 
então não satisfaz ao critério, devendo portanto ser refinado. 

Com este critério conseguimos também otimizar o processo de aproximação, 
refinando somente as regiões mais próximas da fronteira do sólido. 

Um sólido S é inicialmente suposto dentro de uma caixa envolvente C, para a 
qual é construída uma triangulação CFK conforme descrito em 3.1. Esta 
triangulação inicial vai sendo refmada adaptativamente com base na classificação do 
tetraedro em relação ao sólido. Cada tetraedro gerado é também classificado em 
relação ao sólido e no caso de não interceptar o sólido é eliminado da triangulação. 
Um nível máximo (NivelMax) é defddo pela precisão desejada. 

O seguinte algoritmo constrói uma triangulação adaptativa para o Sólido S. 
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Fig. 4.6: Triangulação adaptativa de uma região no plano 

Procedimento 4.1: TriangAdaptCSG 

TriangAdaptCSG (S, C, NivelMax) 

S <- ConstroiTriangInicial(C) 

Enq. existir tetraedro Tem 3 nao avaliado faça 

Se Class@cacao(T, S) =INTERCEPTANTE ou 

NivelReJinamento(7J < NivelMm { 

ReJinamentoBasico(7J 

Para cada tetraedro T* gerado acima jaça ( 

Se ClassiJicação(T*, S) =EXTERIOR { 

remove T* de S 

1 
1 

1 
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O procedimento recebe o sólido S, a caixa C envolvente ao sólido, e o nível 
máximo NivelMax de refinamento da triangulação. Inicialmente é feita a 
triangulação da caixa envolvente, através do procedimento ConstroiTriangInicial e 
os seis tetraedros iniciais são gerados. Após isto, é feito o laço que trata 
individualmente cada tetraedro gerado. 

O procedimento RefinamentoBasico é tal como descrito em 3.3. Todos os 
novos tetraedros gerados pelo refinamento básico são classificados em relação ao 
sólido e, não contendo parte do sólido, são excluídos da triangulação. No último 
nível de refinamento, os tetraedros classificados como interceptantes a fronteira do 
sólido são considerados como interiores ou exteriores, dependendo da avaliação da 
função característica nos vértices do tetraedro. Desta forma, como vimos na seção 
4.3, a fronteira não regular do sólido é eliminada. 

O procedimento é capaz de gerar uma triangulação cujo bordo, em certas 
condições, pode ser uma aproximação para a fronteira do sólido. Esta fronteira 
estará dentro de uma vizinhança de espessura a do bordo desta triangulação, onde a 

é o tamanho do tetraedro que intercepta a fi-onteira, e, obviamente, depende do nível 
máximo de refinamento. A fig. 4.6 mostra uma aproximação de uma região no 
plano. Obviamente, quanto menor o a melhor a aproximação. 

A componente conexa C 1 

é aproximada enquanto 
a componente C2 

nem mesmo é localizada 

- fronteira do sólido 

- - - bordo da triangulação 

I \  I \  I \  i \  I  que aproxima o sólido 

Fig. 4.7: Exemplo de filtragem feita pela aproximação 

Numa aproximação deste tipo, aparecem alguns problemas inerentes as 
discretizações. Podem haver tetraedros que interceptam a fionteira do sólido que, 
entretanto, não podem ser classificados satisfatoriamente como interceptantes. Nos 
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vértices destes tetraedros, a função característica possui sempre o mesmo sinal, 
sugerindo a inexistência de porções do sólido dentro do tetraedro. Isto se deve ao 
fato dos vértices das triangulações serem amostragens finitas do espaço. 

As porções do sólido que podem estar contidas nesses tetraedros são 
relativamente pequenas para serem percebidas pela amostragem representada pela 
triangulação. Assim, ao se aproximar o sólido pela triangulação desaparecem partes 
do sólido, bem como componentes conexas inteiramente contidas em um tetraedro. 
A fig. 4.7 mostra um exemplo no plano. 

Dependendo também do posicionamento da triangulação no espaço, alguns 
grupos de componentes conexas podem ser fundidas em uma única componente, 
fazendo com que a topologia da aproximação seja diferente da topologia original do 
sólido. A fig.4.8 mostra um sólido composto de duas componentes conexas, onde, 
dependendo da posição dos tetraedros na região tracejada, o resultado final pode ser 
um sólido com apenas uma componente conexa. Este problema é bastante sério e 
evidencia a questão da qualidade da aproximação [SALI92]. 

As componentes conexas 
Ci e C2 são fundidas em uma 
única componente conexa 

- fronteira do sólido 

- - - bordo da triangulação 
que aproxima o sólido 

Fig. 4.8: Exemplo de modificação da topologia devido a aproximação 

A qualidade da aproximação, assim como em qualquer problema de 
discretização, é diretamente dependente da qualidade da amostragem, isto é, quanto 
mais densa a triangulação e, portanto, menores os tetraedros, melhor a aproximação. 
A definição do nível de refinamento ideal para que a aproximação seja aceitável, 
depende de estudo da localização do sólido dentro da região de interesse. 
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4.7. Conclusão 

Neste capítulo vimos que, com a definição de um critério de refinamento 
baseado na classificação de tetraedros quanto a interferência com o sólido, podemos 
utilizar o esquema de refinamento adaptativo proposto no capítulo 3 em um 
esquema que permite construir uma triangulação adaptativa cuja bordo aproxima, 
dentro de uma precisão especificada, a fronteira de um sólido CSG. 

O esquema é bastante geral porque permite, a princípio, a construção de 
triangulações para sólidos com geometrias arbitrárias, inclusive com várias 
componentes conexas. Uma aproximação, tão boa quanto se queira, é possível 
através da especificacão de um nível máximo de refinamento. 

No próximo capítulo veremos como o esquema proposto pode ser útil para 
construção de malhas para o método de elementos f i t o s .  



Geração de Malhas de Elementos Finitos de Sólidos 
CSG 

5.1. Introdução 

A principal motivação deste trabalho foi o desenvolvimento de uma 
ferramenta eficiente e robusta para a geração automática de malhas tridimensionais 
para o método de elementos finitos. 

O ponto central na geração automática de malhas para o método de elementos 
finitos é a adequação da malha ao modelo de representação do domínio de 
integração. Uma malha adequada deve representar corretamente a geometria do 
domínio, bem como ser bem adaptada as propriedades físicas do fenômeno que está 
sendo analisado. A qualidade da solução de elementos finitos depende destes dois 
aspectos. 

Neste capítulo procuraremos mostrar como o esquema de triangulação 
adaptativa proposto pode ser útil para a geração de malhas de elementos finitos de 
domínios tridirnensionais descritos por sólidos CSG. Veremos essencialmente como 
é possível adaptar uma malha a um problema específico através da definição de 
critérios de refinamento que levam em conta as características do problema. 

Em seguida, discutiremos uma questão importante, relacionada com a 
aproximação geométrica do modelo, e finalizaremos apresentando algumas idéias 
para abordagem desta questão. 

5.2. Domínios de Elementos Finitos 

A modelagem de sólidos, área da computação gráfica que estuda a criação e 
manutenção de estruturas de dados que representam no computador objetos do 
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mundo real, tem se revelado uma importante ferramenta para a definição de 
domínios tridimensionais para o método de elementos finitos. 

No escopo deste trabalho estamos particularmente interessados na geração de 
malhas de elementos finitos para domínios representáveis por sólidos CSG. 

A modelagem CSG, como vimos, é interessante porque se baseia em 
mecanismos de construção de sólidos familiares a maioria das pessoas. 

Naturalmente, ela não é capaz de modelar todos os domínios requeridos pelas 
aplicações de elementos finitos, entretanto, um grande número destas aplicações 
lidam com domínios representáveis por objetos sólidos, especialmente aplicações 
nas áreas de engenharia, mecanica, robótica, etc. 

A obtenção de um modelo geométrico aproximado para um domínio contínuo 
não é, como vimos, uma operação trivial. Um malha de elementos f ~ t o s  deve não 
só representar corretamente a geometria do domínio, bem como ser bem adaptada as 
características físicas do problema. Um gerador automático de malhas, por definição 
deve interagir diretamente com o modelo geométrico. 

5.3. Critério de Refinamento 

Vimos que, em urna análise de elementos f ~ t o s  adaptativa, é necessário 
estabelecer uma precisão dentro da qual a solução é obtida: se a precisão não é 
alcançada, a malha de elementos finitos é modificada até que uma solução dentro da 
precisão seja obtida. O objetivo é chegar a uma malha final que seja ótima em 
termos de custo computacional para a precisão desejada. 

Os métodos adaptativos utilizam geralmente um indicador de emo que pode ser 
calculado independentemente para cada elemento, para definir um critério para 
refinamento seletivo da malha, produzindo malhas com erros significativamente 
menores. 

Em geral, estes métodos se baseiam no princípio da equidistribuição de erro. 
Um critério normalmente utilizado é: refine todos os elementos para o qual, 
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onde 0 é uma tolerância pre-definida e Ilellmax O erro máximo entre os elementos. 

Frequentemente procuram-se estabelecer limites superiores para as medidas de 
erro. Isto significa, dada uma malha com elementos de tamanhos iguais a h, 
estabelecer uma inequação (válida para valores pequenos de h) do tipo [RIBE9 11, 

onde C é uma constante dependente dos dados do problema, e p é um inteiro que 
depende da função de interpolação utilizada. O expoente p é chamado de taxa de 
convergência em relação a norma 11.11 empregada. Se p for positivo, a medida de erro 
Ilell se aproxima de zero quando o tamanho h dos elementos tende a zero. 

O critério de refinamento é a chave da nossa proposta de geração de malhas de 
elementos finitos através do esquema de triangulação adaptativa de sólidos CSG, 
porque permite a adequação da malha a um problema de elementos finitos 
específico. 

A única restrição sobre este critério, como visto anteriormente, é que seja 
"invariante a inclusão", ou seja, o refinamento de um elemento deve melhorar a sua 
avaliação em relação ao critério. 

Critérios de refmamento baseado em estimativas de erro, como os que vimos 
acima, possuem esta característica. 

5.4. Triangulação Adaptativa do Domínio 

No capítulo 4 vimos um esquema para construção de triangulações adaptativas 
que aproximam a fronteira de sólidos CSG. Podemos pensar em utilizar este 
esquema para construir uma discretização que aproxime a geometria de um domínio 
de elementos finitos que pode ser descrito por um sólido CSG. 

Uma triangulação, entretanto, para ser adequada a um problema de elementos 
finitos deve não somente representar corretamente o modelo geométrico, mas 
também ser bem adaptada ao fenômeno físico que está sendo estudado, o qual, em 
geral, varia de maneira não uniforme dentro do domínio. 
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Dentro de um enfoque adaptativo para geração de malhas de elementos finitos, 
geralmente, uma malha inicial que apenas aproxima a geometria é construída e 
posteriormente refmada com base em critérios definidos apropriadamente para cada 
problema. De posse de um critério de refinamento adequado, o esquema para 
triangulação adaptativa pode ser utilizado para construir uma discretização do 
domínio, adequada ao problema. 

O esquema que começa com uma triangulação inicial de uma "caixa 
envolvente" ao sólido, vai refinando adaptativamente tetraedros da triangulação com 
base no critério de refmamento definido e, simultaneamente, eliminando tetraedros 
que não interceptam o sólido. Ao fmal, uma triangulação que contém somente 
tetraedros interiores ao sólido ou interceptantes a sua fronteira é obtida. Tal como 
vimos, o bordo desta triangulação, pode ser uma aproximação tão boa quanto se 
queira da geometria do sólido, e estará dentro de uma vizinhança a! da fronteira do 
sólido, onde a! é a precisão especificada. 

Numa aproximação deste tipo, além dos problemas já mencionados, 
relacionados com a regularização topológica do sólido, aparecem alguns outros 
relacionados com a sua utilização pelo método de elementos finitos. 

Pelo fato de utilizarmos um critério de refinamento que não é baseado na 
classificação do tetraedro em relação a fronteira do sólido, mas sim, em estimativas 
de erros da solução do problema, a vizinhança a! pode não ser constante em toda a 
fronteira. As triangulações serão mais refinadas nas regiões críticas (onde os erros 
são grandes) do domínio. Ou seja, a geometria do modelo será bem aproximada 
quando toda a fronteira for região crítica para o problema. Sempre que estas regiões 
críticas não estiverem na fronteira do domínio, o bordo da triangulação poderá estar 
bem afastado da fronteira do sólido. A fig. 5.1 mostra um exemplo onde o critério 
de refinamento é um ponto no interior de um círculo. A geometria do círculo é 
aproximada por um quadrado. 

A primeira vista, isto não constitui um problema grave já que, pelo critério de 
refinamento, os erros encontrados nestas regiões são aceitáveis. Contudo, estas 
malhas são inaceitáveis para o método de elementos finitos sobretudo porque as 
condições de contorno são aplicadas sobre o bordo da triangulação e, neste caso, 
estariam sendo colocadas de forma inadequada. 
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Fig. 5.1 - Refmamento adaptativo de um círculo 

Uma ,solução satisfatória para este problema é simplesmente considerar um 
critério de refinamento que leva em conta também a aproximação geométrica, 
refmando, além das regiões críticas, também os tetraedros que interceptam a 
fronteira do sólido, até uma precisão geométrica especificada. 

Esta solução, entretanto, pode levar a triangulações, muitas vezes, 
excessivamente refmadas, simplesmente para a proximar a geometria do domínio. 

Veremos a seguir, algumas técnicas comumente utilizadas para aproximação 
geométrica, que não hhegaram a ser implementadas neste trabalho por requererem 
ainda estudo mais aprohdado para se adequar ao esquema proposto. 

5.5. Abordagens para Aproximação da Fronteira do Sólido 

Um gerador automático de malhas de elementos finitos deve assegurar que a 
malha produzida seja uma boa aproximação geométrica para o domínio de 
integração. 

Em sua grande maioria estes geradores introduzem algum tipo de aproximação 
geométrica no processo. Frequentemente, eles aproximam o contorno do domínio de 
integração por uma superficie poligonal definida pelo bordo da discretização, cujos 
vértices são distribuídos sobre o contorno. 
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Não obstante, um esquema baseado em subdivisão espacial como a 
triangulação adaptativa que apresentamos, é bastante útil para aproximar fronteira 
de sólido CSG. O problema com esta aproximação, como vimos, é que os vértices 
do bordo da triangulação não coincidem com a superfície do sólido, podendo 
mesmo estar bem afastado desta. Por outro lado, vimos que uma aproximação, tão 
boa quanto se queira, pode ser obtida simplesmente reduzindo-se a precisão a. Esta 
estratégia, contudo, pode resultar em um número excessivamente alto de elementos 
na triangulação. 

Nos processos baseados em subdivisão espacial, é comum a decomposição do 
domínio de interesse em uma representação secundária. A estratégia adotada pela 
maioria destes métodos [SHEP93] é refmar a triangulação até um nível de tolerância 
suficiente e, em seguida aplicar um processo de aproximação da fronteira do sólido 
dentro de cada célula. A estrutura da subdivisão é geralmente utilizada para 
localização dos processos dentro de cada célula. 

A interação dos processos com a geometria original é um aspecto crítico para 
garantia de que a malha resultante é uma representação geométrica válida do 
domínio. 

Naturalmente, o processo a ser empregado depende do tipo de decomposição 
utilizada. Descrevemos a seguir algumas técnicas apropriadas para triangulações. 

5.5.1. Interpelação Linear da Fronteira do Sólido 

Uma técnica simples para aproximar superfícies em triangulações é calcular 
uma interpolação linear para a porção da fronteira do sólido contida dentro do 
tetraedro. Uma aproximação deste tipo tem sido utilizada com o objetivo de 
aproximar somente a casca do sólido [SALI92], [APOL94]. Esta técnica consiste 
em avaliar a função característica do sólido nos vértices do tetraedro e utilizar 
interpolação linear para criar uma superfície poligonal que aproxima a fronteira do 
sólido dentro do tetraedro, como mostra a fig. 5.2. A superfície poligonal por partes 
compostas das interpolações lineares de todos os tetraedros que interceptam a 
fronteira do sólido é uma aproximação para esta fronteira. 
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Fig. 5.2 - Aproximação linear da fronteira do sólido dentro de um tetraedro 

O uso deste tipo de aproximação com a triangulação adaptativa para criar uma 
malha de elementos f*initos que aproxime corretamente a fronteira do sólido, 
apresenta algumas desvantagens. Primeiramente que alguns tetraedros da 
triangulação podem resultar muito finos. Tais situações frequentemente surgem 
quando a superfície passa próximo a um vértice da triangulação. Como vimos 
anteriormente, estes tetraedros são indesejáveis em malhas de elementos f*initos. 

Uma outra desvantagem surge do fato de que a superfície pode particionar um 
tetraedro em prismas ou pirâmides, aos quais deve ser aplicada uma subdivisão 
adicional para produzir tetraedros. O problema com esta subdivisão adicional é que 
deve ser consistente entre tetraedros adjacentes, para assegurar que o conjunto de 
tetraedros forma uma triangulação. Implementar tal tarefa requer uma análise 
exaustiva de cada caso e pode resultar na criação de muitos novos tetraedros. 

5.5.2. Relocação dos Vértices para a Superfície do Sólido 

Uma outra abordagem também muito utilizada consiste simplesmente em 
mover os nós (ou deformar a geometria da célula) para coincidir com a fronteira do 
sólido. A principal vantagem deste método é que a superficie de aproximação é 
composta por faces da nova triangulação, mantendo assim o mesmo número de 
elementos da triangulação original. 

Uma dificuldade associada a utização deste método é que a relocação de 
vértices deve ser compatível entre células vizinhas. A fig. 5.3 mostra um exemplo 
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no plano onde a relocação de um vértice tende a ser diferente em duas células 
vizinhas. 

Uma técnica proposta em [MOOR91], resolve esta dificuldade através do 
conceito de satélites de um vértice. [MOOR91] def ie  como satélites de um vértice 
as interseções entre a superfície do sólido e as arestas incidentes a este vértice, que 
estão mais próximas deste. O vértice é relocado para o centróide de seus satélites. 
Desta forma, pequenos elementos formados quando a superfície passa próximo de 
um vértice são degenerados em um único vértice. Por este motivo, as malhas 
produzidas por este método são bem mais compactas do que aquelas produzidas por 
interpolação linear. Além disso, os tetraedros gerados têm muito melhor razão de 
aspectos. 

Contudo, superfícies produzidas por este método, não são necessariamente 
variedades [MOOR91], o que torna o método insatisfatório para criar malhas que 
aproximem corretamente a fronteira de sólidos. 

5.5.3. Triangulação de Delaunay 

Este método simples tem sido empregado para criar triangulações no interior 
de células de decomposição Octree [SHEP93]. Uma triangulação de Delaunay é 
obtida a partir de um conjunto de pontos consistindo, geralmente, das interseções da 
fronteira do sólido com a célula e dos vértices da própria célula. Contudo, a 
triangulação de Delaunay usa somente informação de pontos e, portanto, não é 
possível assegurar que a biangulação resultante seja uma triangulação geométrica 
válida para a porção do sólido no interior da célula. 

Poderíamos pensar na utilização deste método em conjunção com a 
aproximação linear descrita anteriormente. Um conjunto de pontos seria formado 
pelas interseções calculadas pela interpolação linear nas arestas e os vértices do 
tetraedro interiores ao sólido. Uma triangulação de Delaunay seria obtida para estes 
pontos. Esta aproximação, apesar de resolver o problema de compatibilidade com 
células vizinhas, pode também criar tetraedros muito pequenos ou finos. Como 
solução para este problema pode-se pensar em aplicar métodos de suavização de 
malhas. 
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Fig. 5.3 - Problema com a relocação de vértice para uma curva 

5.6. Conclusão 

A utilização do esquema proposto no capítulo 4, simplifica muito a tarefa de 
gerar uma malha de elementos fintos para um sólido CSG, porque ao mesmo tempo 
que aproxima a geometria do modelo, adapta a malha aos requisitos do problema 
específico. 

O método contudo é bastante eficiente quando o problema requer refmamento 
em toda a fronteira do domínio. Nos casos mais gerais, no entanto, o método pode 
gerar malhas inadequadas devido a aproximação da geometria ser bastante ruím em 
algumas regiões. 

Por outro lado, a maioria dos métodos de geração de malhas de elementos 
f i t o s  baseados em decomposições do espaço utilizam algum processo de 
triangulação dentro de cada célula da decomposição para gerar malhas que 
representam corretamente os modelos geométricos. 

O esquema proposto, contudo, apresenta muitas vantagens potenciais para a 
geração de malhas de elementos fintos. 

A principal vantagem é que estas malhas podem ser facilmente adaptadas as 
propriedades físicas do problema, através da definição de um critério de 
refinamento apropriado. Além disso, estas malhas geradas são garantidamente 
conformes e contêm elementos razoavelmente "bem formados". 

Por estas características, o esquema proposto é apropriado para geração de 
malhas de elementos finitos, e pode ser utilizado como base para construção de 
uma ferramenta eficiente e robusta de solução do método de elementos finitos. 
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O desenvolvimento deste trabalho foi acompanhado de uma implementação 
que permitiu avaliar o esquema proposto. Alguns aspectos a respeito desta 
irnplementacão serão apresentados a seguir. 

6.1. Visão Geral 

O sistema que permite construir uma triangulação adaptativa de um sólido 
CSG consiste de três módulos principais, dentre os quais alguns implementados, 
anteriormente, por Esperança [ESPE90] e Salim [SALI92]. Estes módulos são 
programas executáveis que se comunicam por intermédio de arquivos utilizando 
o recurso de "pipelines" do sistema Unix. Cada módulo tem uma função 
específica, o que faz com que exista uma sequência em que os programas devem 
ser executados, visto que a entrada de uns é a saída de outros. Uma visão geral do 
relacionamento entre estes módulos é mostrada na fig. 6.1. 

A disposição do sistema em módulos é interessante porque permite que 
outros módulos que eventualmente venham a ser construídos, possam ser 
integrados facilmente ao sistema, além das facilidades que traz para 
compreensão, construção e depuração dos programas. 

O ponto de partida do processo é a descrição do sólido CSG. Para tal, foi 
utilizada uma linguagem de alto nível denominada LDS [ESPE90], que fornece 
meios para a construção de representações CSG de sólidos a partir de um 
conjunto de primitivas (bloco, esfera, cilindro, plano, cone, toro e polinomial) e 
de alguns operadores (união, interseção, diferença, rotação, translação e escala). 

Através do programa COMPILACSG [ESPE90], o código LDS é 
transformado em uma representação da árvore CSG do sólido. 
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Esta árvore é, então, submetida ao módulo CSG2CSPG [SALI92], que gera 
uma versão modificada da árvore, na qual as primitivas polinomiais são expressas 
na forma Bezier. 

I 
vvuLeV -v LUIVL~IL~~LDU -p 

I T l W  
Arvore C S C i ~  CSG2CSPG 1 

do sólido 

Árvore CSG 
Triangulação 

'I *.TRG " 
4-- /I 4- c/ Primitivas 

Bezier 

Fig. 6.1 - Relacionamento entre os módulos 

Finalmente, a partir desta representação do sólido, é possível através do 
módulo GERATRIANG gerar uma triangulação para o sólido, que pode ser, 
então, visualizada pelo programa Lcgrender [FONS92] ou ser utilizada por algum 
programa de análise do método de elementos finitos. 

Passamos, em seguida, a uma breve descrição de cada um destes módulos. 

6.2. Módulo CSG2CSPG 

Este módulo, como vimos, foi implementado anteriormente por Salim 
[SALI92]. Contudo, ele é de grande importância para nós porque se relaciona 
diretamente com o módulo GERATRIANG, que recebe através dele a descrição 
do sólido a ser triangulado. Sua função é a conversão da árvore CSG construída a 
partir da linguagem LDS, para um formato onde as primitivas estão representadas 
na forma Bézier. A finalidade desta conversão é permitir a classificação dos 
tetraedros da triangulação contra cada primitiva da árvore CSG, tal como descrito 
na seção 4.1. 
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Além disso o programa, para realizar esta conversão, necessita que se 
especifique os tetraedros iniciais da decomposição do espaço, o que é feito ao se 
especificar a caixa envolvente ao sólido. Uma descrição mais detalhada pode ser 
vista em [SALI92]. 

6.3. Módulo GERATRIANG 

Este módulo, por nós desenvolvido, reúne todos os procedimentos 
necessários ao processo de construção de uma triangulação adaptativa para o 
sólido. Ele se relaciona com quatro outros módulos de apoio, dois dos quais 
(BEZIER e CSG) foram anteriomente implementadas por Salim [SALI92]. Os 
módulos de apoio são utilizados em tempo de compilação, fornecendo recursos 
através de várias funções. 

A partir da árvore CSG do sólido com primitivas descritas na forma Bézier, 
produzida pelo programa CSG2SPG, o módulo gera a triangulação adaptativa que 
aproxima, dentro de uma certa precisão, o sólido. 

O programa permite controle razoável da execução pelo usuário, que pode 
especificar um critério para refinamento e uma tolerância para a aproximação 
através de um nível máximo de refinamento ou um tamanho para o tetraedro 
mínimo. O módulo oferece também opções para dois tipos de saída. O usuário 
pode, por exemplo, decidir se deseja apenas visualizar a ttiangulação através do 
módulo Lcgrender ou utilizá-la como malha em programas de resolução do 
método de elementos f'initos. Neste último caso, o formato de saída é um formato 
comumente utilizado pelo método de elementos finitos, mas pode ser facilmente 
adaptado para algum outro formato de um programa específico. 

Faremos agora uma breve descrição de cada um dos módulos de apoio. O 
módulos de apoio são, na verdade, bibliotecas C utilizadas, especialmente, pelos 
módulos CSG2CSPG e GERATRIANG com diversas funções que visam fornecer 
subsídios para a realização das tarefas pertinentes a cada um. Um módulo de 
apoio contém tipos , variáveis e funções específicas para finalidades correlatas. 
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6.3.1. Módulo ESTRUTURA 

Este módulo é responsável pela definição e manipulação da estrutura de 
dados que representa a triangulação. Nele se encontram, além da definição da 
estrutura de dados, os procedimentos para criação, subdivisão e eliminação de 
tetraedros. Mantém uma relação direta com os módulos Csg e Bezier para 
manipulação da ávore CSG armazenada na estrutura de dados. 

A estrutura de dados é tal como discutida no capítulo 3. O procedimento de 
subdivisão é implementado através da aplicação das tabelas 3.2 e 3.3. 

Foram também construídos procedimentos que fornecem informações 
genéricas sobre a estrutura, tais como o nível de refmamento, os vértices ou os 
vizinhos de um tetraedro. Informações adicionais podem ser obtidas no programa 
fonte   estrutura.^". 

6.3.2. Módulo CRITERIO 

Este módulo é responsável pela avaliação de um tetraedro com respeito a 
um critério de refinamento. Nele estão contidos os procedimentos que 
implementam um determinado critério. Ele foi criado com o único objetivo de 
oferecer uma maior facilidade para definição destes critérios, permitindo que 
novos procedimentos sejam incluídos sem que o programa tenha que ser 
modificado. 

Um dos procedimentos implementados simplesmente avalia a classificação 
do tetraedro com relação ao sólido, e é utilizado para construção de triangulações 
nas quais o objetivo é exclusivamente a aproximação da geometria do sólido. 
Além deste, foram implementados mais três critérios que avaliam determinadas 
funções e variações de funções dentro do tetraedro, e servem para simular um 
critério tipicamente de elementos finitos. Informações adicionais podem ser 
obtidas no programa fonte "criterio.cW. 

6.3.3. Módulo BEZIER 

Este módulo é responsável pela manipulação das primitivas na forma Bézier 
e, também pelo tratamento da geometria dos tetraedros. No seu interior estão 
procedimentos para criação, classificação e subdivisão de primitivas Bézier além 
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de um algoritmo de avaliação das primitivas pelo método de Casteljau. Estão 
também presentes procedimentos para criação e subdivisão da geometria dos 
tetraedro, além de outros procedimentos que fornecem informações genéricas 
como, por exemplo, tipo dos tetraedros, vértices de um tetraedro, etc. 
Informações adicionais sobre este módulo podem ser obtidas em [SALI92]. 

6.3.4. Módulo CSG 

Este módulo contém os procedimentos específicos de criação, subdivisão e 
classificação das árvores CSG representativas dos sólidos. Ele tem estreitas 
ligações com o módulo BEZIER pelo fato das folhas das árvores serem primitivas 
Bézier. Ele contém também procedimentos para leitura e gravação das árvores em 
disco, que permite a interação com outros módulos. Informações adicionais 
podem ser obtidas em [SAL192]. 

6.4. Conclusão 

Toda a implementação foi desenvolvida utilizando a linguagem de 
programação C (padrão K&R) rodando sob o sistema operacional SUNOS 4.1 
(UNIXIBSD), sendo executáveis em estações gráficas Sun 260,360, SPARC I+, 
SPARC 2+. 

A implementação foi idealizada de forma a permitir um princípio básico em 
programação: a abstração de dados. Com isso, os procedimentos irnplementados 
não precisam ter conhecimento da estrutura de dados utilizada, permitindo que 
esta possa ser modificada sem comprometer todo o desenvolvimento já efetuado. 
Além disso, a utilização de uma estrutura de dados apropriada permitiu uma 
separação entre topologia e geometria. Desta forma, foi possível construir 
procedimentos isolados e independentes, facilitando muito a construção e 
depuração dos programas. 



7.1. Descrição do Trabalho 

O desenvolvimento deste trabalho foi especialmente motivado pela 
necessidade cada vez maior de ferramentas eficientes e robustas para geração 
automática de malhas de elementos fuiitos. 

A geração de malhas de elementos fuiitos tem se baseado nos métodos 
adaptativos, nos quais uma malha é refinada seletivamente até que uma determinada 
precisão da solução seja alcançada. 

Técnicas baseadas em subdivisão do espaço são robustas para aproximar 
geometrias arbitrárias e as triangulações, em particular, são interessantes porque 
aproximam bem geometrias irregulares. 

A nossa proposta é um esquema de triangulação adaptativa para aproximação 
de modelos geométricos tridimensionais descritos por sólidos CSG. 

O esquema se baseia em refinamento adaptativo de triangulações onde uma 
região do espaço que envolve completamente o domínio de interesse é refinada 
adaptativamente com base em um critério de refinamento definido apropriadamente 
de acordo com a aplicação. 

Nos métodos adaptativos de geração de malhas estes critérios são 
normalmente definidos com base em estimativas de erros da solução calculadas a 
nível de cada elemento. Com esta definição de critério é possível adequar uma 
triangulação as propriedades fisicas do problema em consideração. 

Para que a triangulação adaptativa aproxime satisfatoriamente a fronteira do 
modelo, o critério de refinamento deve levar em conta também os erros de 
aproximação geométrica. 
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Apresentaremos a seguir uma avaliação teórica e alguns exemplos de 
utilização do esquema proposto. Em seguida apresentaremos conclusões e algumas 
sugestões de trabalhos que podem ser desenvolvidos futuramente a partir deste 
trabalho. 

7.2. Avaliação do Esquema Proposto 

Nesta seção apresentaremos uma avaliação do esquema proposto enquanto 
ferramenta para geração automática de malhas de elementos finitos. 
Apresentaremos exemplos e resultados ilustrando a capacidade de adaptação do 
esquema. 

Procuramos inicialmente estabelecer a complexidade do algoritmo através do 
número de elementos gerados e compará-lo com o esquema apresentado em 
[NVA91], no qual se baseia o esquema proposto. 

Para ilustrar a capacidade de adaptação do algoritmo, apresentamos exemplos 
de triangulações obtidas para alguns modelos escolhidos. Analisamos os resultados 
obtidos para diferentes critérios de refinamento e variando o nível máximo de 
refinamento. Apresentamos a distribuição de tamanho dos elementos gerados, bem 
como a distribuição de elementos no interior e na fronteira do sólido. 

7.2.1. Complexidade do algoritmo 

Uma medida para a complexidade do algoritmo pode ser obtida analisando o 
comportamento do algoritmo em termos da quantidade de elementos gerados em 
refinamento uniforme, a medida que o nível máximo de refinamento aumenta. 

Como o algoritmo proposto parte sempre de uma triangulação CFK inicial 
com seis tetraedros e utiliza um processo de subdivisão binária para refinamento, a 
quantidade de elementos gerados em refinamento d o r m e  é dada por 6x2N, onde 
N é o nível de refuiamento. Este número nos dá uma noção da ordem de 
complexidade do algoritmo. 

Contudo, percebemos realmente as vantagens do esquema proposto quando 
comparamos refinamentos de triangulações CFK com refinamento de triangulações 
gerais. Comparamos a quantidade de elementos gerados em refinamento uniforme 
de um tetredro CFK com os resultados obtidos para um tetraedro retangular, tal 
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como definido em [RIVA91], isto é, com três das suas faces sobre cada um dos 
planos ortogonais e a quarta face inclinada a 450 em relação a cada um destes 
planos. 

Tab. 7.1 Comparação entre refinamentos uniformes de tetraedros CFK e 
Retangular. 

A tabela 7.1 apresenta os resultados. A primeira coluna indica o nível de 
refinamento. A segunda coluna fornece a quantidade de elementos gerados pelo 
esquema proposto a partir de refinamento uniforme de um tetraedro CFK. As 
terceira e quarta colunas apresentam a quantidade de elementos gerados e o ângulo 
interno mínimo nas triangulações resultantes do refinamento uniforme do tetraedro 
retangular (valores transcritos de [RIVA91]). Observando estes resultados, 
verificamos que, até um certo nível de refinamento, o número de elementos gerados 
é idêntico nos dois casos. É, entretanto, para níveis altos de refinamento que vemos 
a vantagem das triangulações CFK. Os números de elementos gerados são bem 
inferiores aos obtidos nas triangulações gerais, o que pode ser atribuído ao fato de 
que em triangulações gerais, muitas subdivisões adicionais são necessárias para 
garantir a conformidade do refinamento resultante, enquanto refinamentos 

Nível de 

Refinamento 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 

NO Elem. 

Tetraedro CFK 

1 
2 
4 

8 
16 
32 
64 
128 
256 
5 12 
1024 
2048 

Tetraedro Retangular 

NO de Elem. 

1 
2 
4 
8 
16 
32 
92 
230 
752 

2 127 
6693 

20804 

@ min 

30.0 
16.8 
16.8 
16.8 
13.6 
13.6 
7.4 
7.4 
7.4 
7.4 
7.4 
7.4 
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uniformes de triangulações CFK são sempre conformes, não requerendo 
subdivisões adicionais para garantia de conformidade. 

Além disso, apesar do tetraedro retangular possuir um ângulo interno mínimo 
maior do que um tetraedro CFK, com o refinamento este ângulo se deteriora até 
atingir o valor de 7,4 graus, enquanto nas triangulações CFK ele é constante e igual 
a 15 graus. 

7.2.2. Exemplos e Resultados 

Com o intuito de demonstrar a capacidade do esquema proposto em aproximar 
geometrias arbitrárias construímos triangulações adaptativas para quatro sólidos 
diferentes utilizando como critério de refinamento apenas a classificação do 
tetraedro em relação a fronteira do sólido, ou seja, procurando-se refinar somente os 
tetraedros que interceptam a fionteira do sólido. 

Para cada sólido, verificamos as quantidades de elementos gerados para 
diferentes níveis máximos de refinamento (precisão da aproximação ou tamanho do 
tetraedro mínimo). Ilustramos a adaptatividade das triangulações através de uma 
análise da quantidade de elementos interceptantes a fronteira do sólido em relação a 
quantidade total de elementos. Apresentamos também o tempo gasto no processo de 
geração de cada malha (estação Sun SPARC2+). 

O primeiro exemplo, apresentado na fig. 7.1 é uma placa fina, com uma das 
dimensões bem menor do que as outras, e portanto, com uma pequena relação 
volumelárea. Os resultados são apresentados na tablela 7.2, onde a primeira coluna 
indica o nível máximo de refinamento, a segunda coluna o tamanho do tetraedro 
mínimo correspondente a este nível, a terceira coluna fornece o número de 
elementos gerados e a quarta e quinta colunas o número de elementos interceptantes 
a fronteira do sólido e o percentual deste em relação ao total de elementos. Na 
última coluna vemos o tempo gasto para geração da triangulação. Analisando estes 
resultados, podemos observar que, pela pequena relação volume/área do sólido, a 
maioria dos tetraedros gerados são interceptantes a fronteira do sólido e o 
comportamento do algoritmo é praticamente uniforme, com uma pequena melhora a 
medida que o nível de refinamento aumenta. 
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Fig. 7.1 - Triangulação adaptativa de uma placa fina 

Nível Max. NO Elem. NO Elem. 
Front. 

% Elem. 
Front. 

CPU 

Tab. 7.2 Resultados numéricos para uma placa fína. 
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Fig. 7.2 - Triangulação adaptativa de uma esfera 

No Elem. 
Front. 

Tab. 7.3 Resultados numéricos para uma Esfera. 

% Elem. 
Front. 

NO Elem. Nível Max. CPU h min 
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Fig. 7.3 - Triangulação adaptativa de 3 cilindros em união 

NO Elem. NO Elem. 
Front. 

Nível Max. h min % Elem. 
Front. 

Tab. 7.4 - Resultados numéricos para o sólido composto de 3 cilindros. 

CPU (s) 
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Fig. 7.4 - Triangulação adaptativa de um sólido composto de 2 esferas 

CPU (s) NO Elem. Nível Max. 

Tab. 7.5 - Resultados numéricos para o sólido composto de 2 esferas. 

NO Elem. 
Front. 

% Elem. 
Front. 
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No exemplo seguinte (fig. 7.2), o sólido é uma esfera e, portanto, com uma 
grande relação volume/área. Observando os resultados na tabela 7.3 verificamos um 
ganho com a adaptatividade praticamente constante. Há uma tendência do número 
de elementos interceptantes a fronteira do sólido se estabilizar em torno de 50% do 
total de elementos gerados. 

O exemplo da fig. 7.3 é uma união de 3 cilindros e ilustra a potencialidade do 
esquema em modelar domínios de geometria complexa. Na fig. 7.4, um sólido 
composto por duas esferas ilustra a capacidade do esquema em modelar domínios 
com mais de uma componente conexa. A tabela 7.4 e 7.5 mostram os resultados 
obtidos para estes dois casos. Verificamos, nestes dois casos, a mesma tendência 
dos exemplos anteriores, ou seja, que a adaptatividade é mais vantajosa para níveis 
mais altos de refinamento e o número de elementos interceptantes a fronteira do 
sóíido tende para um valor igual a 50% total de elementos gerados. 

A fím de ilustrar o uso do algoritmo em casos mais realistas construímos 
triangulações adaptativas para mais dois modelos utilizando critérios de refinamento 
seletivos. 

Uma questão importante que procuramos analisar é a distribuição do tamanho 
dos tetraedros na triangulação. Em ambos os modelos utilizou-se uma precisão para 
a aproximação geométrica diferente da precisão para o critério de refinamento. 
Analisamos os resultados para quatro níveis máximo de refinamento. 

No primeiro modelo utilizamos um critério de refinamento que considera o 
refinamento local de parte da fronteira do domínio. Apresentamos na fig. 7.5 as 
triangulações adaptativas para os quatro níveis máximo de refinamento. Em todos 
os casos, o nível para aproximação da geometria foi constante igual a 11. Nestas 
figuras percebemos claramente como a aproximação da geometria é melhorada nas 
regiões críticas do modelo. 

Os resultados numéricos para as quatro triangulações são apresentados nas 
tabelas 7.6 a 7.9. Cada tabela corresponde a um nível máximo de refinamento e 
apresenta a distribuição de tamanho dos elementos na triangulação. A primeira 
coluna indica o nível de refinamento do tetraedro e a segunda coluna o tamanho do 
tetraedro para aquele nível. A terceira coluna fornece o número de elementos 
naquele nível e a quarta coluna o percentual deste em relação ao número total de 
elementos na malha. 
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N,, = 13 

Fig. 7.5 - Triangulações adaptativas para quatro níveis máximos de refinamento 

Nível Max. = 13 NO. Elem. = 708 I 

Tab. 7.6 - Distribui@io de tamanho de tetraedros para o modelo 1 e N,, = 13 

Nível 
Refinamento 

13 
12 

11 

h 

1.1  

1.3 
2.0 

NO. Elem. 
Tam. h 

352 

132 
224 

% Elem. 
Tam. h 
49.7 

18.6 
3 1.6 
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I Nível Max. = 15 NO. Elem. = 1584 I 

-- 

Tab. 7.7 - Distribuiqão de tamanho de tetraedros para o modelo 1 e N,, = 15 

Nível Max. = 17 NO. Elem. = 3 1 14 

Nível 
Refinamento 

15 
14 
13 
12 
11 

NO. Elem. 
Tam. h 

960 
244 
100 
128 
152 

h 

0.8 
0.9 
1.1 
1.3 
2.0 

- - 

Tab. 7.8 - Distribuição de tamanho de tetraedros para o modelo 1 e N,, = 17 

% Elem. 
Tam. h 

60.6 
15.4 
6.3 
8.1 
9.6 

Nível 
Refinamento 

17 
16 
15 
14 
13 
12 
11 

I Nível Max. = 20 NO. Elem. = 10714 I 

h 

0.5 
0.6 
0.8 
0.9 
1.1 
1.3 
2.0 

Tab. 7.9 - Distribuição de tamanho de tetraedros para o modelo 1 e N,, = 20 

NO. Elem. 
Tam. h 
1670 
452 
400 
248 
96 
112 
136 

Nível 
Refinamento 

20 
19 
18 
17 
16 
15 
14 
13 
12 
11 

% Elem. 
Tam. h 

53.6 
14.5 
12.8 
8.0 
3.1 
3.6 
4.4 

NO. Elem. 
Tam. h 
6036 
1264 
1332 
758 
308 
448 
260 
100 
100 
108 

h 

0.25 
0.3 
0.4 
0.5 
0.6 
0.8 
0.9 
1.1 
1.3 
2.0 

% Elem. 
Tam. h 

56.3 
11.8 
12.4 
7.1 
2.9 
4.2 
2.4 
0.9 
0.9 
1.0 
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Fig. 7.6 - Triangulações adaptativas para quatro níveis máximo de refinamento 

O segundo modelo é uma placa quadrada fina onde o refinamento ficou 
restrito a um único ponto no interior do domínio e uma precisão para a aproximação 
da geometria constante igual 2.0. A fig. 7.6 apresenta as triangulações para quatro 
níveis máximos de refinamento e as tabelas 7.10 a 7.13 os resultados. Analisando a 
distribuição de tamanhos dos elementos percebemos uma grande concentração de 
elementos no nível de aproximação geométrica, o que se deve ao fato já 
mencionado de que neste modelo grande quantidade de elementos interceptam a 
fronteira do sólido. Quanto aos demais tamanhos de elementos percebemos uma 
distribuição bem uniforme, demonstrando a suavidade da malha. 
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Nível Max. = 14 NO. Elem. = 1180 

Nível I h I NO. Elem. I % Elem. 

Tab. 7.10 - Distribuição de tamanho de tetraedros para o modelo 2 e N,, = 14 

Refinamento 
14 

Nível Max. = 18 NO. Elem. = 1452 

0.9 

Nível 

Tab. 7.11 - Distribuição de tamanho de tetraedros para o modelo 1 e N,, = 18 

Tam. h 
8 

h I NO. Elem. I % Elem. 

Refinamento 
18 
17 
16 
15 
14 
13 

Nível Max. = 20 No. Elem. = 1528 

Tam. h 
0.7 

0.4 
0.5 
0.6 
0.8 
0.9 
1.1 

Tab. 7.12 - Distribuição de tamanho de tetraedros para o modelo 1 e N,, = 20 

Nível 
Refinamento 

20 
19 
18 
17 
16 
15 
14 
13 
12 
11 

Tam. h 
32 
40 
44 
76 
80 
60 

Tam. h 
2.2 
2.8 
3.0 
5.2 
5.5 
4.1 

h 

0.25 
0.3 
0.4 
0.5 
0.6 
0.8 
0.9 
1.1 
1.3 
2.0 

NO. Elem. 
Tam. h 

8 
20 
52 
56 
52 
80 
8 8 
64 
84 

1024 

% Elem. 
Tam. h 

0.5 
1.3 
3.4 
3.7 
3.4 
5.2 
5.8 
4.2 
5.5 

67.0 
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Nível Max. = 22 NO. Elem. = 1888 

Tab. 7.13 - Distribuição de tamanho de tetraedros para o modelo 1 e N,, = 22 

7.3. Conclusões 

% Elem. 
Tam. h 

1.3 
2.8 
3.0 
2.8 
7.6 
7.2 
5.3 
4.4 
4.2 
2.8 
4.4 
54.2 

Nível 
Refínamento 

22 
21 
20 
19 
18 
17 
16 
15 
14 
13 
12 
11 

Apresentamos neste trabalho um esquema para construção de triangulações 
adaptativas de sólidos CSG visando, principalmente, a geração de malhas 
tridimensionais para o método de elementos finitos. 

O esquema se baseia em refinamento adaptativo de triangdações CFK e 
possui propriedades interessantes do ponto de vista da geração de malhas de 
elementos finitos. A primeira delas é que o esquema garante a conformidade em 
rehamentos adaptativos, o que é especialmente importante para o método de 
elementos fintos. Um outro aspecto importante é que as triangulações produzidas 
contêm apenas três formatos distintos de tetraedros, garantindo assim uma "boa 
forma" para os elementos, a qual é geralmente medida através do seu angulo interno 
mínimo. 

h 

0.15 
0.2 
0.25 
0.3 
0.4 
0.5 
0.6 
0.8 
0.9 
1.1 
1.3 
2.0 

As conclusões deste trabalho são: 

NO. Elem. 
Tam. h 

24 
52 
56 
52 
144 
136 
100 
84 
80 
52 
84 

1024 

a) A triangdação adaptativa fornece uma método robusto para aproximação de 
modelos de geometria arbitrária; 
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b) A utilização de uma triangulação particular como a triangulação CFK 
conferiu ao esquema propriedades interessantes tais como a manutenção do ângulo 
interno mínimo constante para os tetraedros. 

c) as modificações introduzidas no procedimento de refinamento básico 
possibilitaram a utilização de estruturas de dados extremamente simples para 
representação da triangulação. 

d) O esquema proposto simplifica muito a tarefa de gerar uma malha de 
elementos finitos para um sólido CSG, porque ao mesmo tempo que aproxima a 
geometria do modelo, adapta a malha aos requisitos do problema específico. 

Por estas características, o esquema proposto é apropriado para geração de 
malhas de elementos finitos e pode ser utilizado como base para construção de uma 
ferramenta eficiente e robusta de solução do método de elementos finitos. 

7.3. Sugestões para Futuros Trabalhos 

Acreditamos que o objetivo principal visado no desenvolvimento deste 
trabalho foi alcançado, ou seja, podemos dispor de uma ferramenta eficiente e 
robusta para geração automática de malhas para o método de elementos finitos. 
Contudo, o principal impacto das ferramentas de análise de elementos finitos de um 
modelo fisico ocorrerá quando forem alcançados graus mais elevados de 
automatização. Neste contexto encaixam-se as ferramentas integradas para análise 
de elementos finitos. 

Embora a meta deve ser automatizar a análise de elementos finitos tanto 
quanto possível, deve ser enfatizado que estes procedimentos automáticos não 
devem substituir a criatividade do analista. Ao contrário, os procedimentos 
fornecerão ferramentas muito mais poderosas que permitem ao projetista investigar, 
de maneira mais flexível e criativa, idéias de projeto para estabelecer modelos de 
análise efetivos. 

A análise completa de elementos finitos consiste em uma fase que corresponde 
a criação do modelo, e envolve a especificação do problema e a correspondente 
geração da geometria, e uma fase seguinte que corresponde a solução de elementos 
finitos do modelo, e envolve a geração totalmente automática da malha, a solução 
das equações que descrevem o modelo e a aplicação de melhoramentos a malha. 
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Um sistema integrado para análise de elementos finitos tipicamente dispõe dos 
seguintes componentes: 

o um modelador geométrico para criar a geometria do componente a ser analisado; 

O um pré-processador para gerar uma malha de elementos fínitos; 

o um processador da solução do modelo de elementos finitos; 

o um pos-processador para avaliar a solução obtida. 

Um pré-processador para geração eficiente de malha deve ser capaz de receber 
uma definição do problema baseada na geometria e automaticamente produzir uma 
discretização válida para o domínio, sem a intervenção do usuário. 

O algoritmo proposto neste trabalho visa principalmente ser integrado a um 
sistema de geração automática de malhas para o método de elementos finitos. 

Num sistema deste tipo, o gerador de malhas se insere no contexto dos 
métodos adaptativos de análise de elementos finitos, no qual o gerador deve ser 
capaz não só de produzir uma malha inicial para um domínio de interesse, bem 
como poder melhorar uma malha que não satisfaz aos requisitos de precisão 
especificados. O gerador de malha deve ser uma ferramenta eficiente já que será 
requisitado sempre que o erro encontrado após a análise não atender a precisão 
desejada Além disso, ele deve interagir com o modelador geométrico para garantir a 
aproximação geométrica do modelo. 

Portanto, nas aplicações integradas são importantes também programas que 
ajudem o projetista a estabelecer modelos automaticamente. Nesta área, com a 
ajuda de poderosas estações gráficas, muito progresso tem sido feito, mas muito 
ainda pode ser feito. 

Poderíamos então sugerir como complementação do trabalho desenvolvido: 

e a integração do esquema proposto em um sistema automático de resolução do 
método de elementos finitos. 

a ampliação do esquema proposto visando diversificar as possibilidades de 
geração de malhas através da inclusão, por exemplo, de procedimentos para 
desrefinamento de malhas, bem como para tratamento de diferentes materiais. 
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Além destas, um estudo mais detalhado da questão da aproximação da 
geometria do modelo pode ser também interessante. 
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